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Prefacio

Este libro de ejercicios nace dentro del curso de "Edicion de libros
interactivos" de RED Descartes. Son escenas de Descartes colocadas
en este modelo de libro.

El tema vectores y rectas es el inicio de los alumnos en la geometria
analitica. Se veran los vectores de forma intuitiva, obteniendo la base
para poder estudiarlos mas profundamente en cursos venideros. Se
veran las distintas formas de larectay el paso de una a otra.

Aprender3s:
e A reconocer y calcular los elementos y coordenadas de un
vector.

e A realizar operaciones con vectores de forma grafica y
analitica

e A reconocer y calcular las distintas expresiones de la
ecuaciéon de unarecta

e Acalcular rectas paralelas y perpendiculares a una dada

e A reconocer si dos rectas son secantes, paralelas o
coincidentes







Capitulo |

Vectores







1.1 Definicion. Elementos de un vector

Un vector es un segmento orientado determinado por dos puntos
Ay By el orden de estos. El primero de los puntos se llama

—
origeny el segundo extremo, se escribe AB.

e Modulo: es la longitud del segmento

e Direccion: es la recta que contiene al vector 6 cualquiera de
sus paralelas

e Sentido: la orientacion del segmento, del origen al extremo.

Pulsa los botones de la siguiente escena para ver los elementos
anteriores

&7

Modulo |
Sentido |

Direccion |

Iniciar B
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1.2 Coordenadas de un vector

Las coordenadas de un vector AB: son las coordenadas del
extremo B(by, by) menos las coordenadas del origen A(ay, as).

—
AB = (b1,b2) — (a1,a2) = (by — a1,b2 — a2)

\( Ejemplo

1. Halla las coordenadas del vector E cuyo origenes A(8, —2)
y cuyo extremo es B(3, 4)

AB = (3,4) — (8,~2) = (—5,6)

¥ B(3,4)

f
|
|

gl AB = (-5,6)

[ |
3 8 X
|
L _— — — —

) 5 A(8,-2)

10



"¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botén Soluciéon para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

oordenadas de ecto 4 0 Matematicas
-
Las coordenadas del vector AB son (=5, —19) v las de B son (-5, —17).
Halla las coordenadas del punto A
.

11
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1.3 Médulo de un vector

El moédulo de un vector es la distancia entre los puntos Ay B.
Si las coordenadas de un vector ¥ son (vy,vs), entonces el

modulo de ¥ es:

9] = 4/ vf +v3

¢ Ejemplo
1. Halla el médulo del vector v = (8, 6)

= 41/(8)? + 62 = v/100 = 10

—
2. Halla el modulo del vector AB, cuyo origen es A(7,4) y cuyo
extremo es B(—5,9)

Primero buscamos las coordenadas del vector A §:
—

AB = (—5, 9) — (7, 4) = (—12, 5)

El modulo del vector A

AB| = 7 52 i85 = 13

12



"¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botén Soluciéon para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

Modulo'de'un'vector™ - 4°Eso Matematicas

Dados los puntos A(—12, —19) y B(—12, 79), halla el modulo del vector AB

Miguel’Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucion

13
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1.4 Vectores paralelos

Los vectores 4 = (u1,us) y ¥ = (v1,v2) son paralelos (tienen la

misma direccién), cuando sus coordenadas son proporcionales
Uy U2

V1 (%)

\( Ejemplo

1. Los vectores i = (6,14) y ¥ = (3,7) ¢son paralelos?
g, 6_1
' 3T

2. Los vectoresd = (6,14) y ¥ = (2, 7) ¢son paralelos?
6 b 14
No — — # —
2 7 5
3. Encuentra un vector paralelo al vector 4 = (3, 4) cuyo médulo

sea 15

Un vector paraleloauesv = k - u = (3k, 4k)

| = VOk? + 16k2 = v/25k2 =5k =15 - k=3

¥ =3-(3,4) = (9,12). Para k=-3 se obtiene otro vector
paraleload — ¥ = —3-(3,4) = (-9, —12)

14



"¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botén Soluciéon para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

Vectores Paralelos™ - 4°Eso | wMatematicas

i 7
Halla el valor de x para que los vectores u =(—1, x) yv =(8, 64) sean paralelos
. -

Miguel’Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucion
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1.5 Vectores perpendiculares

Los vectores 4 = (u1,us) y ¥ = (v1,v2) son perpendiculares
(sus direcciones se cortan formando angulo recto), cuando sus
coordenadas cumplen: u; - v; + ug - v9 =0

\( Ejemplo

1. Los vectores i = (6,4) y ¥ = (—2, 3) ;son perpendiculares?
Si— 6-(—2)+3-4=0

2. Los vectoresu = (6,4) y v = (2, 1) ;son perpendiculares?
No —6-2+4-1=12+4=16#0

3. Encuentra un vector perpendicular al vector @ = (3,4) cuyo
modulo sea 15

Un vector perpendicular a i es v = (—4k, 3k)

5| = +/16KZ + Ok% = v/25k2 =5k = 15 — k = 3
¥ =3-(—4,3) = (—12,9). Para k=-3 se obtiene otro vector
paraleload — v = —3-(—4,3) = (12, -9)

16



"¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botén Soluciéon para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

Vectores'Perpendiculares™ - 4%Eso

(@ =)
Decide si los vectores E:{E .19y E:[ 14, 9) son perpendiculares
L _/

Miguel’Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucion
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Capitulo |

Operaciones con vectores







2.1 Suma de vectores

Para sumar dos vectores u y ¥ graficamente se dibujan de forma
que el extremo de 4 coincida con el origen de 4. El vector 4 + ¥ es
el vector que resulta al unir el origen de 4 con el extremo de ¥

Suma de Vectores

Haz coincidir el origen de un vector con el extremo de otro para
obtener susuma

el

u+v=u+v

21
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Dados los vectores 4% (uy, us) y ¥ = (v1, v2). El vector suma es;
U+ 7 = (ug,u2) + (v1,v2) = (ug + vy, us + v2)

¢ Ejemplo

1. Calcula la suma de los vectores i = (7,8) y v = (—2, 3).
i+7=(7,8)+(-2,3) = (T— 2,8+ 3) = (5,11)

2. Calcula la suma de los vectores 4 = (3,5) , ¥ = (—6,7) y
w = (9,-1).
U+ 7+ %= (3,5)+ (-6,7) +(9,-1) =
= (3-6+9,5+7—1)=(6,11)

22



2.2 Resta de vectores

Para restar dos vectores 4 y v graficamente se dibujan de forma
que sus origenes coincidan. El vector ©& — v es el vector que
resulta al unir el extremo de ¥ con el extremo de u

Resta de Vectores

u-v

Haz coincidir los origenes y luego une el extremo del vector u con
el extremo del vector v para obtener u — v

Elige resta |U-v ~ H-v=1wu-v

v

23
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Dados los vectores 4 (uy, us) y¥ = (v1, v2). El vector resta es;
U — 9 = (u1,u2) — (vi,v2) = (U1 — v1,ug — o)

¢ Ejemplo

1. Calcula la resta de los vectores i = (7,8) y v = (—2, 3).
i—-v=(7,8—-(-2,3)=(7+2,8—3)=(9,5)

2. Dados los vectores i = (1,8),9 = (—2,7) yw = (—2, —3).
Calcula:u — v — w
U—U—w= (178) - (_ ’7) - (_27_3) =
=(14+2+2,8—7+3)=(54)

3. Dados los vectores i = (4,5),9 = (—2,1) yw = (-5, —3).
Calcula: v + v — w
U+v—w=(4,5+(-2,1) —
=(4-2+4+5,54+1+3)=(7,9)

24



2.3 Multiplicacion de un numero por un vector

El resultado de la multiplicacion de un nimero real k por un
vector 1, es otro vector cuyo modulo es el producto de k por el

modulo del vector y su sentido es el mismo si k positivo y
contrario si k es negativo.

B
4
=]
o
=
I
Z|
=

Iniciar

25
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Dado el vector % (w1, us2) y el nimero k. El producto k- i es;
k- ’FL = k- (ul, ’Ll,z) = (k uy, k- U2)

¢ Ejemplo

1. Calcula el producto del vector @ = (3, —9) por 7.
7Tu=17(3,-9) = (21,—-63)
2. Dado los vectores i = (1,4) y v = (3, —9).
Calcula: 7-4 + 2- v
Tu+20="7(1,4)+2-(3,-9) =
(7,28) + (6,—18) = (13, —10)
3. Dado el vector 4 = (10, —4), calcula el vector opuesto de 4.

El vector opuesto de u es:
—u = —(10,—4) = (—10,4)

26



e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Operaciones con Vectores™ -  4%Eso Matematicasyms

'S ™
Dados los vectores u =(—18, 14) }-'; =(0, 5), calcula u+v
- 4

Miguel’Angel Cabez6n Ochoa 2022 Solucin
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Capitulo I

Ecuaciones de la recta

Q\ 7 5 /0
Punto pendiente * . Explicita ,° Parameétrica
= Y =mxtn )/
y-a ,=m(x-a ) ¥ . x=a ttv,
\ /7
IE 2 =a,tty
N Vs y 2 2
\ /7
______________ b ¥ Y [P S Ry WSS N S Sy S ——
/7 7N \
Vectorial // \\ General
(x’y)z(al,a2)+t.(v1,v2) 2 Continua R Ax+By+C=0
/// X, L )4 \\\

, N
, vV, vV, N







3.1 Ecuacion vectorial

Una recta queda determinada conocido un punto y un vector de
direccion de la misma.

Si A es un punto de la recta, v su vector de direcciéon y P un

punto cualquiera .§e veriﬁca: . ~
OP = OA + AP = AP +t-v

OP=0A4+tv !

O

La ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto A =
(a1, az) y tiene de vector de direccion v = (vq, v2) es:
(331 y) - (a’la CL2) +t- (vla U2)

31



\( Ejemplo

1. Calcula la ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto
A(3,5) y tiene por vector de direccion v = (7, 8).

(z,y) = (3,5) + ¢t (7,8)

2. Escribe algun punto de la recta cuya ecuacion vectorial es:
(xa y) - (37 _8) +1- (29 6)

Un punto de la recta es (3, —8),para obtener mds puntos basta
dar valores a t:

sit=1(z,y) = (5,—2)

sit=2(z,y) = (5,—2)

3. Comprueba si los puntos A= (5,—4) y B = (5,—7)
pertenecen alarecta: (xz,y) = (—7,2) +t- (6,—3)
(5,—4) = (=7,2) +t- (6,-3) = (—7+6t,2 — 3t) =
5=—-T7+6t — t=2
* = la solucibn est=2, = A
—4=2-3t — t=2
pertenece a la recta.

(5,—7) = (—=7,2) +t- (6,—3) = (=7 + 6t,2 — 3t) =
5=-T4+6t — t=2
—7=2-3t > t=-3

= B no pertenece a la recta.

como 2 #* —3 no hay solucién

32



e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Ecuacion Vectorial'de'larecta -

's 7
Ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto A(7, -7)

L yes paralela a la recta (x,y)=(-3,—-10) + +-(-4.—19)

Miguel"Angel Cabez6n Ochoa 2022 Solucin
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3.2 Ecuacion paramétrica

Si en la ecuaciéon vectorial (z,y) = (a1,as) +t- (v1,v9)
igualamos las coordenadas obtenemos las ecuaciones
paramétricas de la recta:

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
A(aq,a9) y tiene de vector de direccion ¥ = (v, v2) son:

rT= a+t-vm
= az+1t-v

<
|

¢ Ejemplo

1. Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los
punto A(5,6)y B(9, 8).

Un vector de direccion de la recta es:
AB = (9,8) — (5,6) = (4, 2). Las ecuaciones paramétricas

son:
r= b-+4t
y= 642t

34



e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Ecuacion Paramétrica de'larecta” -

=
Una recta pasa por los puntos A=(—12, —-14) y B=(3.9).

Escribe su ecuacion parametrica
p. !

Miguel’Angel Cabez6n Ochoa 2022 Solucin
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3.3 Ecuacion continua

. . i r= a1+t-v
Si en las ecuaciones paramétricas de la recta
y= as+t-v
r — ay

t =
despejamos t — y Elaz e igualamos obtenemos la

t =

V2

ecuacion continua.

Ecuacién continua de la recta que pasa por A(ay, ay) y tiene por

vector de direccién v = (v1,v3)
r — aj Yy — Qs

V1 (%)

¢ Ejemplo

1. Escribe la ecuacion continua de la recta que pasa por los puntos
A(37 7) yB = (27 9)

Un vector de direccion de la recta es: A_B
AB = (279) o (37 7) = (_17 2)

. : x—3 y—7
La ecuacion continua es: ] = 5

36



e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Ecuacion Continuade'larecta™ - 4°Eso

. )

Escribe la ecuacion continua de la recta (x,y)=(-7,2) + +(8,13)
- -

Miguel’Angel Cabez6n Ochoa 2022 Solucin
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3.4 Ecuacion punto pendiente

Si en la ecuacion continua de la recta despejamos y — as

r—a Yy — a V2
= —y—ay=—"(z— a)
U1 V2 U1

V2 .
— es lapendiente y se representa con laletram
U1

La ecuacion punto pendiente de la recta que pasa por el punto
A(az, az2) ytiene de pendiente m es:

y—az=m-(x—ay)

\( Ejemplo

1. Escribe la ecuacion punto pendiente de la recta que pasa por los
puntos A(5,8)y B(3,1)

Un vector de direccion de la recta es A_B
7

AB = (3’ 1) - (578) - (_277) —m= 2
La ecuacion punto pendiente de la recta es:
7
—8=—=-(x—5
y 5 (z—5)

38



e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Ecuacion Punto'Pendiente de'la recta

-
Una recta pasa por los puntos A=(-5,2)yB=(9, —19).

Escribe su ecuacion punto pendiente
p. _J

Miguel’Angel Cabez6n Ochoa 2022 Solucin
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3.5 Ecuacion explicita

Si en la ecuacion punto pendiente de la recta despejamos y
obtenemos la ecuacion explicita de la recta.
y=m-(x—a1))+az —>y=mx—ma;+as=mz+n
donde n = —ma; + as

La ecuacion explicita de la recta es de la forma:
y=—mx—+n

Donde m es la pendiente y n la ordenada en el origen.

¢ Ejemplo

1. Escribe la ecuacion explicita de la recta que pasa por el punto
A(3,4) y tiene por vector de direccion v = (5,10)

10
La pendientees m = ? =2

La ecuacion que buscamoses y = 2z +n

Para encontrar el valor de n utilizamos la condicion de que la
recta pasa por el punto (3, 4)

4=2-34+n—>n=-2

La ecuacion explicita buscada esy = 2x — 2

40



e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Ecuacion Explicita’de’la'recta™™ - 4°Eso

& o
Escribe la ecuacion explicita de la recta (x,y)=(—9,0) + +(-8,12)

. -

Miguel"Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucin
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3.6 Ecuacion general

Si en la ecuacién continua quitamos denominadores y agrupamos
todo en un mismo lado de la igualdad obtenemos la ecuacion

general.
T —a —a
C 2—>v2-(w—a1):v1-(y—a2)—>
V1 V2

Vo T —V1-Y—ai-vs+ay-vy=0—>Ar+By+C=0

La ecuacidon general o implicita de la recta es de la forma:
Az +By+C =0

Donde (—B, A) es un vector de direccion de la recta.

R, Ejemplo

1. Escribe la ecuacion general de la recta que pasa por el punto
A(3,10) y tiene por vector de direccion v = (7,2)
Un vector de direccion de la recta Az + By + C =0 es
(—B,A) luego(—B,A) = (7,2) > A=2B=-T7
por tanto la ecuacién que buscamoses 2x — Ty + C' = 0.
La recta pasa por el punto C' = (3,7)
2-3—-7-10+4C=0—-6—-T0+C=0—C =64
La ecuacién general buscada es 2x — 7y + 64 = 0
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e Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el boton Soluciéon para ver la
soluciony el botén Ejercicio para generar uno nuevo.

Ecluacion General'de’ larecta™ - 4°Eso Matematicas

. )
Ecuacion general de la recta que pasa por el punto A(-6 , ()

v es perpendicular a la recta (x,v)=(-2,—18) + +-(1.1)
.
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3.7 Ecuacion de las rectas paralelas a los ejes

Las rectas paralelas al eje OX tienen como vector direccion:
¥ = (1,0),si (0, k) es el punto de corte con el eje OY la ecuacién
es:

y==k

Apoya el ratén en el punto blanco para mover la recta, observa su
ecuacion

oyl l|:|_i|

00X

y=0

a4
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Las rectas paralelas al eje OY tienen como vector direccion:
¥ = (0,1),si(k,0) es el punto de corte con el eje OX la ecuacién
es:

=k

Apoya el ratén en el punto blanco para mover larecta, observa su
ecuacion

oYj2o E

110

[ x=0

0X

1-20
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Capitulo IV

Posicion relativa de dos
rectas en el plano

Paralelas
Secantes
/ / Coincidentes







4.1 Clasificacion

En el plano, dos rectas pueden ser:
e Paralelas: Tienen la misma direccién.No se cortan, no tienen

puntos en comun.

¢ Coincidentes: Tienen la misma direccién. Todos sus puntos
son comunes. Las dos rectas son la misma.

e Secantes: Tienen distinta direccion. Se cortan en un sélo

punto.

Apoya el ratén en el punto blanco para ver el punto de corte o
para mover la recta roja hasta que sea paralela o coincidente con

la recta azul.

™

Rectas Paralelas | | Rectas Coincidentes | | Rectas Secantes

Yy
Ly
|

I
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4.2 Clasificacion segun el vector director

Sea la recta 7 de vector director (uj,u3) y la recta s de vector
director (vy,vy)

Paralelas ©2_ " GiPei=P¢53
U1 V1

Coincidentes %2 _ V2 G, Pc7#= Pc3
U1 V1
U2 (%)

Secantes — £ =

e Ejemplo

1. Estudia la posicion relativa de las rectas:

L,_xT—2 y—=>9 §:m+6_y+7
-2 3 "7 4 6
4 6
2
P=(2,5)e?— 16:527—>Pe§

Las rectas 7 y s son coincidentes.
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“X¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botéon Solucion para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

Posicion Relativa’de dos e / 0 Matematicas
's M
Estudia la posicion relativas de estas dos rectas:
x+10  y+11
r=(xy)=(-14,7) + (12,10 =X 2 -
(xy)=(-14,7) + t( ) % %0
p. _J
Miguel Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucin

51


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Vectores_y_Rectas/interactivos/descartes/geometria/4_2_clasificacionporvector.html

4.3 Clasificacion segun la pendiente

Sea larecta 7 de pendiente m; y larecta s de pendiente ms

Paralelas m=my SiPerf=P¢s
Coincidentes m; =my SiPer=Pcs
Secantes my # Mo

\( Ejemplo

1. Estudia la posicion relativa de las rectas:
r=y=3x+4,s=y=3x+8
m,=3, mg=3—>m, =my
P=(0,4) €7 Para ver si P €§ sustituimos las
coordenadas de P en sy comprobamos si verifica la ecuacion.
3-:0+8=3#4—>P¢5s

Las rectas 7y s son paralelas.

2. Estudia la posicion relativa de las rectas:
F=y=2z+5,8="_*_Y¥°T
- T T T 6

mT:2,m3:§:3—>mr7éms

Las rectas 7 y s son secantes.
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“X¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botéon Solucion para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

Posicion Relativa’de dos e / 0 Matematicas
's )
Halla la pendiente y estudia la posicion relativas de estas dos rectas:
1 23
r=(xy)=(1,-3) + t(8,4) 5= y= — n = -
p. !

Miguel Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucin
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4.4 Clasificacidon segun la ecuacién general

Sean las rectas:
F=Az+By+c=0ys=Az+By+C =0

Paralelas A B ,C
-5 C

Coincidentes A B C
A~ B C

Secantes A #E

\( Ejemplo

1. Estudia la posicion relativa de las rectas:
r=3x+2y+4=0,5=6x+4y+8=0

8 ..
= — — Lasrectas 7y s son coincidentes.

6 4
3 2
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“X¢ Ejercicios

En la siguiente escena puedes realizar ejercicios similares
a los del ejemplo. Pulsa el botéon Solucion para ver la
soluciény el boton Ejercicio para generar uno nuevo.

Estudia la posicion relativas de estas dos rectas:

18

r=8x+2y-1=0 .s‘Ey:—%,r——

7

Matematicas

Miguel Angel Cabezon Ochoa 2022 Solucin
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