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Introduccion

Este libro digital interactivo se ha disenado para poder utilizarse en
cualquier ordenador, celular o tableta, independientemente del
sistema operativo que porte, sin necesidad de estar conectado a
una red de internet. El contenido de este libro estd pensado para
estudiantes de la carrera de Ciencias de la Computacién de la
Facultad de Ciencias de la UNAM, de acuerdo al plan de estudios
de la materia Matematicas para las Ciencias |l, tomando en cuenta
los conocimientos adquiridos hasta el momento en el que toman la
materia.

Comunmente en el proceso del aprendizaje y ensenanza de las
matematicas, a los alumnos les cuesta trabajo aprender ya que en
muchas ocasiones es dificil visualizar y entender los conceptos que
se estdn estudiando. Es por eso que en este libro se trataran los
conceptos de manera que sean mas intuitivos e interesantes por
medio de recursos interactivos, permitiendo asi que los alumnos
trabajen lo que se estd estudiando de tal forma que puedan
visualizarlo por medio de animaciones o experimentar por si
mismos introduciendo valores e interactuando con los elementos
de los recursos.

Dichos recursos interactivos se han desarrollado con ayuda del
editor Descartes)S, el cual es una herramienta que permite
desarrollar objetos educativos interactivos, que cuenta con la
posibilidad de programar algoritmos, animaciones, integrar
controles gréficos, de texto y numéricos, facilitando la creacién de
recursos que modelen varios conceptos en concreto.
Adicionalmente al final de cada tema se explica como resolver
algunos ejercicios de manera analitica, las cuales en lo general se
apoyan y complementan de buena manera con los recursos
interactivos en la comprobacion de los resultados.



En general, el objetivo que se le ha dado a este libro es la de
adquirir la capacidad de comprender de manera intuitiva la
geometria en varias dimensiones, conocer los conceptos
relacionados con funciones reales de varias variables, curvas,
diferenciabilidad, asi como saber utilizar técnicas del cdlculo
empleadas para solucionar problemas de optimizacién, la
resolucidn de problemas lineales de varias variables y el cédlculo de
sdlidos de revolucidn.






Capitulo |

Espacio Euclidiano de dimension n

1.1 Suma de vectores. Producto por escalares.

1.1.1 Vectores

El conjunto de las n — tuplas ordenadas de nudmeros reales se
denota por R”, donde R™ := {(uy, ug, ..., up|u; € R, 1 <i<n)}y
se suelen llamar vectores de orden n, donde el orden se refiere a la
dimensidn del vector, los vectores se denotan como .

Desde el punto de vista geométrico un vector U = (U1, Ug,y weey Up)
puede verse como un segmento de recta dirigido, el cual tiene por
punto inicial “el origen” (Para los ejemplos de estas notas la
coordenada (0,0,...,0)) y como punto final el punto que se
encuentra en la coordenada (uq, ug, ..., u,) (Figura 1.1).

Los vectores con la misma direccién y longitud son llamados
vectores equivalentes, donde la equivalencia de vectores se denota
como ¥ = V. Hay que tomar en cuenta que esta propiedad sdlo
considera la direccién y la longitud, por lo tanto, los vectores se
consideran equivalentes aunque su origen esté ubicado en una
posicion diferente. El vector cuyas componentes son todas 0 es

, —
conocido como el vector cero o vector nulo y es denotado como 0.

10



R3|

-
2

Punta

Origen

Figura 1.1. Representacidn grafica de un vector, puedes mover la punta de la flecha
y observar el valor de sus componentes.

1.1.2 Suma de vectores

La suma de vectores se puede llevar a cabo entre dos o mas
vectores, sin embargo hay que tomar en cuenta que para realizar
esta operacidn todos los vectores deben de tener la misma
dimensién y su origen tiene que estar aplicado a un punto en
comun, en otras palabras, si un vector tiene su origen en la
coordenada (0,0), para poder sumarlo con otro vector este
también tiene que tener su origen en la coordenada (0, 0).

La suma de vectores da como resultado un vector nuevo, existen
diferentes métodos para realizar esta operacidn, puede hacerse de
manera algebraica o utilizando geometria analitica como se explica
a continuacion.

11
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1.1.3 Método algebraico

El método algebraico o también conocido como método directo se
realiza sumando los respectivos componentes de cada vector.

Definicién 1.1. Sean dos vectores o y Ve R", definidos a partir
de sus componentes como:
7 = (ul’ u2, u3 9oy un)

7 = (’l)l, V2, V3 ,..., ’Un)

El vector resultante 0 es obtenido sumando los componentes de
K74 y o dela siguiente manera:

%
w = (ug + v1, us + v9, ug + v3, ..Uy + V)

Esta operacidon puede generalizarse para n vectores sumando los
respectivos componentes de cada vector.

Ejemplo 1: Sean ¥ = (2,—5,—1)y ¥ = (4,2, 2) vectores en R3,
U+T=(2+4,-5+2,-1+2)=(6,3,1)

Ejemplo 2: Sean @ = (1,-2,3), ¥ = (1,-2,-2) y & = (3,1, 3)
vectores en RR3.

U+ v +W=>14143,-2-2+1,3—-2+3)=(5-3,4)

12



1.1.4 Métodos geométricos

En cuanto a los métodos geométricos los mdas conocidos son el
“método del tridngulo”, “el método del paralelogramo” y “el método
del poligono”.

1.1.4.1 Método del triangulo.

Sean dos vectores en R? o en R? aplicados a un punto inicial en
comun, la suma consiste en trasladar el origen del segundo vector
a el “extremo” del primero, de esta forma la suma se representa
como el vector que une el punto en comun con el extremo del
vector trasladado. Figura 1.2.

| Mostrar |Z| . R®3

vl+v2=(7,1)

\f—(—-+ 200 +)

Figura 1.2. Método del tridngulo, puedes mover la punta de los vectores y observar
los trazos para calcular la suma.

13
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1.1.4.2 Método del paralelogramo.

Se toman dos vectores en R? o0 en R? aplicados a un punto inicial
en comun, primero se dibujan ambos vectores, después se traza
una recta paralela a cada vector, donde la recta paralela al primer
vector inicia en el extremo del segundo vector y la recta paralela al
segundo vector inicia en el extremo del primer vector de tal forma
que se obtiene un paralelogramo, la suma es representada como el
vector que inicia en el punto en comun y termina en la interseccién
de los segmentos paralelos. Figura 1.3.

_ |
Mostrar |Z |

vl
| = vi+v2=(71)

R3

57l

n"—(—-+ 200 +)

[T

v2 |

Figura 1.3. Método del paralelogramo, puedes mover la punta de los vectores y
observar los trazos para calcular la suma .

14
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1.1.4.3 Método del poligono.

Este método es utilizado cuando se quieren sumar mas de dos
vectores, el procedimiento consiste en colocar un vector a
continuaciéon de otro de la misma manera que en el método del
tridangulo, los vectores se tienen que ir colocando de modo que el
origen de uno coincida con el extremo de otro, esto se realiza con
cada vector que se quiere sumar hasta terminar de colocar todos,
por Ultimo la suma se representa por el vector que inicia en el punto
en comun y termina en el extremo del Ultimo vector colocado.

Figura 1.4
||| o
Mostrar |Z| R3
Vi
_ =4 ==Y\ 1+v2=(7,1)

\vz |
ne =L+
i= (=[] [=[7m |4)

|

2= =[5 4] [=[Em]4)

Figura 1.4. Método del poligono, puedes mover la punta de los vectores y observar

los trazos para calcular la suma.

15
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La suma de vectores cumple con las siguientes propiedades.

— = —
ean u, v y W vectores en R", entonces:

o+ (—ﬂ)) — 0, es decir existe un vector - que es inverso

aditivo de .

1.1.5 Producto por escalares.

El producto por escalares es una operacion que se realiza entre un
vector @ no nulo y un escalar ¢ (nimero real distinto de cero)

denotado como cﬂ), el resultado que se obtiene es un vector nuevo

. —
cuya longitud es |c| veces la del vector «, el cual conserva la
dimensidn del vector original.

Definicion 1.2. Sea ¢ un nimero en R y W un vector en R"”, la
multiplicacién por escalares se define como:
- _ _
cu =c- (u1,u2,..,un) = (c-ui,c-uz,..,C- up).

16



Fjemplo 1: Seanc = 3y o = (3,1,-3).

cd =3-(2,1

,—2)=(3-2,3-1,3-—

Fjemplo 2: Seanc = —2y o = (3,—1,-3).

il =—2- (3,

~1,-3) =

(-2-3,-2.-1,-2.

= (6,3, —6)

—3) =

(—6,2,6)

Hay que tener en cuenta que si el escalar es negativo el vector
resultante tendrd una direccién opuesta a la del vector 7 en caso

%
dequec=007= 0 entoncescd = 0.

—

En la Figura 1.5 podemos ver el vector resultante al multiplicarlo

por un escalar c.

_ ||
Mostrar |Z |

vl

e*v1=(6,3)

57l

R3

S E

c|= (—+)
' |

200 +)

Figura 1.5. Producto por escalares, introduce el valor del escalar ¢ y observa como

se dibuja el nuevo vector.

17
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El producto por escalares cumple con las siguientes propiedades.

Teorema 1.2. Sean u y o dos vectores en R” y dos escalares k
y l en R, entonces:

(k+D)d =kd +1d .
k(4 +70)=kd + kv .
k(1) = (k)W = I(kW).
17 = .

1.2 Producto interno. Distancia.

Para entender lo que es el producto interno y la distancia de
vectores primero serd necesario definir lo que es la norma. La
norma se denota como |[¥|| y representa la longitud de un vector,
es decir cual es la longitud del origen al extremo del vector.

Definicion 1.3. Sea 7:(01,'02,...,1),1) € R"™ un vector,
entonces:

[V ]|=y/0} + 03 + - + 02

18



) ) —
Por ejemplo, si tenemos el vector v = (v1,v3) € R2, entonces
segun la definicidn, su norma se calcula de la siguiente manera:

%
V]| = V/of + v3.

Para entender de ddnde sale esta féormula podemos dibujar el
vector ¥ en el plano, cuyo origen se encuentra en la coordenada
(0,0) y su extremo en (v, v2), ahora si trazamos una linea vertical

desde el punto (vi,v2) hasta el eje  podemos observar que se
forma un tridngulo rectangulo (Figura 1.6).

57l

Iivil

(0,0) vi

Figura 1.6. Norma de un vector.

En el tridngulo formado, el cateto adyacente es igual a vy, el cateto
opuesto es vs y la hipotenusa es igual a la longitud entre el origen y

el extremo del vector, es decir la hipotenusa es ||7||.
19
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Una vez identificados estos tres valores podemos utilizar el
teorema de Pitdgoras para obtener la definicién |[7|| de Ia
siguiente manera:

[T = ot + 03 = |[V]] = /o + 3

Como podemos ver, la formula obtenida es igual a la definicidn de
la norma en R2. Para profundizar mds acerca de la obtencidén de
esta formula consultar (2] y (3]

Teorema 1.3. Sea « un vector en R” y k un escalar en R,
entonces:

[d]| > o,

||| = 0'siy solo sid = 0.
— —

k]| = [&| [[«]].

1.2.1 Producto interno.

El producto interno es una operacidn entre vectores que da como

. — =
resultado un nimero y se denota como v - u.

Sea o y o dos vectores en R” y a el angulo entre ellos, el
producto interno se puede definir de dos formas equivalentes:

La primera consiste en multiplicar los componentes de cada vector
y sumar los productos, es decir:

20



Definicién 1.4. Sean dos vectores W = (u1, Uz, ..., Up) y U =

(v1,v9,...,v,), €l producto interno se define de la siguiente

manera:

— =
UV =UL V1 +Ug-Vy+ -+ Uy Uy

Ejemplo: Sean ¥ = (2,4) y ¥ = (-2, 3).
VU =(2-—2+4-3)=(—4+12) =8

Por otro lado, si conocemos la norma de ambos vectores y el
angulo que se forma entre ellos entonces.

Definicién 1.5. Sean dos vectores U = (U1, Uy weey Up) Y o =

(v1, Vg, ..., Uy ), podemos definir el producto interno como:
@9 = |[2)] [ cos(a)

Donde o es el dangulo que forman los vectores que se estan

multiplicando.

Ei _ — — .

jemplo: Sean ¥ = (—2,3)y v = (2,4) cuyo dngulo que se forma
entre ellos es de 60.26° , primero calculamos la norma de los
vectores:

7] = vV—22+ 3% = V13 ~ 3.61
V|| = V22 + 42 = /20 ~ 4.47

21



Aplicando la definicion:
U -V = 3.61-4.47 - c0s(60.26) = 16.13 - 0.49 ~ 8.

Como podemos observar se obtienen los mismos resultados con
Zod
ambos métodos. Hay que notar que en caso de que v sean el
%
vector nulo entonces ¥ - & = 0.
La definicidn del producto interno nos revela informacidn acerca del
angulo entre los vectores, podemos reescribir la férmula como:

e 3 o
cos(a) = [ = @ = arccos (WII WH)

Para mayor informacién consultar [3].

Ejemplo: Utilizando los mismos vectores que en el ejemplo anterior
procedemos a calcular el dngulo que se forma entre ambos
utilizando la férmula anterior.

2-—2+4-3

1.47-3.61 ) ~ 60.26".

x — arccos ( ) = arccos (

16.13

En la Figura 1.7 se muestran los cdlculos para obtener el producto
punto y la obtencidn del dngulo que se forma.

22



El producto interno cumple con muchas de las propiedades
algebraicas del producto en nimeros reales.

orema 1.4. Sean 7 v y W vectores en R", entonces:

- _ = =
v U .

U-(VHW) =" - T+
—

Q
wn

S

<]
<]

_>
ZOy?-?):Osiysolosi?: 0

0

I

Producto interno entre vl y v2,

Norma vl = 4.47
Norma 2 =316

Obteniendo el dngulo:

i

v

I+

O = dreeos

13|

vl 0w

y=45

i
= arecos( -
4475160

Aplicando la definicion:

447316 cos(45) =10

-

- (=[ew]4 = [l

'--_’=.-—|3_$’+ —'lﬂkay-b,'

Figura 1.7. Producto interno, mueve los vectores y observa los célculos.
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1.2.2 Distancia.

Uno de los usos mds importantes que se le puede dar a la norma
de un vector es el célculo de la distancia entre dos puntos que se
encuentran en R”.

Supongamos que tenemos dos puntos u y v en R™, consideramos

. . —
el vector que se forma al unir ambos puntos, es decir el vector u,
entonces la norma de u? es igual a la distancia d entre los puntos.

Como sabemos, la norma nos ayuda a calcular la longitud de un
vector, en otras palabras se calcula la distancia que hay entre el
origen y el extremo de un vector, sin embargo esto se puede aplicar
también para calcular la distancia entre dos puntos, ya que
podemos unir a estos dos puntos con una linea (formando un
vector) donde el origen es el primer punto y el extremo es el
segundo, entonces.

Definicién 1.6. Sean dos puntos u = (U1, Ug,...,Uy) Y U =
(v1, V9, ..., ;) €n R™, denotamos la distancia entre u y v como
d(u,v) y se define como:

d(u,v) = [[wd]| = v/(ur — v1)2 + (uz — v2)% + -+ + (uy — v,)?

Ejemplo: Sean los puntos u = (2,3) yv = (1, —2) € R2.

d(u,v) = [[ud]| = /(2 = 1)* + 3+ 2)? = v26

24



En la Figura 1.8 se pueden ver los pasos para calcular la distancia
de dos puntos a partir de sus coordenadas.

A
R3| =

Distancia entre U y V.
Definicién en R*:
v dl U V)= \-"fIHJ—\'l_I +Hu2—v2)
/ Sustituyendo valores de Uy V:

= \f<:-4;"+t 1-3)°

/
=4/ =2y +H-2¥

W

vs(=[z0]
=283
V=¢ —+ = 3.0 |}

Figura 1.8. Distancia entre dos puntos, mueve los puntos U, V y observa los
célculos.

1.3 Producto cruz. Triple producto escalar.

1.3.1 Producto cruz

Anteriormente definimos la operacién de producto punto el cual se
realiza entre dos vectores y da como resultado un escalar, ahora
definiremos una nueva operacion de multiplicacién de vectores que
da como resultado un vector, esta operacién es conocida como
producto cruz o producto vectorial.

25
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El producto cruz solo puede realizarse con vectores que se
encuentran en R3 y el resultado es un nuevo vector que es
perpendicular al plano que contiene a los dos vectores.

Consideremos dos vectores no nulos y o en R3. El producto

cruz de o y " denotado como W x ¥ es igual al vector cuya
norma y direccidén estan dados de la siguiente manera:

1- La norma de W x ¥ es el drea del paralelogramo que es
o —> = —

abarcado por u (Figura 1.9) o es cero si « es paraleloa v o

si @ o ¥ son eI vector nulo. Alternativamente la siguiente

deﬁnicic’m es valida:
%
14 x V|| = |[&|] |[V]| sen(c)

Donde « es el angulo formado entre los vectores. [2].

2- El vector resultante de o x ¥ es perpendicular a U y o y la
direccién de W x U es igual a la direcciéon del vector normal

(denotado como ﬁ)) que es determinado por la regla de la mano
derecha (Figura 1.9).[2].

Una vez que sabemos como esta definida la norma y la direccion
del vector resultante, ahora haremos los cdlculos correspondientes
para obtenerlo a partir de los componentes de los vectores que se
estan multiplicando.

26



Definicion 1.7. Supongamos que tenemos dos vectores U =
(u1,us,u3) y ¥ = (v1,v2,v3) € R3, entonces el producto cruz
esta definido de la siguiente manera:

— =
U x U = (u1v3 — ugva, U3V — UIV3, UIVs — U1 )

Maostrar E|

vl

Figura 1.9. Area del paralelogramo formado por los vectores H y ﬁ donde 7
representa el vector normal determinado por la regla de la mano derecha.

Esta definicidn podemos representarla de manera mas sencilla
utilizando determinantes de matrices. Dados o y v eR3 podemos
hallar la férmula para el producto cruz expresiandolos en su forma
candnica, es decir ¥ = U1t + ugj + ugk 'y = v1t + v9J + vsk.

27
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— = ,
Entonces ¥ x v" puede verse como la matriz:

i ik
7X7= Up U Ug

V1 V2 U3

Retomando la férmula para calcular los determinantes en matrices
3 x 3 tenemos que:

’ J k Us U U U U U
2 3| . 1 3| . 1 2
Uy Uz Ul = 17— J + k
V2 Vg 1 Vs 1 V2
V1 V2 U3
Finalmente utilizando la notacidon de vectores:
U2 U3 Uy Ug| (U1 U2
UXV = ,— ,
V2 U3 V1 73 V1 V2

Para profundizar mds consultar [9].

Teorema 1.5. Sean 7 o y W vectores en R™ y los escalares k y
[ en R, entonces:

(kW) x (I7) = (k) (W x V).

Ux(V+W)=UxV+UxW.
(V+W)xU=7Tx"~+Wxu.
UxY =—(VxW)
©x0=0.[3
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En la Figura 1.10 podemos ver los cdlculos que se deben realizar
para obtener el producto cruz utilizando determinantes.

57l

Producto cruz entre vI y v2.
Matriz formada;

i &
-1.3 =16 12
I =l

vix v2 ; . l

ﬁv'\ Aplicando la fimmula con determinantes:
X Y ~L6 12 ~13 12| |-13 -16
= — | )
-1 11 L El LT =1

Realizando 1os cileulos:

Determinanite | = = 1611 = (1.2.=1)
==1.8+1.2 ==0.6

vl =( w==|130 + — .-1.GG| + — |l_20 + ) Determinante 2 = —(—1.3-1.1 — (1.2-1.7))

=—{—l4-2)=—{=35)=35

170 (dn |- -1.00‘-[- w110 | o= :

Determinante 3= —1.3—1 = (-L6:1.7)

Figura 1.10. Producto cruz. Mueve los vectores y observa los célculos.

1.3.2 Triple producto escalar.

El triple producto escalar es una operacidon que se realiza entre tres
vectores, el resultado es un ndmero real y se denota como (7 X
7) . W. Esta operacidon es también conocida como el producto
mixto ya que consta de una combinacidn entre el producto escalar
y el producto cruz. Hay que notar que esta operacidn solo puede
realizarse con vectores en R3.

El triple producto escalar también puede evaluarse como un
determinante y su definicién estd dada como sigue.
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Definicién 1.8. sean W = (uq,us, u3), ¥ = (v1,v2,v3) y W =
(w1, wy, w3) € R tenemos que:

A el

V2 U3 V1 U3 V1 V2

N CE T ) B L I LU
oy o 2oy w3 Slop vy

En la Figura 1.11 se muestran los célculos que se realizan para
calcular el triple producto escalar de tres vectores en R3.

Triple producto escalar entre vi, v2 y 3.

Defmicion con determinantes:

Evaluando los determinantes:

Determinante | = 41 —(2-—1)
=44+2=0

Determinante 2 = —(3-1 — (2-3))
=—(3-6)=-(-3)=3

v = (| - e - o - &) Determinanie 3= 3—1—(4-3)
= _3-12=-15
2 (=[sm]#] =[al#] =[wl#)
Realizando los caleulos: A
S e e — -

(M xe2) 3= 2-(6)—1-(=3)+2:(-15)

— — —
Figura 1.11. Triple producto escalar de los vectores v1, v2 y v3.
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1.4 Area de paralelogramos y volumen de
paralelepipedos.

El producto cruz lo podemos utilizar para calcular dareas vy
volimenes de ciertos objetos, en esta seccidn veremos los casos
particulares para calcular el drea de paralelogramos y el volumen
de paralelepipedos.

1.4.1 Area de paralelogramos.

Como vimos en la seccién 1.3.1, la norma del producto cruz es el

area del paralelogramo que es abarcado por dos vectores u U Uy v .

Ahora veamos como fue obtenida esta formula de manera
geométrica, recordemos que el drea de un paralelogramo es igual a
la base por la altura, en nuestro caso tenemos:

Base = |||

cateto opuesto

Ahora utilizando la razén trigonométrica sen(a) = =522

obtenemos la altura.

Altura = sen(a) = = h = |[7]| sen(a)

Donde « es el angulo formado entre los vectores Figura 1.12.
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MY 1 a

- >
b=|jull “

Figura 1.12. Base y altura del paralelogramo.

De lo anterior podemos definir el area del paralelogramo como
sigue.

Definicion 1.9. Sean dos vectores y 7 el darea del
paralelogramo determinado por estos vectores es:
Area paralelogramo =|[W|| || V|| sen(a)

En la Figura 1.13 se muestran los pasos para calcular el area de un
paralelogramo utilizando la definicién anterior.
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) R3|
Area del paralelogramo

Obtenemos el dngulo entre wy v

- I L ! L = 1
‘i\." ur
= Arecos =

o "
= urecos(—) =90
54

Calenlamos la base y la altura.

w

h= \/tjf +(0y =5
hi= \/[['I:I + {-I]_' - sen (907)
=4.1=4
ue( ._ + — m +| Por ultimo calculamos el drea
_.|. _1 400| 4 Area=b-h= 5.4=20

Figura 1.13. Area del paralelogramo formado por los vectores K7 y .

Otra forma equivalente para calcular el drea del paralelogramo es
utilizando directamente la definicion del producto cruz, que como
vimos en la seccién 1.3.1, el drea del paralelogramo es igual a la
norma del producto cruz de dos vectores, es decir:

— =0
I =[] v

Area paralelogramo = || x || sen(a)

Para hacerlo de esta forma primero se calcula el producto cruz de
— = .

u y v, después se calcula la norma del vector resultante y el
resultado es igual al drea del paralelogramo.

Nota: Recordemos que el producto cruz se calcula con vectores en R3,

sin embargo pueden hacerse los cdlculos con vectores en R? si
consideramos al tercer componente de los vectores como cero.
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1.4.2 Volumen de paralelepipedos

En la seccion 1.3.2 definimos el triple producto escalar, ahora
veremos cual es el significado del nimero que se obtiene al realizar
esta operacidn. Para eso haremos la interpretacion geométrica del
triple producto escalar.

Consideremos los vectores 7 o y M= R3, podemos dibujar un

paralelepipedo (cuerpo cuyas seis caras son paralelogramos) el
cual estd determinado por los tres vectores .

57l

|| Mostrar

u={ —+ = |.1 60| == —+}
—[s7o] 4] [=[10o#] [=[x20]#]
~[soo]#| [=[ro]# [=[1z0]#

Figura 1.14. Paralelepipedo formado por los vectores 7 v y .

El drea de un paralelepipedo se calcula multiplicando el drea de la
base por la altura, en nuestro caso tenemos.
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R — — . Z
Area de la base = ||u x v'||, es decir el drea del paralelogramo

formado por 04 y v,

Altura = ||| |cos(a)|

siendo el dngulo entre (U x V) y W.

De lo anterior obtenemos lo siguiente.

Definicion 1.10. Sean tres vectores 77@ e R3, el volumen del
paralelepipedo es:

Volumen paralelepipedo = |[@x || |[W]] |cos(a)]

Observacién: cos(a) puede ser negativo, es por eso que tomamos
el valor absoluto para calcular el valor de |a altura.

En la Figura 1.15 se muestran los pasos para calcular el volumen
de un paralelepipedo formado por tres vectores.

Por otro lado notemos que:

[dx || [[W]] |eos(a)| = [[Ux | |[W]] |cos(d x ¥, W)

— (W x V) - U]
Como podemos ver, la definicidon del volumen del paralelepipedo es
igual al valor absoluto del triple producto escalar, en otras palabras
el nimero que se obtiene en el triple producto escalar es igual al
volumen del paralelepipedo que se forma por los tres vectores
multiplicados.
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Mosirar E|

= —+ —+
- (=] =[o+
[+ =[]+

~ [l
[l
S

Volumen del paralelepipedo
Primero calculamos {T,r W
(uxv)=1(6,3,-15)

Obtenemos el dngulo entre {ux v) y w

T viw

0= ey —————
Iae 2 vl

= Urccos|

= 107,72
3
Caleulamos el direa de la base y la altura.
a= V(67 + (3 + (=15 =164

h= \/tif + {17+ (2) - lcos (107.729)

A
v

=3-0.3=0091

Figura 1.15. Volumen del paralelepipedo formado por los vectores 77 y .

Por lo tanto otra forma equivalente para calcular el drea de un
paralelepipedo es calculando el triple producto escalar de 77 yv,_u>

y obtener el valor absoluto del resultado.

1.5 Transformacion lineal y matrices.

Espacio vectorial real

La siguiente definicion consta de diez axiomas, de los cuales ocho
son propiedades de vectores en R™ que se establecieron en el
Teorema 1.2 y el Teorema 1.4.
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Definicion 1.11. Sea V un conjunto arbitrario de objetos en el

que se definen dos operaciones binarias llamadas suma vy
multiplicacion por escalares. Con suma nos referimos a una regla

para asociar a cada par de objetos 77 € V un objeto u —1—7

llamado suma de y vU’; con multiplicacidn por escalares nos
referimos a una regla para asociar a cada escalar k y a cada

objeto 24 €V un objeto k4 llamado multiplicacion por escalar
de k por . Silos objetos UV, WeV y todos los escalares k y
[ satisfacen los siguientes axiomas, entonces llamamos a V
espacio vectorial y llamamos a los objetos en V' vectores.

1. Siﬁyﬁe V ,entonces W + v € V.
22U+ V=7 + 1.

3 U+ (T+W) =W +V)+ .
47 +0 =1.

5.7+ (-d)=0.

6.Si k es un escalary W €V, entonces kv € V.

7.k+D)U =kd +1 .
8.k(d +70)=ku + kv .
9. k(1) = (k)W = I(kW).

10.1¢ = «.
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Damos la definicién de espacio vectorial real ya que los escalares
gue se utilizardn pertenecen a los nimeros reales, sin embargo hay
gue tomar en cuenta que hacer la generalizacion a otros conjuntos
se hace de manera andloga.

La definicidn anterior no especifica la naturaleza de los vectores o
las operaciones, por lo tanto cualquier objeto puede ser un vector,
el Unico requisito es que se satisfagan los diez axiomas de la
Definicion 1.11.

Ejemplo: Sea V = R2.

Es facil ver que R? cumple con los axiomas 2,3,4,5,7,8,9,10
puesto que son las propiedades de la suma y multiplicacion por
escalares en vectores (Teorema 1.4 y Teorema 1.2). Los axiomas 1

y 6 los cumple ya que tanto en la suma como en la multiplicacién
por escalares de vectores, el resultado también es un vector.

Por lo tanto R? es un espacio vectorial. Lo mismo podemos decir
para vectores de tres, cuatro o n componentes, entonces R3,R4,...,
R™ también son espacios vectoriales.

Combinaciones lineales y subespacios vectoriales

Definicion 1.12. Sean ﬁ,v?, ,v_,.> vectores en el espacio
vectorial V. Decimos que el vector W es una combinacién lineal
de los vectores en v_f,@, eey v7 si se puede expresar como:

W = kyvp + kovg + -+ - + k,0;

Con kq, ks, ..., k. escalares [11].
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En el caso particular de dos vectores U y o € R2 y dos escalares
k1 y ko, una combinacidn lineal de 4 y U estd dada por el vector
W= klﬁ + kg?. En la Figura 1.16 podemos ver la representacion

grafica de W .

DAnumar
' Re_inicila_lr| '
'{'" i = 1.5u+1.5v = (4.5,3)
v [
/
= v
u
EE —-2_00 e —-m+r
=[]+ (=[eo]+
L |
1= =[]
L el
k2= —|150| 4|
: |

Figura 1.16. Podemos ver algunas combinaciones lineales de los vectores ' y v
con los escalares k1 vy ks.

Dado un espacio vectorial V' y un subconjunto no vacio U C V, se
dice que U es un subespacio vectorial de V' cuando U en si mismo
es un espacio vectorial con las mismas operaciones definidas en V,

es decir.
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Definicion 1.13. Sea V un espacio vectorial decimos que un
subconjunto no vacio U C V es un subespacio vectorial de V':
Siuﬁyﬁ% € U, entonces uj +u3 € U.

SiveU y k es un escalar, entonces kd eU.

Si ﬁ € V, entonces ﬁ ceU

En la Figura 1.17 podemos observar algunos ejemplos de
subespacios en R? y también algunos ejemplos de cuales no son
subespacios.

Ei1l

| Las rectas que pasan por el origen son
subespacios, contienen el vector ceroy
las operaciones de sumay multiplicacin

por escalares son cerradas.

Figura 1.17. Ejemplos de subespacios en R2.
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Definicion 1.14. Sean V un espacio vectorial y '71 F%, ,v_,? cV.
El conjunto formado por todas la posibles combinaciones lineales
de los vectores v_f @, ,’u_r> se llama subespacio generado vy lo

denotamos como:
gen{vla V2, .. }

Independencia y dependencia lineal

Definicion 1.15. Sea A = {vl, V9, .. ,vr} un conjunto de
vectores de un espacio vectorial V, se dice que los vectores en A
son linealmente dependientes si existen escalares ki, ko, ..., k;
con al menos uno distinto de cero, tal que:

%
kyvp + kovg 4 -+ 4+ kv = 0

Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice que son
linealmente independientes.

Ejemplo: Sea el conjunto A = (1,1), (1, —1) y los escalares ky, k.
%
k1(17 1) + k?(la _1) =0

Como (ki + ko, k1 — k2) = (0,0) = k; = 0,ky = 0, entonces el
conjunto A es linealmente independiente ya que k1 y ks tienen que
ser forzosamente cero.
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Geométricamente podemos ver la dependencia e independencia
lineal en R? y R3 tomando en cuenta las siguientes
consideraciones.

Dos vectores en R? o en R? que tienen su punto inicial en el origen

son linealmente independientes si y solo si no se encuentran sobre
la misma linea, en caso contrario son linealmente dependientes ya
qgue uno seria un multiplo escalar del otro.

Tres vectores en R3 que tienen su punto inicial en el origen son
linealmente independientes si y solo si no se encuentran sobre el
mismo plano vectorial (es decir forman un volumen), en caso
contrario son linealmente dependientes ya que un vector seria una
combinacidn lineal de los otros dos (es decir forma un plano).

En la Figura 1.18 podemos ver algunos ejemplos de lo mencionado
anteriormente.

Base y dimension de un espacio vectorial.

Definicion 1.16. Sea B = {v_f,@), ,v_,,Z} un conjunto de
vectores de un espacio vectorial V, se dice que B es base de V'
si y sélo si se cumplen las siguientes condiciones:

B es linealmente independiente.

B generaaV.
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Dos vectores que estan sobre
la misma linea son linealmente
dependientes.

ne(=[ 4 )
i=(=[ 14 =[=]# =[=]*)
2= (=% [~ ]# =[]+

Figura 1.18. Mueve los vectores y observa si son linealmente dependientes o
independientes.

Definicion 1.17. La dimensidn de un espacio vectorial V' es la
cantidad de vectores que componen una base de V, es decir:

Si B = {Uf, v3, ,v_,z} es base de V, la dimensién de V es n y
se denota como dim(V') = n.
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1.5.1 Transformaciones lineales

Una transformacidn lineal es una funcién de la forma 7" : R®* — R™

con la particularidad de que su dominio y codominio son espacios
vectoriales. Esto quiere decir que la funcién T es una regla de

asignacion que transforma los vectores de V' en vectores de W'.

Es importante notar que no toda funciéon que transforme vectores
de V en vectores de W es una transformacion lineal, para eso debe
de cumplir con ciertas condiciones que se exponen en la siguiente

definicidn.

Definicion 1.18. Si T : V — W es un mapeo desde el espacio
vectorial V' a un espacio vectorial W, entonces T es llamado
transformacién lineal de V a W si y sdlo si las siguientes
propiedades se mantienen para todos los vectores u y TEV y

para todos los escalares k.
1- T(kW) = kT(W)

2-T(d + V) =T(W) + T()

En el caso especial donde V' = W, la transformacion lineal T' es
llamado operador lineal en el espacio vectorial V.
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Fjemplo: Sean o = (u1,us), v = (v1,v2), vectores en R? y k un
escalar, veamos si la funcién T : R? — R® dada por T(z,y) =
(22 4+ y,y,x — y) es una transformacidn lineal.

Verificamos si T' cumple con la definicion de transformacion lineal.
Primera condicidn:

T (kW) = T(kuy, kus)
Aplicamos la transformacion.
(2kuy + kusg, kug, ku; — kug) =
k(2uy + ug, ug, up — ug) = kT(ﬁ)
Se cumple la primera condicién, ahora verificamos la segunda.
T(d + V) = T(u1 + vy, ug + v3)
Aplicamos la transformacion.
(2(u1 +v1) + ug + Vo, us + v, Uy + v1 — (U2 +v3)) =
(2uy + 2vg + ug + Vo, uz + Vg, Uy + V1 — Uz — V)
Separamos la suma por componentes de U y .
(2ug + ug, ug, uy — u2) + (21 + vy, Vg, v1 — V3) =
T(W) + T(7).

Cumple ambas condiciones, por lo tanto 1" es una transformacion
lineal.
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En la Figura 1.19 podemos observar el vector obtenido después de
aplicar la transformacidn lineal del ejemplo anterior a un vector en
R?,

o

M) =2x+yxx-1 1(2,2) =(6,2,0)

X T(u) = (6.20Y

W= =200 4 =|200| )

Figura 1.19. Transformacién lineal T : R? — R3 dada por T'(z,y) = (2z +
Y9y, — y)

Si combinamos las propiedades enunciadas en la definicidn
anterior podemos mostrar que una transformacion lineal transporta
combinaciones lineales de V' a W conservando los escalares de la

combinacidn lineal.

L=
En otras palabras si v1, v3,...,U, son vectores en V' vy ky, ko,...k, son
escalares, podemos tomar una combinacidn lineal en el dominio:

kivi + kovs + - - + knoy,
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Aplicamos la transformacion lineal 7' : V. — W tomando en cuenta
las propiedades de la definicion y obtenemos:

T(kivg + -+ + kovy) = ki T(07) + ko T(03) + - - + kT (0)

Teorema 1.6. Si T :V — W es una transformacidon lineal,

entonces.
Y W L -
T(0) = 0, laimagen del vector nulo del dominio V' es el vector

nulo del codominio W.

T(d — V) =T (W) — T(V), paratodo Wy v en V.

1.5.1.1 Nucleo y rango de una transformacion

Definicion 1.19. Si T : V — W es una transformacion lineal,
entonces el conjunto de vectores en V' que se mapean a cero en
W es llamado nicleo de T'y es denotado como Nu(T).

Nu(T) = {¥ € V|T(V) = 0}

Definicion 1.20. Si T : V — W es una transformacion lineal, el
conjunto de vectores en W que son imagen bajo 1" de algun
vector en V' se denomina rango de T'y se denota como R(T).

R(T) = {@ e W& =T (V), v € V}
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1.5.2 Matriz asociada a una transformacion

lineal

Ahora veremos cémo se construye la matriz asociada a una
transformacidn lineal cuando se especifican las bases del dominio y

el codominio de la transformacién.

Sean V y W espacios vectoriales de dimension n, m
respectivamente. Sea T : V' — W una transformacién lineal y sean
B, = {71,72, ,7n} base en V' y By = (@1,32, ...,?m) base

en W. Para un vector U/ € V existen escalares ki, k2,
que.

U=k V1 +kVo+ - +k Vs

O bien:

T(¥) es el vector:

T(V) =T (ki V1 4+ ks Uz + -+ by Un) =

n

.oy kp tales

kT (V1) + keT(F2) + -+ knT(Fn) = > kT (V)

1=1

Cada vector T(?Z) se encuentra en W, de modo que existen

escalares ay;, a9;, ..., any,; tales que:
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— — — —
T(’Ul) = a;; Wi + azx W + - +amlwm Cl,ﬂ’wj

O bien:

ai;

Finalmente () es:

ZkT Zk ZaﬂE2 Zaﬂ

Como podemos ver T(?) tiene una expresién uUnica en W como
combinacidn lineal de los vectores ﬁl,ﬁg,..,@m de la base B,
por lo tanto:

n n n
%
B, — (E aliki, E azz'ki,---, E amiki)
i=1 i=1 i=1

Es decir:
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Consideremos la matriz A = (aj), con j=1,2,...m vy i=
1,2,...,n. Observemos que:

Z aik; (a1 a2 - a, | [ki]
- a1 Qo - ag | |k

— . . = AW]-&
E amiki [Om1 Am2 " Gmn _kn_

Entonces [T(V)]p, = A[]p,. La matriz A es tal que en su i

-ésima columna se encuentran los elementos de la matriz de
coordenada del vector T(?i) con respecto de la base By de W.

A= (T(W)B]IT(V2)z,] - [T(Va)5))

Esta matriz tiene la propiedad de que al multiplicarla por la matriz
de coordenadas del vector ¥ € V con respecto a By da como

resultado la matriz de coordenadas del vector T(?) € W con
respecto a Bs. Entonces decimos que A es la matriz de la
transformacidn 1" respecto a las bases B; y Bs.

A= [T]B1B2

Construccion obtenida de [13].

Ejemplo: Sea T : R?2 — R? una transformacién lineal dada por
T(z,y) = (2 — y,z + 2y,3x). Sean B; = {(1,—1),(1,1)} una
base en R? y By = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)} una base en R3.
Encontremos la matriz asociada a 7.
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Como sabemos A = ([T(V1)g,][T(V2)g,] - [T(Va)s,]). en
nuestro caso:

A= ([T(1,-1)g][T(1,1)5))
Aplicamos la transformacidn lineal a los vectores de la base B;
T(1,-1) = (2(1) — (~=1),1+2(-1),3(1)) = (3, -1,3)
T(1,1) = (2(1) — 1,1+ 2(1),3(1)) = (1,3,3)

Ahora encontramos las coordenadas de los vectores obtenidos con
respecto a la base Bs, es decir los expresamos como combinacion
lineal.

(37 —1, 3) - all(]-a 1, 0) + CL21(0, 1, 0) + a’31(07 0, 1)

Resolvemos el sistema de ecuaciones

ail — 3
ail +ag = —1

as; — 3

ann =3,a31 =3,a01 = —1l—-an=an=-1-3=-4
Por lo tanto

3
[T(1,-1)p,| = |4
3

(]., 3, 3) = a12(1, 1, 0) + a22(0, 1, 0) + CL32(0, 0, ].)
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Resolvemos el sistema de ecuaciones

a;p =1

a2 + a2 =3

(a32=3
a12:1,a32:3,a22:3—a12:>a22:3—1:2

Por lo tanto

[T(1,1)B,] =

w N =

Finalmente obtenemos la matriz asociada a la transformacion.

3 1
A=|—-4 2
3 3

Como A opera con coordenadas debemos buscar las coordenadas
del vector (2, 3) en la base By, es decir [V,

(2, 3) = kl(l, —1) + kz(]., 1) = k1 = —.5,ky = 2.5
—.b
(5 = [2.5]
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Entonces
3 1 [0
Al = |4 2| |55] = 7| = r @)
3 3| L% 6

El vector obtenido no es T'(2, 3) sino que son sus coordenada en
B;. Para hallar T(2,3) debemos multiplicar las coordenadas
obtenidas por los vectores de la base Bs.

T(2,3) = 1(1,1,0) + 7(0,1,0) + 6(0,0,1) = (1,8, 6)

Podemos hacer la comprobacion aplicando la funcién de la
transformacién de manera normal al vector (2, 3).

T(2,3) = (2(2) — 3,2+ 2(3),3(2)) = (1,8, 6)

Como podemos ver obtenemos el mismo resultado utilizando la
matriz asociada a la transformacion.
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1.6 Vector propio. Forma candnica de Jordan
en 2 y 3 dimensiones.

Vectores y valores propios

Sea T :R™ — R"™ una transformacién lineal, decimos que el

ndmero real A es un valor propio de 1" si existe un vector w e R”
no nulo tal que:

T(W) = \d

Al vector U se le llama el vector propio asociado al valor propio A.
Considerando la correspondencia entre transformaciones lineales y
matrices, podemos definir el valor propio y el vector propio para
una matriz cuadrada A como sigue.

Definicion 1.21. El nimero real A es un valor propio de la matriz

A si existe un vector @ € R” llamado vector propio tal que:
AW = Xd

La ecuacion de la definicién anterior es equivalente a decir que
AW = MW, donde I es la matriz identidad de orden n.

1 0 --- 0
I =
0 0 1)
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Que a su vez puede reescribirse como el sistema de ecuaciones
homogéneo (A — )\I)ﬂ> — 0. Como el vector u no puede ser nulo,
para que se cumpla la igualdad el determinante |A — A\I| debe ser
igual a cero, esto quiere decir que A es el valor propio de A siy sélo

si|A— M| =0.

Definicion 1.22. Un sistema de ecuaciones homogéneo es un
sistema de la forma Ax =0, es decir, los términos
independientes o segundos miembros de cada ecuacién son
cero.

(1171 + agp®s + -+ + @y, = 0

a21T1 + A9 + + - + a9z, = 0

(Am1T1 + 22+« * + ATy = 0

Notemos que la expresién |A — AI| es un polinomio en A de grado
n, llamado polinomio caracteristico de A y lo denotamos como:

p(A) = |A— |

Teorema 1.7. Los valores propios de la matriz cuadrada A son
las raices de su polinomio caracteristico p(A) = |A — AI|.
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Ejemplo: Sea la matriz A, hallar los valores y vectores propios

1 6
A=
Su polinomio caracteristico es

a2 ¢

g8 R (O

asociados a la matriz A.

Calculamos el determinante de la matriz 2 x 2

”1? _ESA”:(l—A)-(—A)—ﬁ'(l)

=M -A-6=(A-3)(A+2)

Entonces los valores propios de A son A\; = 3, Ay = —2. Ahora

encontramos los vectores propios asociados a los valores propios,
para eso debemos obtener las soluciones no triviales del sistema

de ecuaciones homogéneo (A — )\I)ﬂ> = 0.

Para A\; = 3 se tiene:

[t e [7 e
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Si consideramos el vector u = (u1,us), entonces el sistema de
ecuaciones homogéneo es

{—211,1 + 6’lL2 =0

’U,1—3UQ=0

Obtenemos que wu; = 3uy, de esta forma los vectores propios
asociados al valor propio A; son de la forma t(3,1), con ¢ un
ndmero en los reales.

Si consideramos el vector ¥ = (3,1), podemos verificar que se

B oE-E-E

Por lo tanto (3,1) es un vector propio asociado al valor propio
A= 3.

Hacemos el mismo procedimiento con Ay y encontramos que los

vectores propios asociados son de la forma t(—2,1), con t un
ndmero en los reales.

Subespacio propio

Definicion 1.23. Si A es un valor propio, todos sus vectores
asociados forman un subespacio. Este subespacio se llama
subespacio propio asociado a A y se denota como V), [14].

En la Figura 1.20 puedes verificar los valores y vectores propios de
una matriz 2 x 2.
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Como Au = Au, 1 = (2,2) es un vector propio de la mjatriz A yA = 2 es un valor propio asociado a .
11
-
11
Ad=(44)

A= 4) I [ I o

A=) BT )
= |=[za]#]

i [ |
r.‘:('—+ — |20 (=)

Figura 1.20. Vectores y valores propios de una matriz 2 x 2.

1.6.1 Forma candnica de Jordan en 2 y 3
dimensiones

Antes de explicar como obtener la forma candnica de Jordan en R?
y R3 serd necesario dar algunas definiciones.

1.6.1.1 Matrices invertibles y diagonales

Definicion 1.24. Sea A una matriz cuadrada, si existe una matriz

B tal que
A-B=B-A=1

Decimos que A es invertible y que B es la matriz inversa de A.
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Definicion 1.25. La matriz diagonal que denotamos como D, es

una matriz cuadrada en la que todos los elementos no
pertenecientes a la diagonal principal son nulos, es decir

D = [a;;] si cumple que a;; = 0 coni # j

1.6.1.2 Matrices diagonalizables

Definicién 1.26. Sea A una matriz cuadrada, decimos que A es
diagonalizable si y solo si existe una matriz P invertible y una

matriz D diagonal, ambas de la misma dimensidn tal que
D =P 1tAP

Entre las propiedades de una matriz diagonalizable podemos
destacar las siguientes

Teorema 1.8.

1. La matriz diagonal D tienen en su diagonal los valores
propios de una matriz A.

2. La columna ¢ de la matriz P es el vector propio asociado al
valor propio de la posicién ¢ de la diagonal de D.
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1.6.1.3 Nucleo de una matriz y espacio nulo

Definicién 1.27. Sea A una matriz y o un vector, el conjunto de
todas las soluciones del sistema de ecuaciones homogéneo

A" =0 es llamado nicleo de A y se denota como N(A), es
decir.

N(A) = {v e R"AY =0}

Definiciéon 1.28. Sea A una matriz, llamamos nulidad o espacio
nulo, denotado como nulidad(A) a la dimensién del nicleo de
A, es decir

nulidad(A) = dim(N(A))

1.6.1.4 Multiplicidad Algebraica y multiplicidad geométrica

Definicion 1.29. El nimero de veces que un valor propio A se
repite como raiz de un polinomio caracteristico se llama
multiplicidad algebraica y se denota como m,(\) [14].

Definicion 1.30. El numero mdaximo de vectores propios
linealmente independientes que tiene asociado un valor propio A
se llama multiplicidad geométrica de A, es decir dim(IN(A —
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1.6.1.5 Forma canénica de Jordan en R2

Definicién 1.31. Sea A una matriz 2 x 2, existe una matriz P
invertible (llamada matriz de cambio de base) y una matriz J
llamada forma candnica de Jordan, tal que J = P~1AP, donde
J esigual a una de los siguientes tipos:

el

Para calcular la forma candnica de Jorddn en R? debemos
encontrar el polinomio caracteristico y los valores propios de una
matriz 2 x 2. Al hacer esto se pueden presentar dos casos:

Caso 1: Obtenemos dos valores propios distintos, es decir A; # .

) — N )
Buscamos los vectores propios v{ y v2 asociados a los valores
propios tal que AE? = )\ZUZ con ¢ = 1, 2. Ahora formamos la matriz

P = (v1v9), es decir si:

— lal — |b _|la b
V] = [c] y Vg = [d],entoncesP— [c d]

Teorema 1.9. Decimos que dos (o mas) vectores propios son
linealmente independientes si los valores propios asociados a
dichos vectores propios son distintos.
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Como los valores propios son distintos, entonces los vectores vy y

’0_2> son linealmente independientes (Teorema 1.9), por lo tanto la
matriz P es invertible , entonces:

A 0

_ p-1 _ 1

sopar= [y 0]
Ya que los valores propios de A se encuentran en la diagonal de la
matriz J (Propiedad 1, Teorema 1.8).

Caso 2: Obtenemos sdlo un valor propio A. Para este caso tenemos
dos escenarios.

Subcaso a): La multiplicidad geométrica de A\ es 2, por lo tanto
A = A\1. Este es un caso trivial ya que la matriz A ya se encuentra
en la forma candnica de Jordan, por lo tanto basta con elegir J = A
yP =1

Subcaso b): La multiplicidad geométrica de X es 1. En este caso la
forma candnica de Jordan estd dada por:

Al
_ p-1 _
J=P AP_[O /\]

Si queremos encontrar la matriz P podemos aplicar el siguiente
teorema.
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Teorema 1.10. Si A es una matriz 2 x 2 con un Unico valor propio
A, si este tiene multiplicidad geométrica igual a 1, y si 172 es un
vector cualquiera que no estad en el subespacio propio de A,
entonces el vector 'ul (A )\I) v2 es un vector propio de A,

{v7,73} son linealmente independientes y la matriz P = (v1v,)
es una matriz de cambio de base para A.

Ejemplo: Dada la matriz A, encontremos las matrices J y P.
0 —2
Calculamos los valores propios de A

P()\):lA—)\I|:”g —52]_[3 2”

=X —5A+6=(A—-2)(A—3)

Obtenemos dos valores propios distintos, llamémoslos A\ =2 vy
A2 = 3. Como los valores propios son distintos entramos en el caso
1, por lo tanto la forma candnica de Jordan de A es:

J— 2 0

0 3
Si quisiéramos calcular la matriz P para hacer la comprobacidn
buscamos los vectores propios v_f,@ asociados a A1 Y As

respectivamente, en nuestro caso para A\; = 2 se tiene que resolver
el sistema de ecuaciones homogéneo (A — 2])7 = 0, es decir:
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B R rr R

Considerando a v = (v1,v9)

—2’01 - 2'02 =0
3’01 + 3’02 =0

Obtenemos que v1 = —wvs9, de esta forma el vector propio asociado

a A\ es 1?1 (1, acemos el mismo procedimiento para Ay =

(2, —3), por lo tanto
1 2

P lh

Comprobamos que J = P~ 1AP

RN Ko B P

Como vemos se cumple la definicion de la forma candnica de
Jordan para matrices 2 x 2.

—1).H
3 y obtenemos que 1?
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1.6.1.6 Forma canénica de Jordan en R?

Definicién 1.32. Sea A una matriz 3 x 3, existe una matriz P
invertible (llamada matriz de cambio de base) y una matriz J
llamada forma candnica de Jordan, tal que J = P~1AP, donde
J esigual a una de los siguientes tipos:

A1
0 )\2 [O Ao
0 O )\3 0 )\2
A1 O A1
A
0

00)\2100
0 0 X 0

> o o
(@)
o O >
O > =
> = O

Para calcular la forma candnica de Jordan en R® debemos calcular

los valores propios y el polinomio caracteristico de una matriz 3 x 3,
al hacer esto se nos pueden presentar los siguientes casos:

Caso 1: Obtenemos tres valores propios distintos A, As y A3, es
decir el polinomio caracteristico de A es de la forma (t — A1) (t —
A2)(t — A3) con t € R. Este caso es parecido al caso 1 para las
matrices 2 x 2. Buscamos los vectores propios Fl),v? y v_g tal que
AE} = AZE) para ¢ =1,2,3. Ahora definimos la matriz P =
> ,

(’Ul’U2’U3), entonces tenemos que:

A 0 0
J=PlAP=10 X O
0 0 X;
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Caso 2: Obtenemos dos valores propios distintos A1 y Ay (con
me(A2) =2y me(A1) = 1), es decir el polinomio caracteristico de
A es de la forma (t — A1)(t — A2)% con t € R. Para este caso
tenemos 2 escenarios.

Subcaso a): La multiplicidad geométrica de Ay es 2. En este caso la
forma candnica de Jordan estd dada por:

A 0 0
J=P1AP=10 X O
0 0 X

Si queremos encontrar la matriz P podemos aplicar el siguiente
teorema.

Teorema 1.11. Sea A una matriz 3 x 3 con dos valores propios
ALY A2 (Me(A2) =2y me(A1) = 1), si my(A2) =2, entonces
podemos formar la matriz de cambio de base P como sigue:
Buscamos un vector propio 171 tal que A’u_l> = Alﬁ, es decir un
vector en N(A— A I). Ahora tomamos dos vectores
cualesquiera 72 y ’U_3> que se encuentren en N(A — A.I).
Entonces P = (vjv303).

Subcaso b): La multiplicidad geométrica de Ay es 1. En este caso la
forma candnica de Jordan estd dada por:

A 00
J=P1AP=10 X 1
0 0 A
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Si queremos encontrar la matriz P podemos aplicar el siguiente
teorema.

Teorema 1.12. Sea A una matriz 3 x 3 con dos valores propios
ALY A2 (me(A2) =2 y my(A1) =1), como my(A2) =1,
entonces podemos formar la matriz de cambio de base P como
sigue: Buscamos un vector propio 171 tal que Aﬁ = Alv_f, es
decir un vector en N(A — A1I). Ahora tomamos un vector
cualquiera v que se encuentre en N(A — X21)? pero no en
N(A — AI). Por dltimo calculamos el vector vy = (A — Ao I)v3.
Entonces P = (010303).

Caso 3: Obtenemos sdlo un valor propio A, es decir el polinomio
caracteristico de A es de la forma (t — )3, con t € R. Para este
caso tenemos 3 escenarios.

Subcaso a): La multiplicidad geométrica de A es 3, por lo tanto se

cumple que A = A\I. Este es un caso trivial dado que A ya se

encuentra en la forma candnica de Jordan, por lo tanto basta con
tomarJ = Ay P =1.

Subcaso b): La multiplicidad geométrica de X es 2. En este caso la
forma candnica de Jordan estd dada por:

A
J=P1AP = |0
0

O > =
> O O
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Si

gqueremos encontrar la matriz P podemos aplicar el siguiente

teorema.

Teorema 1.13. Sea A una matriz 3 x 3 con un solo valor propio A
, simg(A) = 2, entonces podemos formar la matriz de cambio de
base P como sigue: Buscamos un vector propio '72 tal que
A = Av3, es decir un vector en N(A — AI). Ahora tomamos
un vector cualquiera v3 que se encuentre en N(A — )\I) pero
no en N(A — \I). Por dltimo calculamos el vector o7 = (A —
Al )vs. Entonces P = (viv303).

Su

bcaso c): La multiplicidad geométrica de A es 1. En este caso la

forma candnica de Jordan estd dada por:

Si

A

J=P1AP = |0
0

O > =
> = O

gueremos encontrar la matriz P podemos aplicar el siguiente

teorema.

Teorema 1.14. Sea A una matriz 3 x 3 con un solo valor propio A
, simg(A) = 1, entonces podemos formar la matriz de cambio de
base P como sigue: Buscamos un vector cualquiera U;;) que se
encuentre en N(A — )\I) pero no en N(A — AI)2. Ahora
calculamos los vectores v5 = (A — A)v3 y vy = (A — \)vs.
Entonces P = (17{1721)_3,))
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Ejemplo: Sea la matriz A, encontremos las matrices J y P.

0 3 1
A=12 -1 -1
-2 -1 -1

Calculamos los valores propios de A

0 3 1 A0 O
pAN=|A-X|=||2 -1 —-1|—-|[0 X 0
2 -1 -1 0 0 )\
0—\ 3 1
— 2 —1-X -1 =X —2X2+41+38
—2 -1 —1-2

=-—-(A=2)(A+2)2

Por lo tanto obtenemos dos raices, es decir obtenemos dos valores
propios A; =2y Az = —2. Ahora calculamos my(A1) y my(A2),

para my(A2) tenemos:

mg(A2) = dim(N(A+2I)) =dim | N 2 1 -1
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Para ello resolvemos el sistema (A + 2I) 7 = 0:

2 3 1
2 1 —1|lv=0
2 -1 1

. ) —
Si consideramos a v = (vy, v2, v3), tenemos

201 + 3vy +v3 =0
201 + vy —v3 =0
—2U1—2)2+U3:0

Resolviendo el sistema obtenemos que v; = v3 y v9 = —v3, por lo
tanto el espacio nulo es {t(1,—1,1)}, es decir dim(N(A +
2I)) =1, o lo que es lo mismo mgy(A2) = 1. Si hacemos el mismo
procedimiento para A; tenemos que my(A;) =1 ya que N(A —
D) ={t(-1,-1,1)}.

Como my(A2) =1 entramos en el subcaso b) del caso 2, por lo
tanto la forma candnica de Jordan es:

A 00 2 0 0
J=[0 X 1| =0 -2 1
0 0 X 0O 0 -2

Para verificar la definiciéon de la forma candnica de Jordan en
matrices 3 x 3 calculamos la matriz P, para eso utilizaremos el

Teorema 1.12.
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Primero buscamos un vector propio Ff tal que Av? = Alv_f.
Anteriormente habiamos calculado que los vectores propios de \;
son de la forma t(—1, —1, 1), si consideramos ¢t = 1 obtenemos el
vector (—1,—1, 1), entonces v; = (—1,—1, 1).

Ahora tomamos un vector cualquiera v que se encuentre en
N(A — XoI)? peronoen N(A — A\oI), donde

8 8 0
(A-=XIP=1]8 8 0
-8 -8 0

Para encontrar un vector en N(A — )\2)2 resolvemos el sistema
(A+ 2027 =0.

8 8 0
8 8 0|v=0
8 -8 0

. ) N
Si consideramos v = (v, v2, v3), tenemos

8U1 + 8’02 =0
8’01 + 8’1)2 =0
—8’1)1 — 8’02 =0

Resolviendo el sistema obtenemos que v; = —vy y v9 = V9, por lo
tanto el espacio nulo es {t(—1,1,0),s(0,0, 1)} con t,s € R. Si
consideramos s = 1 podemos tomar el vector v4 = (0,0,1).
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Por ultimo calculamos el vector 1)2 (A— NI )v3, es decir v_2>
(A + 21)’03.

2 3 1770 1
s 2 1 —1|]o] =[-1
2 -1 1|1 1

Ya tenemos los vectores '71,1)_5, v_3> ahora podemos formar la matriz
P — (oo
= (’01’02’03).

-1 1 0
P=]-1 -1 0
1 1 1

Es facil comprobar que J = P~ 1AP

-5 =5 0 0 3 1 -1 1 0
b =5 0 2 -1 -1 |-1 -1 O
0 1 1] [-2 -1 -1 1 1 1

2 0 0
=(0 -2 1
0O 0 -2

Como vemos se cumple la definicion de la forma candnica de
Jordan para matrices 3 x 3.
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p(l) = A +21-6
Al=-3
=2

0.0

3.0

2.0

=3 10
0 2

Figura 1.21. Forma candnica de Jordan para una matriz 2x2
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1.7 Ecuaciones Lineales.

En esta seccidn se explicard lo que son las ecuaciones lineales y
como resolverlas, también se dard su interpretacion geométrica.

Definicion 1.33. Una ecuacién lineal con las variables
1, T3, ..., L, €S UNA ecuacion de la forma

a1y + asxs + -+ apx, = b

Donde aj,a9,...,a, y b son constantes en los reales. La

constante a; es llamada coeficiente de x; coni=1,2,...,n;y b
es llamado término constante de la ecuacidn [19].

Hay que tomar en cuenta que las ecuaciones lineales son
ecuaciones de primer grado, por lo que las variables z1, s, ..., T,
no deben de tener potencias, raices, multiplicarse o dividirse entre
Si.

Ejemplos de ecuaciones lineales:
2r+y=3
T+y+z=-5
Ejemplos gque no son ecuaciones lineales:
2 —2=0

r+yz=1
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Conjunto solucién de una ecuacion lineal

El conjunto de valores que satisfacen una ecuacion se conoce como
el conjunto solucién de la ecuacidon. Para ecuaciones con dos vy tres
variables podemos representar este conjunto de valores mediante
un sistema cartesiano (para dos variables en el plano cartesiano y
para tres variables en el espacio cartesiano), donde cada solucién
de la ecuacion estd representada como un punto en el sistema
cartesiano.

En la Figura 1.22 podemos observar cual es la representacion
geométrica del conjunto solucién para ecuaciones con dos y tres
variables.

57l

Figura 1.22. Escribe los valores de los coeficiente de una ecuacion lineal y observa
la representacion geométrica de su conjunto solucién.
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Como podemos ver para ecuaciones lineales con dos variables el
conjunto solucién forma una linea en el plano, mientras que en las
ecuaciones lineales con tres variables el conjunto solucidon forma un
plano en el espacio.

Descripciéon paramétrica de las soluciones de una ecuacion lineal

Las soluciones de las ecuaciones lineales podemos escribirlas en
términos de ciertos pardmetros. Por ejemplo, si tomamos la

ecuacion x + y + z = 1, podemos reescribirla comox =1 —y — 2
(despejamos la x de la ecuacidn), ahora si consideramos la variable
y como el pardmetro t y la variable z como el pardmetro s podemos
escribir las soluciones de la siguiente manera:

(z,y,2) =(1—t—s,t,s)cont,s € R

Esto quiere decir que cada punto en el plano que forma la ecuacién
x+y+z=1esdelaforma(1—t—s,t, s)yes una solucién de
la ecuacion. En la Figura 1.23 podemos ver la parametrizacion de
una ecuacion con dos y tres variables.

Sistemas de ecuaciones lineales

Ahora que ya comprendemos lo que es una ecuacidon lineal
definiremos lo que es un sistema de ecuaciones lineales y como
resolverlos.
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Despejando|y R

tOI‘l]‘dI’ld{) xcomol:
[y =t 1-0) |

o

m=mcl

Figura 1.23. Selecciona los valores de los pardametros y observa los puntos que
representan las soluciones de la ecuacion.

Definicion 1.34. Un sistema de ecuaciones lineales es una
coleccidn finita de ecuaciones lineales con las mismas variables,
es decir, es un sistema de m ecuaciones y m variables

i, X2, ..., T, que podemos escribir como
(

a11T1 + a2 + -+ + a1y, = by
a21T1 + A22T2 + *++ + A2 Ty, = bg

(Am1T1 + Q22 + -+ ApnTp = b3
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Una solucién del sistema es una tupla de ndmeros (s1, s2, ..., Sp)

que hacen que se cumplan todas las igualdades cuando los valores
81, 82, ..., Sp son sustituidos por x1, x2, ..., T, respectivamente. El

conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones es
llamado conjunto solucidon del sistema.

Teorema 1.15. Cualquier sistema de ecuaciones lineales tiene
una de las siguientes conclusiones exclusivas

1. Tiene una Unica solucién
2. No tiene solucidn

3. Tiene infinitas soluciones

Si un sistema tiene al menos una solucién se dice que es
consistente, en caso contrario se dice que es inconsistente.

El siguiente sistema de ecuaciones lineales es inconsistente ya que
no existen valores para x y y que hagan que la igualdad de ambas

ecuaciones se cumplan simultdneamente:

3x+2y =25
3x+ 2y = -5
En la Figura 1.24 podemos ver geométricamente cada caso que se

presenta en el Teorema 1.15 para sistemas con dos ecuaciones y
dos variables.
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| 3 ™
o | \

18\33,0:66) |

Elsstema 1 | _, | | I \

tieng una Unica solucion ya que la I S \
linea que forman sus ecuaciones \
|solg se intersectan en un punto. 1T T T 1 \

Figura 1.24. Ejemplos del Teorema 1.15.

Ahora que hemos explicado lo que son los sistemas de ecuaciones
lineales vamos a ver como resolverlos. En estas notas se explicaran
tres de los métodos mas utilizados, el método de sustitucidn, el
método de igualacion y el método de reduccion.

Método de sustitucion

Este método consiste en ir aislando las variables para después
sustituirlas en las ecuaciones del sistema, los pasos que hay que
seguir son los siguientes.
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. Sea un sistema con m ecuaciones lineales y n variables.

Empezamos eligiendo cualquiera de la ecuaciones del
sistema, ahora seleccionamos cualquier variable x;,7 =
1,2,...,n de la ecuacién seleccionada y la resolvemos
(despejamos la variable de la ecuacion).

. Sustituimos el valor que obtuvimos de la variable x; en todas

las demds ecuaciones del sistema y simplificamos.

. Ahora tenemos un sistema con m — 1 ecuaciones y n — 1

variables (la ecuacidn que seleccionamos en el paso 1 la
retiramos del sistema).

. Repetimos los pasos 1-3 hasta que ya no queden ecuaciones

por resolver. Al terminar este paso ya obtuvimos el valor de
una variable z;.

. El valor que obtuvimos en el paso 4 lo sustituimos en las

soluciones de las demds variables (las soluciones de las
variables x; obtenidas del paso 1) para obtener su valor
también.

. Finalizamos cuando hayamos obtenido todos los valores de

las variables, expresamos la solucion como la tupla
(s1, 82, ..., 8,) donde los s1, 89, ..., 8, son los valores de las
variables que obtuvimos en el paso 5.

Ahora veremos tres ejemplos, cada uno presenta un caso del
Teorema 1.15.



Ejemplo 1

3r+2y—2=2=6
—2r+2y+z=3
lzt+ty+z=4

Seleccionamos la tercera ecuacidn y resolvemos para x
r+yt+z=4=zc=4—y—2(1)
Sustituimos x en las dos ecuaciones restantes
3x+2y—2=6=34d—-y—2)+2y—2==6
12-3y—32+2y—2=6=12—-y—42 =6
= —y—4z=—6
—2r+2y+2=3=>-24—-y—2)+2y+z2=3
= —84+2y+2242y+2=3=-8+4y+32=3
=4y + 32z =11

Nos queda el sistema

—y—4z= -6

4y + 3z =11
Seleccionamos la primera ecuacion y resolvemos para y

—y—dz=-6=—y=-—6+4z=y=6—42(2)
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Sustituimos y en la ecuacidén restante
dy+32=11=4(6 —42) + 3z =11
24 — 16z +32=11 =24 - 132 =11
= —-13z2=-13=2=1

Ya terminamos el paso 4 de este método, ahora vamos a obtener el
valor de todas las variables, para eso primero sustituimos z en (2)

2y=6—-—4z2=y=6—-4(1)=y=2

Tenemos los valores de y y z, solo falta sustituirlo en (1) para
obtener el valor de x

Nex=4-y—z=>2z=4-2-1=z=1

Ya hemos obtenido el valor de las tres variables, entonces la
solucién es la tupla (1,2, 1) y es una solucién dnica.

Ejemplo 2:

r—3y+z2=4
—x+2y—95z=3
5z — 13y + 132 =8

Seleccionamos la primera ecuacién y resolvemos para x

r—3y+z=4=2=4+4+3y—2(1)
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Sustituimos en x las ecuaciones restantes
—r+2y—52=3=—(44+3y—2)+2y—5z=3
= —4—-3y+2+2y—52=3
= —y—4z="7
bx — 13y + 132 =8=5(4+3y — 2) — 13y + 132 = 8
20+ 15y — 52— 13y +132=8= 20+ 2y + 82 =8
= 2y + 8z = —12
Nos queda el sistema
{—y —4z =17
2y + 8z = —12
Seleccionamos la primera ecuacion y resolvemos para y
—y—4dz=T=—y=T+42=>y=-7—42(2)
Sustituimos y en la ecuacidn restante
20+ 8z =—12 = 2(—7 —4z) + 8z = —12
—14 —-82+82=—-12=0=2
Como vemos obtenemos una contradiccidn, por lo tanto no hay que

continuar mds y concluimos que no existe ninguna solucién para el
sistema de ecuaciones.
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Ejemplo 3

2c +y—32=0
dr + 2y — 62 =0
lz—y+2z=0

Seleccionamos la tercera ecuacidn y resolvemos para x
r—y+z=0=>z=y—2(1)
Sustituimos en las ecuaciones restantes
2c+y—32=0=>2(y—2)+y— 3z
2y —2z24+y—32=0=3y—5z2=0
e +2y—62=0=>4(y—2)+2y—62=0

=4y —4z+4+2y—62=0=6y— 10z =0

3y —5z2=0
6y — 10z =0

Seleccionamos la primera ecuacidn y resolvemos para y

Nos queda el sistema

3y—5z=0=y =3 (2)

Sustituimos y en la ecuacidn restante

N

6y — 102 =0=6(%)-10z2=0=10z—10z2=0=0=0

e
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Obtenemos que 0 = 0, por lo tanto no necesitamos continuar, el
resultado obtenido es una identidad que nos indica que el sistema
tiene un ndmero infinito de soluciones.

Estds soluciones las podemos expresar en su forma paramétrica.
Sabemos que y = % y £ =1y — 2, como no sabemos nada de z
entonces decimos que es una variables libre y podemos
considerarla como el pardametro t. Ahora dejamos las variables y,
expresadas en términos de z, en el caso de y = 53—'2 ya lo estd, para
T = y — z sustituimos el valor de y, es decir z = 53_z —z= %z Por
lo tanto las soluciones son de la forma (z,y, z) = (£, 2,t) o bien

2 5 3737
¢2,8,1).

Método de igualacion

Este método consiste en despejar las variables de las ecuaciones
del sistema e ir igualando los resultados para obtener su valor. Hay
gue tomar en cuenta que el ndmero de pasos necesarios
incrementa demasiado mientras mas variables tengamos en el
sistema, es por eso que no se recomienda resolver sistemas con
mds de tres variables utilizando este método. En estas notas se
explica cdmo resolver sistemas de 3 x 3 (tres ecuaciones con tres
variables).

1. Sea un sistema con 3 ecuaciones lineales y 3 variables.
Empezamos eligiendo una variable x; con 1 =1,2,3 y la
resolvemos para todas las ecuaciones del sistema.

2. De los resultados obtenidos en el paso 1 seleccionamos dos
(cualesquiera) y las igualamos. Al igualarlas tenemos una
ecuacion con 2 variables, seleccionamos una de ellas y la
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despejamos, decimos que este es el resultado (1).

3. Ahora igualamos el resultado restante del paso 1 con
cualquiera de los resultado seleccionados en el paso 2. Al
igualarlas nuevamente tenemos una ecuacidn con 2 variables,
seleccionamos la misma variable que en el paso 2 vy la
despejamos, decimos que este es el resultado (2).

4. gualamos los resultados (1) y (2), al hacerlo obtenemos una
ecuacidn con una variable, la despejamos para obtener su
valor.

5. Sustituimos el valor de la variable obtenida en el paso anterior

en alguno de los resultados (1), (2), esto para obtener el valor
de la variable faltante.

6. Por dltimo sustituimos el valor de las dos variables que ya
hemos obtenido en alguno de los resultado del paso 1, de
esta forma obtenemos el valor de la variable faltante y
terminamos. Expresamos la solucién como la tupla (s1, s2, S3),

donde s1, 89, S3 son los valores de las tres variables.

Ejemplo

f3:c—|—2y—|—z:1
5 + 3y +4z =2
Tt+y—z=1

Elegimos la variable  y lo resolvemos en las tres ecuaciones
_ 1 2y z
Jr+2y+z=1=c=37— % — 3

_ _ 2 3y 4
bx+3y+dz=2=c=:—-F—F
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cty—z=1=z=1—-y+=z

Seleccionamos la primera y segunda ecuacion y las igualamos

1 _ 2y _ z_2_ 3y _ 4z 2y oz 3y 4z __ 2 1
3 3 3 5 5 5 — T3 5T 3 T35 =53
_y 7z 1
5T 15 =1

Despejamos y
— L= o y=1-Tz=y=-1+172(1)

Seleccionamos la primera y tercera ecuacion y las igualamos

12y _ 2z _1_ _ 2y oz 11
53— 3 3=1l-ytz=-F-5+y—z= 3
y __ 4z __ 2
373 ~— 3

Despejamos y
Y=24+% = y=2+42(2)
Igualamos (1) y (2)
—1+72=2+4z
7z2—42=24+1=32z2=3=2=1
Sustituimos z en (2)

y=2+41)=y=26
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Sustituimos y y z en la primera ecuacion
x:—————iwz—%$x=—4.

Ya hemos obtenido el valor de las tres variables, entonces tenemos
la solucién Unica (—4, 6, 1)

Al igual que en el método de sustitucidon, cuando obtenemos
alguna contradiccidn en el proceso significa que el sistema no tiene
solucidn, mientras que si obtenemos la igualdad identidad 0 = 0
decimos que el sistema tiene soluciones infinitas y podemos
expresarlas en su forma paramétrica.

Método de reduccion

Este método consiste en ir eliminando las variables en las
ecuaciones hasta obtener sus valores, los pasos que hay que seguir
son los siguientes.

1. Sea un sistema con m ecuaciones lineales y n variables.
Comenzamos eligiendo alguna ecuacion del sistema y una
variable ; coni =1,2, ..., n.

2. Multiplicamos las ecuaciones restantes por algin numero
(cada ecuacion puede tener que multiplicarse por un nimero
diferente), de tal forma que el coeficiente de la variable que
elegimos quede igual al de la ecuacién que elegimos en el
paso 1.

3. Restamos la ecuacion elegida en el paso 1 con las ecuaciones
obtenidas en el paso 2. Actualizamos el sistema con los
resultados obtenidos excluyendo la ecuacion elegida en el
paso 1.
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En este paso ya eliminamos la variable x; que elegimos del
sistema.

4. Repetimos los pasos del 1 al 3 hasta que solo quede una
ecuacion con una variable y obtenemos su valor.

5. Sustituimos |a variable que obtuvimos en el paso anterior en
las ecuaciones obtenidas en el paso 2, esto para obtener el
valor de las variables restantes. Finalizamos expresando la

solucién como la tupla (s1, $2, .., S»), donde s1, Sg, ..., S, sON
los valores de n variables.

Ejemplo

2¢ + 2y + 22 =4
T—y+3z=2
r+3y+22=6

Elegimos la primera ecuacidon y la variable x. Multiplicamos la
segunda y tercera ecuacidn por un nimero de tal forma que el
coeficiente de x sea igual al de la primera ecuacidn

r—y+3z2=2=>22—-y+32=2)=2x—-2y+62=4
r+3y+22=6=2(x+3y+2z=06)=2zx+ 6y +4z =12

Restamos la primera ecuacidn con las ecuaciones que obtuvimos

2r +2y+2z =4
— 2z —2y+6z2=14
dy —4z =10
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2r +2y+ 2z =4
— 2z +6y+4z=12
—4y — 2z = -8

Actualizamos el sistema

4y — 4z =10
—4y — 2z = -8
Elegimos la primera ecuacién y la variable y. Multiplicamos la

segunda ecuacidn por un nimero de tal forma que el coeficiente de
y sea igual al de la primera ecuacion.

—4y—2z2=-8= —1(—4y—22=-8) =4y + 22 =8

Restamos la primera ecuacidn con la ecuacion que obtuvimos

4y —4z =10
— 4dy+22=28
—6z = —8

Solo nos queda una ecuacién de primer grado con un variable.
Despejamos z y obtenemos su valor

—6z:—8:>z:§
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Ahora que hemos obtenido el valor de z podemos obtener el valor
dey

dy + 2z = 8 = 4y + 2(

N

)=8=4y+5=38

4

:>4y:1—;f:>y:§

Utilizando los valores de y y z obtenemos el valor de x
2e+2y+22=4=>2r+2(3)+2(3)=4=2c+37+5 =4
4 2
2 = —3 = T = —3

Ya hemos obtenido el valor de las tres variables, entonces tenemos
L 2 4 4

la solucién dnica (—%, 3, 3)

Al igual que en los métodos de igualacidn y sustitucion cuando
obtenemos alguna contradiccién en el proceso significa que el
sistema no tiene solucién, mientras que si obtenemos la igualdad
identidad 0 = 0 decimos que el sistema tiene soluciones infinitas y
las podemos expresar en su forma paramétrica.
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Capitulo

Sélidos de revolucion

2.1 Volumenes de sdlidos.

En esta seccidn veremos como determinar el volumen de sdlidos en
tres dimensiones utilizando el método de los discos, el método del
anillo y el calculo de volimenes mediante las secciones
transversales conocidas.

Sdlido de revolucidon

Los sdlidos generados al girar una regiéon plana (regién de
revolucién) alrededor de un eje (eje de revolucién) son llamados
solidos de revolucion. Esta region plana esta acotada por una
funcién f(x) y un intervalo [a,b]. En la Figura 2.1 podemos ver

algunos ejemplos.
Método de los discos

Este método es utilizado para calcular el volumen de sdlidos de
revoluciéon como los mostrados en la Figura 2.1. Podemos pensar
gue estos sdlidos estdan conformados por n discos, los cuales se
forman al girar un rectangulo dentro de la regién plana alrededor
del eje de revoluciéon (Figura 2.2).
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| Cono vl

Animar |

Figura 2.1. Observa como se genera un sdlido de revolucién girando una regién
plana alrededor de un eje

El volumen de estos discos es

Volumen del disco = Area del disco - Ancho del disco = 7 R%w

Donde R es el radio del disco y w es su anchura. Denotaremos el
volumen de un disco como AV vy la anchura como Az, es decir

AV = tR2Ax

Si aproximamos el volumen de un sdlido de revolucién sumando los
n discos de anchura Az y radio R(z;) que lo conforman tenemos:

n
Volumen del sélido ~ Z 7[R(z;)]* Ax
=1 93
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Consideremos la curva f(x)= P—Ay+5
en ¢l intervalo I() 4] y un lutdnvu}o
debhdo de ella.

g

s

Figura 2.2. Observa como se forman los discos en un sélido de revolucidn.

—WZ (z;)]*> Az

Esta aproximacién mejora mientras mas discos tomemos, en otras
palabras cuando n — oo, de esta manera podemos definir el

volumen de un sélido como sigue.

n

b
Volumen del sélido = lim 7 Y [R(z;)]*Az = / 7[R(z)]*dz

n—00 -
=1

Donde R(z) = f(z) y a, b son los intervalos de la regién plana que

forman el sdélido. En la Figura 2.3 podemos ver como la
aproximacidn va mejorando mientras mas discos se tomen.
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Flx)y=|(x2r2en O T A Y Aproximacion = 95,51

Intervalo = [ = + - ] Discos soide | |
I l

Figura 2.3. Observa como al tomar mas discos estos se asemejan cada vez mas al
solido de revolucién.

Definicion 2.1. Sea f(x) una funcién, definimos R como la
regién limitada por la gréfica de f(x) en el intervalo [a,b]. El

volumen de un sdlido de revolucién formado al girar R sobre el
eje de revolucion es

V= /abﬂ[f(m)]zda:

Nota: La integral estd definida en términos del eje de revolucién, es
decir si el eje de revolucidn es y, entonces la region plana estd acotada

por una funcién del tipo f(y), por lo tanto:
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b
v=/wmm%/

Ejemplo: Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién
acotada por la funcién f(z) = x> — 4z + 5 en el intervalo [0,4],
alrededor del gje x.

El sélido representado por esta funcién la podemos ver en la Figura
2.2, asi el volumen del sdlido de revolucion es:

V= /047r[f(m)]2dm _ /047r(x2 ~ 4z 1 5)2dz

4 4
= 71'/ (2 — 4z + 5)%dx = 7r/ z* — 82° + 262 — 40z + 25dx
0 0

4 4 4 4 4
T </ ridr — / 8z3dx +/ 2x2dx — / 40xdx + / 25d:c)
0 0 0 0 0

1‘5 134 :173 JIQ
= ([58 — 8[518 + 26[518 — 40156 + [25a]¢)
= (1 — 512+ 18% — 320 4 100) = 7 ($2)

Por lo tanto el volumen del sdlido es 7 (%)
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Método del anillo

El método del anillo también conocido como método de las
arandelas es una extensidn del método de los discos que sirve para
calcular el volumen de sdlidos con huecos. Esto es producido
cuando la regidn de revolucion se define como la regién que se
encuentra entre las graficas de dos funciones f(z) y g(x) (Figura

2.4).

DI 7'|
| Ejeml  w| Sélido formado al girar la region acotada

" o ! i : ;
Animar i por f(x)=x ¥ f(x)=—en el intervalo |a,b]
X

alrededor del eje 1.

- Sl - S

Figura 2.4. Mueve el intervalo [a, b] y observa el sélido acotado por las dos
funciones

Para calcular el volumen de sdlidos de revolucién con huecos
reemplazamos los discos por anillos, estos anillos se forma al girar
un rectangulo dentro de la region que se encuentra acotada por las
dos funciones en el intervalo [a, b] alrededor del eje de revolucién,
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en la Figura 2.5 podemos ver cdmo se generan estos anillos.

Si consideramos a r y R como los radios interiores y exteriores del
anilloy Az como la anchura, el volumen del anillo estd dado por:

Volumen anillo = 7(R* — r?) Az

A
] o]
Consideremos las grificas de f(x)=x | |

1 |
v gllv)=—en el intervalo [2,5] y un |
by

rectangulo que se encuentra entre ellas:

S |

Figura 2.5. Observa cémo se forman los anillos de un sdlido de revolucién acotado
por dos funciones

Podemos pensar que los sdlidos con huecos estan formados por n
anillos. Ahora si aproximamos el volumen del sdlido por los n

anillos de anchura Az con radio exterior R(x;) y radio interior

r(x;) tenemos que:
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Volumen del sélido ~ Z m[[R(z;)]? — [r(z;)]?] Az

= Z[[R(wi)P = [r(z:)]"] Az

De la misma manera que en el método de los discos esta
aproximacidn mejora mientras mas anillos tomemos, por lo que
podemos definir el volumen de un solido de revolucidn con huecos
como sigue.

Volumen del sélido = / 7[[R(z)]? — [r(z)]*]dx

=11 Y S N R Aproximacion = 101.92

S |
glx)=—
I - |

Intervalo = —_+_;—+]. | Discos Solido D

Figura 2.6. Observa como al tomar mds anillos estos se asemejan cada vez mas al
solido de revolucién acotado por dos funciones.
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Donde R(z) = f(z) , r(x) = g(z) y a,b son los intervalos de la

regidn de revolucién. El la Figura 2.6 se puede ver graficamente
como solido entre dos funciones se aproxima de mejor manera
mientras mas anillos sean tomados.

Notemos que la integral que contiene el radio interior r(z)

representa el volumen del hueco y se resta a la integral que
contiene el radio exterior.

Definicién 2.2. Sean f(x) y g(x) dos funciones tal que f(z) >
g(z) sobre el intervalo [a,b]. Definimos R como la regién
limitada por las gréfica de f(z) y g(x) en el intervalo [a,b]. El
volumen del sélido de revolucién formado al girar R sobre el eje
de revolucién es

Al igual que en el método de los discos, si y es el eje de revolucidn,
entonces el volumen del sélido es:

b
V= [ wlf@P - bWy

Ejemplo: Encontrar el volumen del sélido formado al girar la regién

acotada por las funciones f(z) =z y g(z) = 1 en el intervalo

1, 4] alrededor del eje .

El sdlido generado por estas funciones lo podemos ver en el primer
ejemplo de la Figura 2.4, asi el volumen del solido de revolucion es:
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= (5

Por lo tanto el volumen del sdlido acotado por las funciones

f(z) =z yg(z) = 1 enelintervalo [1,4] es w(&).
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Calculo de volumenes con secciones transversales conocidas

Hasta ahora hemos estudiado cémo calcular los volimenes de
sdlidos de revolucidn, sin embargo no todos los sélidos se generan
al rotar una regién plana alrededor de un eje, en estos casos
podemos calcular su volumen si conocemos sus secciones
transversales.

Definicion 2.3. Sea S un sdlido, si la regiéon formada por la
interseccion de S con un plano es perpendicular a un eje,
entonces esa regioén es llamada seccidén transversal de S. [2].

En la Figura 2.7 podemos ver que las secciones transversales son
regiones planas de drea A(z) (con  un punto en el eje), que se

encuentran dentro del sélido. Por ejemplo, si la seccidn transversal
es un cuadrado, entonces su drea se calcula con la férmula [ x [,

donde [ es la longitud de los lados, ahora si consideramos que los
lados de la seccién transversal son de longitud x, entonces

A(z) = z2.
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Figura 2.7. Mueve la barra y observa las secciones transversales del sélido que se
encuentra en el intervalo [0, 3] sobre el eje z.

Podemos calcular el volumen del sdélido cortdndolo en n
“rebanadas” de longitud Ax;, estimar el volumen de cada

rebanada y después sumarlas. Estas rebanadas son paralelas unas
con otras y perpendiculares al eje donde se encuentra el sélido, por
lo que si las juntamos todas deben de formar el sdlido original.

Supongamos que tenemos una particion regular p = [:co, Tiy.eey a:n]
en el intervalo [a, b] donde se definié el sélido y n rebanadas S;,
cuya longitud se extiende desde x;_1 hasta x; como podemos ver
en la Figura 2.8. Ahora bien, sea z; un punto arbitrario en el
intervalo [z;_1,x;], entonces el volumen de la rebanada S; puede
sl%rzestimada como sigue:


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_2/interactivos/capitulo2/SolidoNorevoluci%C3%B3n.html

V(S;) ~ A(z}) Az

Con Az la longitud del intervalo [z;_1, z;]. Si sumamos el volumen
de cada rebanada podemos hacer un aproximacion del volumen
total del sélido de la siguiente manera

Volumen de sélido ~ Z V(S;) = Z A(x}) Az
i=1

i=1

Rebanadas = = +

Figura 2.8. Introduce el nimero de rebanadas en el que quieres que se divida el
sdlido

Esta aproximacion mejora mientras madas delgadas sean las
rebanadas, de hecho tan pequefas como para que cada subseccion
sea igual a una de las secciones transversales del sdlido, es decir

cuando n — oo, por lo que:
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n

b
Volumen del sélido = lim A(z})Ax = / A(z)dz
n—oo
i=1 a

Definicion 2.4. Sea S un sdélido, definido en el intervalo [a, b]
sobre el eje x, decimos que su volumen es igual a

b
V =/ A(z)dz [20].

Como se dijo en un inicio, las rebanadas deben ser perpendiculares
a un eje, la definicién anterior describe la férmula cuando las
rebanadas son perpendiculares al eje x, si las rebanadas son

perpendiculares al eje y la férmula es andloga, es decir

/a b A(y)dy

La estrategia que debemos de seguir para calcular el volumen de
un sélido es la siguiente

1. Examine el sdlido y determine la forma que tienen sus
secciones transversales.

2. Determine una férmula para calcular el drea de las secciones
transversales.

3. Integre la férmula obtenida sobre el intervalo [a, b)].

Ejemplo: Calcular el volumen de una pirdmide cuadrada con base
de 6 x 6 unidades, que se encuentra en el intervalo [0, 3] y cuyas
secciones transversales son perpendiculares al gje x.
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El problema nos dice que el sélido es una pirdmide cuadrada (como
la mostrada en la Figura 2.7 ), por lo tanto sus secciones
transversales tienen la forma de un cuadrado (ya que son
perpendiculares al eje x).

La férmula para calcular el drea de un cuadrado es [ x I. Si nos
fijamos en la seccidn transversal que se encuentra en £ = 1 sus
lados tienen longitud 2, por lo que A(1)=22=4, si x =2
tenemos que A(2) =42 =16 y si z = 3 tenemos que A(3) =
62 = 36.

En términos generales, el drea de la seccién transversal es A(z) =
(2x)? = 4x?%. Ahora que determinamos la férmula para calcular el
area de las secciones transversales la integramos en el intervalo

[0, 3].
3 3
V:/ 4x2dm:4/ 2dx
0 0

33
:4-{&]0:4-9:36

Por lo tanto el volumen de una pirdmide cuadrada con secciones
transversales perpendiculares al eje = definida en el intervalo [0, 3]

con base de 6 x 6 unidades es igual a 36.
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2.2 Area de superficies de revolucion.

En la seccion anterior vimos como calcular el volumen de sdlidos
utilizando integrales. Ahora veremos cémo calcular el volumen de
superficies de revolucion.

Definicidn 2.5. Sea G la gréfica de una funcién f(z) continua en
el intervalo [a,b] y diferenciable en (a,b). La superficie
resultante de girar G sobre un eje (eje de revolucidn) es llamada
superficie de revolucion.

Animar |

a= |== 000" b= |==|100|" flx)=

Figura 2.9. Introduce una funcién y observa la superficie de revolucién generada al
girar la gréfica en el eje x.
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Supongamos que tenemos una particién regular p = [zg, T1, ..., Ty
en el intervalo [a, b]. Entonces para ¢ = 1,2, ...,n construimos un
segmento de recta que va del punto (z;-1, f(zi-1)) al punto
(x4, f(z;)) Figura 2.9.

’
¥ EI]
Consideremos la curva f(x)=sen(x)+2
en el intervalo [0,6], vemos que mientras %.y.)
- = . als 17 1
mds pequenia sea la particion p = [x;x,,...x, |
los segmentos se apegan mejor a la curva. fﬁ(j ————————— |
P |
S 1 1 I
» ) | ! 1
1 | 1 1
1 | 1 1 1
1 | | | 1 1
1 | | | 1 1
1 | 1 1 1 1
1 1 | 1 1 1
X
0 Xl XZ )(3 )(4 XS XE
<l
Segmentos _ 6

Figura 2.10. Introduce el nimero de segmentos de recta en los que quieres
aproximar la grafica de la funcidén y observa la superficie generada a partir de estas.

Notemos que Ax; = z; — z;_ 1y Ay; = y; — yi_1, cony; = f(x;).

Al girar estos segmentos de recta alrededor del eje de revolucidn se
generan unas bandas, las cuales nos ayudaran a aproximar el
volumen de la superficie de revolucidn.
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Como podemos ver en la Figura 2.10, estas bandas son en realidad
troncos de cono (un cono cortado), por lo que para calcular su drea
debemos calcular el drea de la superficie lateral de un tronco de
cono. Sean R y r el radio exterior e interior del tronco y [ su altura
inclinada, si sabemos que el drea de la superficie lateral de un cono
completo es

Area superficie lateral del cono = mRs

Donde R es el radio de la base y s es su altura inclinada. Entonces
para calcular el drea de la superficie lateral del tronco podemos
restar el drea de la superficie lateral del cono completo menos el
area de la superficie lateral del pedazo de cono (llamémoslo cono
pequeno) que le hace falta al tronco para formar el cono completo.

0

Figura 2.11. El tronco de cono se muestra de color azul y el cono pequeno de color

naranja.
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Como las secciones transversales del cono completo y el cono
pequeno son tridngulos semejantes tenemos que :

L
R 5
Resolviendo para s
rs = R(s — 1)
= rs = Rs — RI

= Rl = Rs —rs

= Rl=(R—7)s

Rl
R—r

= 5=
Por lo tanto el drea de la superficie de un tronco de cono es:

A = Area superficie cono completo - Area superficie cono pequeno

:WRs—wr(s—l):WR(%)—wr(Rlil —1)

_ wR 71'er 7rer mrl(R—r)
" R-r +rl = R—r + R—r

_ wRY . TI'R?"l 4+ wRrl il W(RQ—TZ)Z
R—r R—r R—r

" R-r
= ”—(R‘E)ff”’l =n(R+7)l

Ahora aplicando esta férmula para calcular el drea de la superficie
de las bandas tenemos que:

Area superficie banda = w(R + )l = 7(f(xi_1) + f(z;))!
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Donde [ es la longitud del segmento de recta que se encuentra en
el subintervalo [x; 1, z;] (Figura 2.10), la cual se puede deducir de
la férmula

l=/(zio1 —2:)2 + (Y1 — ¥7)

Denotamos (x;_1 — ¢;) como Az; y (y;—1 —y;) como Ay,
entonces:

Area superficie banda = 7 (f(z;-1) + f(z:))y/(Az;)? + (Ay;)?

=7(f(zi 1) + f(:z:l))\/(Aaz:Z)2 + (%)2 (Az;)?

(3

= n(f(@) + Fa)y/ 1+ (22) (an)

Por el teorema del valor medio sabemos que existe un punto z* €

[;_1,x;] tal que f'(z*) = %, entonces:

= n(f(@i1) + F(2) /I T @Az

Teorema 2.1. Teorema del valor medio: Sea f(z) una funcién
continua en |a, b] y diferenciable en (a,b). Entonces existe ¢ €

(a,b) de modo que

Ademds, dado que f(x) es continua, segin el teorema del valor
intermedio, hay un punto x}* € [z;_1,%;] tal que f(z*)=
(3) [f (mi—1 + f(z:))], entonces
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Area banda = 27 f(x*) /1 + [f'(zi*)]2 Ax;

Teorema 2.2. Teorema del valor intermedio: Sea f(z) una
funcién continua en [a, b] y sea k un ndmero entre f(a) y f(b).
Entonces, existe un ndmero xq en el intervalo [a, b] que satisface

que f(zo) = k [20].

Por lo tanto la aproximacién del drea de una superficie de
revolucidn es:

Area superficie ~ Z 27rf(a:;-k*)\/1 + [f'(x})]2 Ax;

i=1

Esta aproximacidn mejora mientras mas subintervalos tengamos,
es decir cuando n — oo, por lo tanto

Area superficie = lim Z 27 f (z}* \/1 + [f'(z})]? Az,

n—00

b
/27rf W1+ [f(z))?dz

Definicién 2.6. Sea f(x) una funcién continua definida en el
intervalo [a, b] y diferenciable en el intervalo (a,b) , el drea de la
superficie de revolucion formada al girar la grafica de la funcion
sobre el eje ¢ es

b
/ o f(z)y/1+ [f'(x)]2dx

111



La férmula para calcular el drea de superficies de revolucion que se
forman al girar la grdfica de una funcidn sobre el eje y es andloga,

/a 2 f )V + [ (@)Pdy

v/ sobre el intervalo [0, 4]. Buscar el drea de

es decir:

Ejemplo: Sea f(z) =
la superficie de revolucidn al girar la gréfica de f(z) sobre el eje =

La superficie de revolucién de f(z) = \/z la podemos generar en
la Figura 2.9, asi el drea de la superficie de revolucién es

b 4
A= / 2nf(2)/1 + [f(2)]2dx = / 2T\ 1+ V7 2de
a 0

= [faniy 1 [ﬁrdxz [(orvayfie s

T
4 T 4 1
:/ 27rw/a:—|——da:=27r/ \/ac+—da:
0 4z 0 4

Haciendo la sustitucion u = x« + %1

= 2m (g - ) ~ 36,17

s

17

27r/ \/_dU—27r/4u2du—27T[

|

W| [\
le

RN

[ [9Y]
= —
'blxl

_ 2
= 27 |:§’U,
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Por lo tanto, el drea de la superficie de revolucién generada al girar
la gréfica de f(x) = +/x sobre el eje x es 36.17.
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2.3 Coordenadas polares. Area

Coordenadas polares

Las coordenadas polares son un sistema de coordenadas
bidimensional en el que cada punto se determina por una distancia
y un angulo (generalmente medido en radianes).

Para definir un sistema de coordenadas polares elegimos un punto
en el plano que llamaremos “polo”, denotado como O, y una
semirrecta que inicia en el punto O que llamaremos “eje polar”. Por
lo general el eje polar se traza horizontalmente a la derecha del
polo y corresponde al eje = positivo del sistema cartesiano.

A
1/2 = 80° (m| |

2/3 = 120° /3 = 60°

P=(r,0) = (2.2,63.4°)

5/%6 m= 150" 1/6 = 30°

/

Vi

t=1807
Q Eje polar X

2 =0°

7iam=210¢ 11/6 = 330°

4/3 = 240° 53 m = 300°

d2n=27/0

Figura 2.12. Coordenadas polares.
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Cada punto P se localiza mediante un par de coordenadas (r,8),
donde r es la distancia que hay de O a P y 0 es el dngulo que hay
entre el eje polar y la recta OP. Entonces decimos que el par
ordenado (7, #) es una coordenada polar de P.

Por convencién el dngulo es positivo cuando se mide en sentido
contrario a las manecillas del reloj y negativo cuando se mide en el
sentido de las manecillas del reloj. Hay que notar que en el sistema
de coordenadas cartesianas cada punto sdélo tiene una
representacidn, mientras que en coordenadas polares cada punto
tiene varias representaciones. Por ejemplo, el punto con
coordenadas polares (5,7), también se puede escribir como

(5,37), ya que tanto ™ como 3 representan 180°.
Relacion entre coordenadas cartesianas y coordenadas polares

La relacion entre las coordenadas polares y las coordenadas
cartesianas las podemos ver en la Figura 2.12 y la Figura 2.13,
donde el polo corresponde al origen del sistema cartesiano y el gje
polar corresponde al eje = positivo del sistema cartesiano, por lo

tanto, si el punto P tiene coordenadas polares (r, 8), tenemos

Scos(\theta) = \frac{x}{r} \hspace7ex sen(\theta) = \frac{yH{r}S
De modo que

Sx = r cos(\theta) \hspace7ex y = r sen(\theta)$

115



Por ejemplo, si el punto P tiene coordenadas polares (3,?),

entonces sus coordenadas cartesianas son
(3 cos(3F),3 sen(5F)) = (1.5, —2.6).

En el caso de que conozcamos las coordenadas cartesianas y
queramos convertirlas a coordenadas polares utilizamos las
siguientes igualdades:

SrA{2} = xM{2} + yN2} \hspace7ex tan(\theta) = \frac{y}Hx}S

Donde r es obtenido utilizando el Teorema de Pitdgoras, entonces
r = y/x? + y2. Como medimos los dngulos en radianes, el valor de

6 se encuentra en el intervalo (0, 27|, por lo tanto podemos utilizar
la inversa de la funcidén tangente para calcularla.

Las siguientes formulas muestran como calcular el valor de 6 dados
los posibles escenarios de los valores que tomen las coordenadas
cartesianas.

(arctan (%) siz >0,y>0

g siz =0,y >0
9:<a'rctan(%)—|—7r siz <0

37” siz=0,y<0

Larctan (%) +2r siz >0,y <0

En la Figura 2.13 podemos ver como convertir de coordenadas
polares a cartesianas y viceversa. Notemos que las férmulas
anteriores devuelven el valor de 6 en radianes, por lo que si
gqueremos obtener 6 en grados hacemos la conversién
correspondiente.
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213

56

76

4/3

12

e

13m

vem

. 2 T
a Eje pol&
1156

5/3

El punto P en cordenadas polares es:
P=(22,63.4%)

Convertimos los grados a radianes

0=634%- L = L1 yad
180

Convertimos de coordenadas polares

a cartesianas

x=r-con(f)=22-04=1

y=r-senif)=22.009=2

El punto P convertido a coordenadas

cartesianas es:

P=(12)

0

Figura 2.13. Mueve el punto P y observa la conversidn de sus coordenadas.

Curvas polares

La gréfica de una ecuacién polar r = f(6), consiste en todos los

puntos P que tiene al menos una representacion polar (r, 8), cuyas

coordenadas satisfacen la ecuacion polar.

La forma en la que podemos graficar la curva de una ecuacién polar
r = f(6) es elaborando una tabla de valores (r,#), graficar los
puntos correspondientes y conectarlos en orden creciente de 6.

Hay que tomar en cuenta que esto puede funcionar bien solo si hay
suficientes puntos para revelar todos los lazos de la grafica.
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Por ejemplo, si queremos graficar la ecuacién polar f(6) =1+

COoS

En

(0), con 0 < 0 < 27 harfamos una tabla como la siguiente:

0 | f(0) =1+ cos(0)

0 2

2% 1.5

5 0.5

T 0

:3—” 0.5

5 1.5

2m 2

el primer ejemplo de la Figura 2.14 podemos ver la grafica de

esta ecuacién polar.

57l

Cardioide ~

Se le llama cardioide a a la curva
cuya ecuacion es f(B) =a(1+cos(8))
por su semejanza con el dibujo de
un corazon.

U Eje polar X

0= ] = [=[sa] 4] a=/=[r]#
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Esta ecuacidon polar es conocida como cardioide ya que al graficar
los puntos y unirlos se asemeja al dibujo de un corazdn.

Area en coordenadas polares

Sea C una curva polar dada por la funcién r = f(0), la regién A =
{(r,0):a <0 <b,0<r < f(f)} cuya drea queremos calcular, es
la regién sombreada que se observa en la Figura 2.15.

Como hemos estado haciendo a lo largo de este capitulo,
empezaremos calculando aproximaciones del drea para después
obtener la formula del area por medio de una integral.

57l

Segmentos —+ —+ <0< —+

Figura 2.15. Observa los segmentos formados por la curva f(6) = sen(26),en 0 <
f<Z
=2
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Primero dividimos el intervalo [a,b] en n sectores circulares en
forma de abanico, para eso tomamos una particién regular p =

601, 6, ..., 0;], de tal forma que cada subintervalo S; va de 6;—1 a 6;,
como vemos en la Figura 2.15, adicionalmente para cada
subintervalo elegimos un punto arbitrario que llamaremos 6.

Entonces el drea de f(#), que va de a <6 < b la podemos
aproximar sumando el drea de cada subintervalo, es decir

A = area(S1) + area(S2) + ... + area(S,)

Donde S; es el sector circular de radio 7(6;) y dngulo 6; — 6;_1, el
cual denotaremos como A#6;.

Ahora para calcular el drea de los S; consideremos un circulo de
radio r, que como sabemos su drea es 2. Podemos pensar que el
area de los S; es igual al drea de un sector del circulo completo,
cuyo angulo es igual a A6; radianes. Entonces si tomamos en
cuenta que una vuelta completa de un circulo es igual a 27
radianes, el drea del sector del circulo con dngulo A6; es igual a

mr? . 2% = 102 A0, = L1(£(6:))%A6;

Por lo tanto sumando el area de cada uno de los subintervalos el
area total es aproximadamente

A= 2 (£(6))246,
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Si f(0) es continua, la aproximacién mejora mientras la particién
nos genere subintervalos mas pequenos, es decir cuando n — oo,
por lo tanto podemos definir el drea de la regién acotada por f(6)
en el intervalo [a, b] como una integral.

A= lim 3270946, = [ 5(70)7 as

Definicién 2.7. Sea r = f(0) la ecuacién de una curva en
coordenadas polares, tal que f(0) es continua, en el intervalo
cerrado [a, b]. Se define el drea de la regién delimitada por la
curva y las semirrectas de ecuaciones @ = ay 8 = b como

(11 5
| 3y a

Ejemplo: Encontrar el drea de la region en el plano, acotado por
f(0) = sen(20), en el intervalo [0, ].

La gréfica de f(@) sobre el intervalo [0, 3] la podemos generar en
la Figura 2.15, de esta manera el drea de la funcidén es:

/0 ’ %(sen(29))2 do — % /0 " (sen®(20)) db

Usando la identidad cos?(u) + sen?(u) = 1
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1
= % / (1-— 0032(29)) df = —
0 2

/2 1d6 — /2 cos”(20) d9]
0 0

Usando la identidad cos?(u) = 1 + 2cos(2u)

(% + %cos(él@)) d0]

:%[/ 1d9—/
0 0
. 3 51 71
=1 1d6 — — df — —cos(40) db
0 0 2 0 2
31 1 [
1 - _Z
5 [/0 2d0 2/0 cos(40) dt9]

Hacemos el cambio de variable u = 4z y fl—z =4 — df = ;11

:% [/03 %d@_ %/02” ECOS(’UJ) du] :% [[%w]g — %[sen(u)]gﬂ}

=4[z -0-to-0] = 4[3] =2

Por lo tanto el drea de la regién acotada porf(0) = sen(26), en el

intervalo [0, 5] es .

vl
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Capitulo

Curvas

3.1 Trayectoria y velocidad.
Trayectoria

Supongamos que una particula se mueve en el espacio en un
intervalo de tiempo I. Podemos pensar que las coordenadas de la

particula estdn descritas como las funciones definidas en I:
Sx = x(t) \hspacebex y = y(t) \hspacebex z= z(t) \hspacebex t\in IS

Los puntos (z,y, 2) = (z(t),y(t), 2(t)),t € I, forman una curva
en el espacio, que llamaremos la trayectoria de la particula y las
ecuaciones z(t), y(t), z(t) parametrizan la curva. Una curva en el

espacio también puede representarse en forma vectorial. Por
ejemplo, el vector en coordenadas cartesianas y en tres
dimensiones

Ft)> = x(t)? + y(t)? + z(t)?

que va del origen a la posicién de la particula (x(t), y(t), z2(t)) en el
instante t es llamado vector de posicidn de la particula, donde las
funciones x(t),y(t),z(t) son las funciones componentes del
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vector posiciéony ¢, j, k son los vectores unitarios de los ejes.

En el caso de que se esté trabajando en dos dimensiones la férmula
se simplifica como

(&) = 2(t)7 +y(t)F

En la Figura 3.1 podemos observar la trayectoria de una particula a
lo largo del tiempo t, dadas las funciones componentes del vector

—
de posicién r(t) .

o

Cuerpo|= (1,0.1) R3

/]

0 10 20

r(t) = [t+1 |.,- + |_05*Lﬂ2+.1*1+.05 |; t | e
|

Figura 3.1. Introduce las funciones componentes del vector de posicidn y observa la
trayectoria de una particula en el instante de tiempo t.
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Velocidad

El concepto de velocidad estd asociado al cambio de posicidon de
una particula a lo largo del tiempo. A Continuacidn analizaremos la
velocidad y aceleracidn utilizando diferenciacidn.

Supongamos que 7 (t) = :13(75)7> + y(t)?> + z(t)%> es el vector de
posicion de una particula que se mueve a lo largo de una curva, y
que z(t),y(t), z(t) son funciones diferenciables de t. Podrfamos
pensar que la velocidad de la particula es igual a la distancia total
recorrida entre el tiempo que le tomd realizar el recorrido, sin
embargo esto no es mds que la velocidad promedio ya que es
posible que la particula en algin momento haya ido mas rapido y
en otro momento mas lento.

Entonces para tener una idea mads precisa de cdmo fue el
movimiento podriamos dividir la trayectoria de la particula en
etapas y ver el tiempo que le tomé a la particula recorrer esa etapa.
Si denotamos con Ar al cambio de posiciéon y con At el tiempo

empleado para realizar este cambio tenemos lo siguiente:
Ar =7 (t + At) — 7 (t)
Que en términos de sus componentes es igual a

Ar =7 (t + At) — 7 (t)

7 %] - [2(0)7 +
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— [a(t+ At) — 2(2))] T + [y(t + ar) - y(t))]7 + [2(t + At) -
2(8)]

Claramente mientras mdas pequeno sea el intervalo de tiempo en el
gue dividimos la etapas mayor serd la precisiéon, por lo tanto
podemos decir que la velocidad instantdnea es el limite cuando ¢
tiende a cero del cociente entre la trayectoria de Ar y el tiempo
empleado, es decir

Ar e z(tAD—z(t) o y(tH A —y(t)
3y a = imy ™ e T
o 2(t+AY)—2(2)

i, T

— = rda
= (%17 + (317 + 151

Con lo que obtenemos la siguiente definicidn

— —
Definicién 3.1. La funcién vectorial 7 (t) = z(t) i +y(t)j +

%
z(t) k tiene una derivada en t si z, y, z tienen derivadas en t. Por

lo tanto, la derivada es la funcidn vectorial

: _ S

_>
At—0 At J

dz
g

Observe en la Figura 3.2 que para valores pequefios de At el
vector

T (t+AY) -7
S 2l O
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aproxima la direccién de la particula que se mueve a lo largo de la
curva 7(t) (tiende a un vector tangente a la curva en 7(t)). Su
magnitud mide el tamafio del vector Ar, por lo tanto el vector (1)
nos da la velocidad promedio durante el intervalo de tiempo de
longitud At, y su limite es el vector de velocidad v(t) en el tiempo ¢
, Ya que para un At infinitamente pequefio podemos calcular la
velocidad instantdnea de la particula. Por lo tanto

mﬁ L] /"_\

| ri+AN=A
At

/ - . ri+An
| 1) : |

10

120

:r(_r) =11

|[ + |sen{l)*8+4

i si= =zl

Figura 3.2. Observa como el vector

T (AT (£)
At

aproxima la direccién de la

particula mientras mds pequefio sea el valor de la diferencia At, formando asi un

vector tangente a la curva en 7 (t).
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o o o 4 . % « o7 /7
Definicion 3.2. Si r" es el vector de posicion de una particula
que se mueve a lo largo de una curva suave en el espacio,

entonces

F(t) =& =7 (t)

es el vector de velocidad de la particula, tangente a la curva. En

cualquier instante ¢, la direccion de v es la direccién del
movimiento, la magnitud de v es la rapidez de la particula y la
derivada a = %, cuando existe, es el vector de aceleracién de la
particula. En resumen

1. La velocidad es la derivada de la posicion:
_ dr

V= "4
2. La rapidez es la magnitud de la velocidad:

Rapidez = ||v]|

3. El vector unitario IIz_II es la direccién del movimiento en el

instante t

Ejemplo: Una persona en una motocicleta se mueve en una

. . .y — 2_.> —
trayectoria con un vector de posicién 7 (t) =3t*i +2t+37,
para 0 <t < 3. Determine

1. El vector de velocidad de la motocicleta
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Tenemos que el vector de posicidn de la motocicleta es
—> —
() =327 +2t+ 3

Para calcular el vector de velocidad, calculamos su derivada,
es decir

-
V() =7'(t) =L —6ti +25

. La velocidad instantanea de la motocicleta en el instante t =
3

Para calcular la velocidad instantanea cuando t =3
sustituimos el valor de t en los componentes del vector de
velocidad, es decir

T(3)=6(3)7 +27 =187 +2] m/s

. La rapidez instantdnea de la motocicleta en el instante t = 3

Ahora calcularemos la rapidez que tiene la motocicleta en el
instante t = 3, para eso calculamos la norma del vector de

velocidad en el instante t = 3 (el inciso anterior), es decir

7 (3)]] = v/182 + 2% = /328 ~ 18.11m/s

En el ejemplo anterior hemos calculado la rapidez instantdnea de la
motocicleta cuando t = 3 utilizando el vector de velocidad, esto es

posible gracias a que estamos calculando la derivada de 7(15) es
decir considerando un cambio de posicion en un intervalo de
tiempo infinitamente pequeno de tal forma que la rapidez en ese
infimo intervalo de tiempo es constante.
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Sin embargo es posible que solo queramos obtener la rapidez
promedio de la motocicleta en el intervalo de tiempo que va de t; a

ts. En este caso no calculamos el vector de velocidad como la
derivada de ?(t) sino que lo calculamos como el promedio entre la

trayectoria recorrida y el tiempo total utilizado para realizar el
desplazamiento, es decir

T (t2) =7 (t)

Velocidad promedio = r—

Ahora calculemos la velocidad y rapidez promedio de la motocicleta
del ejemplo anterior, cuando t; = 0y t3 = 3. Aplicando la formula

de la velocidad promedio tenemos que

— — — —
— 7)) 3(3)7+2(3)+35 —3(0)* 7 +2(0)+3
Uprom = — 375 = 3
3(9) 746437 -3(0)7 40435 _ 277467
- 3 — 3

- =
=94 +2j5 m/s

Para calcular la rapidez promedio calculamos la norma del vector
de velocidad promedio, es decir

[V prom|| = V92 + 22 = /BT + 4 = v/85 ~ 9.2m/s

En la Figura 3.3 podemos observar la comparacién entre la rapidez
promedio y la rapidez instantdnea del ejemplo anterior.
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&
t=0
Rapidez instantanea = 2 m/s
Rapidez promedio = 9.2 m/s

1]

\
\

\ N

\

*// 10 20
1

Figura 3.3. Observa la diferencia entre la rapidez instantdnea y la rapidez promedio
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3.2 Longitud de arco

En esta seccidn se usaran las integrales definidas para explicar
como se calcula la longitud de arco de una curva tanto en
coordenadas cartesianas como en coordenadas polares.

Longitud de arco en coordenadas cartesianas

La longitud de arco, también llamada rectificacién de una curva, es
la medida de la distancia recorrida a lo largo de una curva suave y
rectificable.

Definicién 3.3. Sea C un arco de curva, determinada por una
funcién f(z) en el intervalo [a, b]. Si la primera derivada de f(z)
es continua en (a, b) decimos que C' es una curva suave.

Definiciéon 3.4. Sea C un arco de curva, determinada por una
funcién f(z). Decimos que C es rectificable si es continuamente
derivable en el intervalo [a, b] y su gréfica en el intervalo [a, b] es
una curva suave.

Supongamos que tenemos una curva C rectificable cualquiera
determinada por una funcién f(x) que va del punto a al punto b, y

que gueremos aproximar su longitud de arco. Pensando en esto
podemos disenar una aproximacion a partir de una serie de
tridangulos rectangulos cuyas hipotenusas concatenadas cubran el
arco de la curva. Para esto tomamos una particidon regular p =

(g, 1, ..., 2] en el intervalo [a,b], tal que para i =1,2,...,n
construimos un segmento de recta s; que va del punto

(-1, f(x;-1)) al punto (x;, f(z;)).
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Los segmento s; los podemos ver como la hipotenusa de los
tridngulos rectdngulos donde el cateto opuesto es igual al
segmento que va de (a;, f(z;)) a (x;, f(zi—1)) y el cateto
adyacente es el segmento que va de (z;_1, f(z;_1)) a (z;, f(x;-1))
como podemos ver en la Figura 3.4.

A
07l
@ Longitud del segmento 1
Diferencia en x

Ax, =X, - X,
=15-0=15

| Diferencia en y

X X X, X, > Ay, =f(x,) - f(x,)
=a=2=1

Calculando la longitud

as, = y/(axf + (ay)?

= V(57 + (17
=,/23+1=18

Segmen{os = = +| Seq =|= +

Figura 3.4. Observa los tridngulos formados al tomar una particién regular de la
curva sen(z) + 2

Entonces, si calculamos la longitud de cada s; (la hipotenusa de

cada uno de los tridngulos) y las sumamos, obtenemos una
aproximacién de la longitud del arco. Ahora, si denotamos a la
longitud de cada s; como As;, a la longitud del cateto opuesto

como Ay; y a la longitud del cateto adyacente como Ax; podemos
utilizar el Teorema de Pitdgoras para calcular la longitud de cada s;

de la siguiente manera
133


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_2/interactivos/capitulo3/TeoPitagoras.html

As? = Az? + Ay?

Por lo que la aproximacion de la longitud del arco es

L:zn:\/Aa:?JrAyf
i—1
— Z \/Aa:2 + Az:) Az?

A\
— 1 . Az,
Z +(A:UZ> v

Esta aproximacion mejora cuando el ndmero de segmento s;
generados por la particién regular p = [z, 21, ..., Z,| tiende a
infinito, ya que los segmentos s; son cada vez mas pequenos

haciendo que se apeguen mejor al arco de la curva. Entonces al
aplicar el Iimite cuando el nimero de segmentos s; tiende a infinito

obtenemos lo siguiente.

Ayz
—7}5&2¢H (52) an

Como f'(z) existe para todo = en (x;_1,x;), entonces por el

teorema del valor medio (Teorema 2.1) sabemos que existe un z;
en (z;_1,x;) tal que
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fl(m*) — f(xz) f(mz 1) — A’ﬁ

? T;—T;_1 Az;

Por lo tanto

LZT}i_)I{.IOz\/l-I— 9|2 Az;
Y que por la definicion de la integral definida esto no es mas que:
/ V1+[f(z)]2de

Definicién 3.5. Integral definida: Dada f(x) una funcidn
continua en el intervalo [a, b], si dividimos el intervalo [a, b] en n

subintervalos del mismo ancho Az, y para cada subintervalo
seleccionamos un punto z;. Entonces la integral definida de
f(x) quevadeaabes

b n
[ f@de = im 3" 7(a) Aa
a i=1

En la Figura 3.5 podemos ver como la aproximacion mejora
mientras mdas segmentos tomemos para aproximar la longitud de
arco.
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0

Aproximacion por sumas
ﬁ B —
YV axy + )
i=1

~0.224

Utilizando la definicion

f:i \/1+{f1xnl ~9.294

L
= e e

Valores en segmento especifico
Seg = |= +
Ax, = 0.67
Ay, =044
As; =08
fix) = [x2 Segrentas = =[ & |+

Figura 3.5. Observa cémo al utilizar mds segmentos obtenemos una mejor
aproximacién de la longitud de arco de una funcién f(z).

Definicién 3.6. Sea la funcién dada por y = f(z) que representa
una curva suave en el intervalo [a,b]. La longitud de arco de
f(x)entreaybes

L= / VT [F@)Pde

Similarmente, para una curva suave dada por z = f(y) que
representa una curva suave en el intervalo [a, b]. La longitud de
arco de f(y) entrecy d es

d
L= / VI PPy
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Ejemplo: Determine la longitud de arco de la curva determinada por
3
f(z) = x2 enelintervalo [1, 3]

La curva que representa la funcién f(x) la podemos ver en la

Figura 3.5 . Ahora, utilizando la definicién de la longitud de arco
resolvemos la siguiente integral

/ \/1-|- z?))2dz
Donde (z?) = Sx 2, entonces
/\/ g%2dm—/\/1—i— —zdz
Haciendo el cambio de variable u =1+ %w y % = % —dr =
g du

T4 T4, 4 |ud]?
= - d: —_d = — _
/14_39\/1?’& /173911,211, 9 3

31

3 4
=4 [%T] ~ 2 .[(14.38 — 3.90)] ~ 5 - [10.48] ~ 4.66

4

©|

Entonces la longitud de arco de la curva determinada por f(z) =
2 en el intervalo [1, 3] es aproximadamente 4.66.
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Longitud de arco de una curva parametrizada

Ahora veremos como calcular la longitud de arco en curvas
parametrizadas. Al igual que en coordenadas cartesianas primero
haremos una aproximacidn utilizando segmentos de recta vy
después utilizaremos integrales para obtener la férmula de la
longitud de arco.

Sea C una curva dada en forma paramétrica por medio de las
ecuaciones

Sx = f(t) \hspacebex y = g(t), \nspace7ex a \leq t \leq bS

Si suponemos que f(t) y g(t) son funciones con derivadas
continuas en el intervalo [a,b], cuyo valor no es igual a cero

simultdneamente, decimos que tales funciones son continuamente
diferenciables y la curva C definida por ellas se denomina curva

suave.

Entonces para definir la férmula de la longitud podemos imaginar
que la curva C es la trayectoria de una particula que se mueve del

punto A = (f(a),g(a)) en el instante ¢t =a, al punto B =
(f(b),g(b)) en el instante t = b. Ahora dividimos la curva en n
partes en los puntos A= Py, P,...,.P, = B. Estos puntos
corresponden a una particién regular p = [tg,t1,...,t,] en el
intervalo [a,b], donde P, = (f(t;),9(t;)). Entonces para i=
1,2,...,n construimos un segmento de recta s; que va del punto
P,_1 al punto P, como se ve en la Figura 3.6.
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Si pensamos en estos segmentos como la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo podemos utilizar el Teorema de Pitdgoras para
calcular su longitud como sigue

L; = v/(Az;)? + (Ay;)?

&

Longitud del segmento 1

Diferencia en x

Ax, =f{t) - f(t,)
=1.56-6.25=-4.69

Diferencia en y

AYJ = g(ri) - gﬂa)
=-242+18=-1.05

Calculando la longitud

As, = /(A + (ay)?

= \/(-4.697 + (-1.05]
= /2197 +1.11 =48

Segmenfos = =| 4 [4 Seg==[ 1 |+

Figura 3.6. Observa los triangulos formados al tomar una particion regular de la
curva parametrizada = = %,y = 3sen(t)

Donde Axz; = f(t;) — f(ti-1) v Ay; = g(t;) — g(t;—1). Notemos
gue mientras mas pequefa sea la longitud L; el segmento de recta
se apega mejor a la curva.

De acuerdo con el teorema del valor intermedio (Teorema 2.2)
existen nimeros t},t* en [t;_1, t;], tales que
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Aa}i = f/(tf)Ati
Ay = g'(¢]") At

Suponiendo que la trayectoria de A a B se recorre exactamente
una vez cuando t aumenta de ¢t = a a t = b, entonces la longitud
de arco de la curva C es igual a la suma de todos los segmentos,
entonces

Longitud de arco ~ Z V(Az;)? + (Ay;)? =

i=1

SV PN + 1o ()P At

Esta aproximacion mejora mientras mas particiones tengamos, es
decir mientras mds grande sea el valor de n. Entonces si a la suma
de los segmentos s; le aplicamos el limite cuando n — oo podemos
definir la longitud de arco de la curva como la siguiente integral

b
Longitud de arco = / VIR + [¢' () dt

Definicion 3.7. Si una curva C, estd definida en forma
paramétrica por x = f(t) y y = g(t), a <t < b, donde f' vy ¢
son continuas y no simultdneamente iguales a cero en [a, b,y C
se recorre una sola vez cuando aumenta el valor de ¢, entonces la
longitud de arco de C' es la integral definida

140



En la Figura 3.7 podemos ver como la aproximacion mejora
mientras mas segmentos nos tomemos para aproximar la longitud
de arco de una curva parametrizada.

A
o7l
Aproximacion por sumas

ﬁ R ——

> \/(f_\.\'f-): +(Ay)

i=1

~21.744

Utilizando la definicion

~22.082

Valores en segmento especifico

Seg = = +
Ax, = —0.89

x-= |2[l"2} | yr= |55er|(l} | Ay;=3.09
As; =322

a=|=[ 200 [#| b= —+' Segmentos =[=[ & |4+

Figura 3.7. Observa cémo al utilizar mds segmentos obtenemos una mejor
aproximacién de la longitud de arco de una curva parametrizada.

Una curva suave C no pasa dos veces por el mismo lugar ni
invierte direccién del movimiento en el intervalo [a,b], ya que
()% + (g')? > 0 en todo el intervalo. Entonces six = f(t) y y =
g(t) y utilizamos la notacién de Leibniz obtenemos la siguiente
férmula equivalente
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Ejemplo: Determine la longitud de arco de la curva parametrizada
porz=1+3t2yy=4+2t3 cuando 0 <t <1

La grafica de la curva parametrizada la podemos generar en la
Figura 3.7. Entonces utilizando la Definicién 3.7 resolvemos la
siguiente integral

L= /1 V([(1 4 3t2)12 + [(4 + 2t3)]2 dt

Donde (1 + 3t%) = 6ty (4 + 2t3)" = 6t2, entonces

1 1
L= / V[6t]2 + [6t2]2 dt = / V/ 3612 + 36t* dt
0 0

1 1
:/ V/36t2(1 + t2) dt:/ 6t/ 1+ 2 dt
0 0

Haciendo el cambio de variableu =1 4+ t2y Call—;‘ =2t > dt = %du

26t 2 2 .
= —\/ﬂdu=3-/ \/ﬂdu=3-/u5du
3 3

= [342)2 — [203]2 = 2[2.8 — 1] ~ 3.6

no |CAD|

Por lo tanto la longitud de la curva parametrizada por = 1 + 3t2
yy=4+ 2t3, cuando 0 < t < 1 es aproximadamente 3.6
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Longitud de arco de una curva polar

Ahora veremos como calcular la longitud de arco en curvas polares.
Como ya vimos en la seccidn 2.3 podemos parametrizar las curvas
polares, es por eso que podemos deducir la férmula de la longitud
de arco de una curva polar utilizando la definiciédn de longitud de
arco para curvas paramétricas como veremos a continuacion.

En la Figura 3.8 podemos ver cdmo aproximar las curvas polares
por medio de segmentos de recta para después obtener la férmula
de la longitud de arco utilizando integrales como hemos venido
haciendo a lo largo de esta seccidn.

0

Eje polar

lij=}

Figura 3.8. Observa los segmentos formados por los puntos
(f(ti=1),9(ti—1)), (f(t:), g(ti)) de una curva polar parametrizada
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Como vimos anteriormente podemos parametrizar las curvas
polares r = f(#),a < 6 < bcon

Sx = rcos(\theta) = f(\theta) cos(\theta) \hspace5ex y = rsen(\theta)
= f(\theta) sen(\theta)S

Entonces, si utilizamos la férmula en notacidon de Leibniz para
calcular la longitud de arco de una curva parametrizada obtenemos

lo siguiente
a 2 2
() (5)
Donde
& — r'cos() — rsen(0)
44 = r'sen(6) + rcos()
Por lo que

(22)2 = (r')%cos?(0) + r*sen®(8) — 2rr'sen(6)cos(0)
(%)% = (r')2sen?(0) + r’cos?(0) — 2rr'sen(8)cos(0)
Sumando los cuadrados obtenemos

d -
(%) + (@) =7+ (F)’

Finalmente la longitud de arco de una curva polar es

2
@ dr
L= 24 (2] a9
/b 7”L(aw
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Definicién 3.8. Si r = f(0) tiene derivada continua para a <
6 < by siel punto P(r,0) traza la curva r = f(f) exactamente

una sola vez al incrementar el valor de 6, entonces la longitud de
arco de la curva polar es

/:JTQ—I— (%)29

Ejemplo: Calcular la longitud de arco de la curva polar r = 2cos(0),
con0 <0 <.

La gréfica de 7 = 2cos(0) la podemos generar en la Figura 3.8, y
como podemos ver es un circulo de radio 1. Entonces si

Sr = 2cos(\theta)\hspacebex \frac{d\overrightarrow{r}}{d\theta} =
-2sen(\theta)S

Tenemos que

/0 " (2e0s(0)) T (—2sen(8)): db

— /7T v/ 4cos?(6) + 4sen?(6) df

= /07r v 4(cos?(6) + sen2(6)) db

Que por la identidad trigonométrica cos? () + sen*(6) = 1

:/OW\/Edez/OWZdO
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=[20]f =2r —0=2m

Por lo tanto la longitud de arco de la curva polar 7 = 2cos(6), con
0 <0 <7 es 2w Que justamente es el didmetro de un circulo de
radio 1.
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3.3 Geometria de curvas en el espacio.

Longitud de arco a lo largo de una curva en el espacio

Las curvas en el espacio son una generalizacidn de las curvas en el
plano. Toda curva en R? se puede considerar como la imagen de

una funcién vectorial 7 (¢) : (a,b) — R® (con 7 el vector de
posicion de la curva) y es de la forma

—

P(t) = 2(t) 1 +yt)T +2(t) K =

(z(t), y(t), 2(t))

qgue recibe el nombre de parametrizacion de la curva, donde a <
t <b.

0

-
—
x y
0<t<|= +
(1) = [cosy) i + [seney i+ |2 k seg= = e

Figura 3.9. Observa como una curva en el espacio puede aproximarse por medio de
segmentos
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Al igual que las curvas planas la idea es primero calcular una
aproximacién dividiendo la curva en pequefios segmentos vy
sumando la longitud de cada uno de ellos. Cuantos mas segmentos
se escoja mejor sera la aproximacion, por lo tanto al aplicar el limite
cuando el nimero de segmentos tiende a infinito obtenemos una
integral definida. Es por eso que podemos definir la longitud de
arco de una curva en el espacio de manera similar que en la
Definicion 3.7, es decir.

Definicion 3.9. Si una curva C, estd definida en forma
paramétrica por 7 (t) = (z(t), y(t), 2(t)),a < t < b, donde ',
y' y 2z’ son continuas y no simultdneamente iguales a cero en
[a,b] y C se recorre una sola vez cuando aumenta el valor de t,
entonces la longitud de arco de C es la integral definida

L= / VEOF+ W OF + ZQF dt

Si utilizamos la notacion de Leibniz podemos reescribir la formula

como
b 2 2 2
dx dy dz
L= — = e
/H/(dt) +(dt> +(dt> “

Como la derivada del vector de posicidn ?(t) (Definicién 3.2) es

— —
r(t) =%
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entonces la longitud de arco la podemos escribir como la norma de

% .
7 (t)', que no es otra cosa que la norma del vector de velocidad

(definicion 3.2)

L =/ 7 dt:/ 7)) dt

Parametro de arco

Hemos visto que las curvas en el espacio pueden expresarse por
medio de funciones vectoriales. Para el movimiento a lo largo de
una curva el pardmetro adecuado es el tiempo t. Sin embargo

cuando se quieren estudiar propiedades geométricas de una curva
el pardmetro adecuado por lo general es el pardmetro de arco s.

Si elegimos un punto base P(ty) sobre una curva C' parametrizada
por t en el intervalo [a,b], cada valor de t determina un punto
P(t) = (z(t),y(t),2(t)) en C y una distancia dirigida que
llamaremos s(t), donde

t

st) = [ II7()llar

to

La cual es medida a lo largo de C desde el punto inicial P(ty) hasta
el punto P(t). Usamos 7 como variable de integracién ya que la
letra t se esta usando en el limite superior. Si t > ty, entonces s(t)
es la distancia recorrida del punto P(ty) al punto P(t). Si t < t,

entonces s(t) es el negativo de tal distancia.
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Definicién 3.10. Sea C una curva dada por 7 (t) definida en el

intervalo [a, b]. Para a <t < b el pardmetro de arco s se define

como
t

s(t) = %( @/ (1) + [y ()2 + [/ (7)]2 dr =

[ 7o ar e

Usando la definicion de la longitud de arco y el teorema
fundamental del cdlculo se concluye que

’t)=%(/0 [ ()| dr) = |[7"(t)l]

Que en su forma diferencial se escribe como

ds = ||7(¢)||dt

Ademds, si una curva ?(t) ya estd dada en términos de cierto
pardmetro t, y s(t) es la longitud de arco dada por la ecuacién
anterior, entonces podemos expresar t como funcién de s:t =

t(s).

Es por eso que la curva puede ser parametrizada en términos de s,
sustituyéndola por ¢ : r = 7(s).

Ejemplo: Si ¢y = 0, reparametrice la hélice dada por 7(t) =

cos(t) i + sen(t) j + tk con respecto a la longitud de arco.

:[¢wwm+m&wvwmw
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Donde /(1) = —sen(7),y'(7) = cos(7), 2'(7) = 1, entonces

= /t v/ (—sen(7))? + (cos())2 + 12 dr

\/sen ) + cos?(t) + 1 dr

Usando sen?(z) = % — 3c0s(2z) y cos?(z) = 1 + Lcos(2z)

t
1 1 1 1
/t0 \/5 — 5008(2:1:) + 5 + 5008(293) +1dr

VBdr = [Varl = V3t 0] = v

Despejando t de la ecuacidon tenemos que t = % Por dltimo

sustituimos este valor en el vector de posicién 7' (t) para obtener la
reparametrizacion de la hélice:

> —
T (s) = cos(75) @ +sen(5)J + 75 ®

Una de las ventajas de escribir una funcién vectorial en términos
del pardmetro de curva es que |[77(s)|| = 1, de este modo del
ejemplo anterior tenemos que

17 (5)l| = |/ [=sen(Zp) 512 + [eos(25) 2 + [
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—\/ sen? —1—0032(\@)]—1—%:\5:1

De esta manera, dada una curva suave C representada por ?(s)
donde s es el parametro de arco, la longitud de arco entrea y b es

:/bH?’(s)Hds:/blds:b—a

Lo que quiere decir que ?(s) es una parametrizacion tal que la

longitud de la curva que describe es igual al tiempo que tarda en
recorrerla. De esto ultimo obtenemos el siguiente teorema
Teorema 3.1. Si C es una curva suave dada por 7(3) =

— — - " .
z(s)i +y(s)j + 2(s) k. El pardmetro s es el pardmetro de
longitud de arco si y sdlo si
%
7 (s)l| =1

Lo que significa que ?/(S) es un vector unitario tangente a la curva
definida por 7 (t).
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Vector unitario tangente

Un vector unitario es un vector cuya norma es igual a 1. Para un
vector ¥ distinto de ﬁ podemos utilizar la multiplicacién escalar
para encontrar el vector unitario W con la misma direccién que v si
multiplicamos el vector o por el reciproco de su magnitud, es decir

— 1 =

pr— j .
[
Si recordamos que la norma de un vector v multiplicado por un

escalar k es ||k¥|| = |k|||7|| (Teorema 1.3), entonces para o
tenemos que

@] = - |[¥|| = 1.
Gl

— .
Y como vemos se cumple que la norma de 4 es igual a 1. Este

proceso de utilizar la multiplicacién escalar para encontrar el vector
unitario con una direccién dada se llama normalizacidn.

Ejemplo: Sea ¥ = (2,4,4) un vector en R3, encuentra el vector
unitario @ con la misma direccién de .

. —
Primero calculamos la norma de v'.

1P| =vV2+ 82+ 4£2=/4116+16=+36=6
Ahora dividimos a v/ por su nhorma para obtener su vector unitario

%
u = %'(2’474) - (%7%7%)
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Por dltimo comprobamos que la norma de « esiguala 1l

2 2 2
@ =/ (2 + (@) + (&) = o+ 8 [ _y

Por lo tanto o = (
direccién de v.

[«20] )

4
6

ISNES

) es el vector unitario con la misma

Y )

Decimos que un vector unitario tangente es el resultado de obtener
el vector unitario de un determinado vector tangente. Como se dijo

en la subseccién anterior, el vector 7’(3) es un tangente unitario
de una curva dada por 7(t) y se define como sigue

Definicién 3.11. Sea C una curva suave dada por 7 () y s el

pardmetro de arco. El vector unitario tangente 7'(s) de 7/(t) es

T(s) = 7(s) 23]

Ahora veamos porque 7’(3) es el vector tangente unitario a la
|, entonces podemos

curva. Como ya vimos % = s/(t) = 7 (t)

escribir |la siguiente igualdad

O bien

Donde resolviendo para 7' (s) tenemos

—2 A0
"'(8) = o
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Y como vimos en la seccién 3.1, dada una curva 7'(t), su vector de

velocidad d_> — U (t) = 7'(t) es tangente a la curva, ademds por

el Deﬁmcnon 3.11 sabemos que |[7'(s)|]|=1 por lo tanto

7'(s)

concluimos que 7 es el vector tangente unitario a la curva 7(75)

De esto ultimo podemos reescribir la férmula para calcular el vector
tangente en términos del pardmetro t como sigue

AN ()
T(t) = 17/(2)]]

r(1.1) = (0.5,0.9,0.2) Animar |7|

0<t</=[mm]+

1) = |ws(i] |.a' + |sen{l) |; + | 2t k t=| - s

Figura 3.10. Vector tangente de la curva 7 (t). Observa como la magnitud de 7(1&)
siempre es igual a 1.
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—
Ejemplo: Hallar el vector tangente unitario a la curva 7(75) =t +

=
25 + 3k cuando t = 1. La curva de 7(t) la podemos ver en la
Figura 3.10.

Primero calculamos 7" (t)
- = —
T(t) =14 +2tj + 32k

Ahora calculamos su norma

7' ()] = /12 + (2t)2 + (3t2)2 = V1 + 482 + 9t4
Evaluamos ambos resultados cuandot =1
(1) =17 +27 + 3k
7' (DIl = v14

Por lo tanto el vector tangente unitario cuandot = 1 es

= rAT YAty — — -
T (1) = 2L ~ 2674 +.534§ + 801k

En la Figura 3.9 podemos ver el vector tangente de la curva

cuando ¢t = 1. Por dltimo comprobamos que ?(1) = 1.
7 _ [ 22 32
Tol= E+ Z v 5

1,4 .9 _ [14, 4 _
atutu=yutu=1
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Curvatura

Un uso importante del pardmetro de curva es hallar la curvatura,
gue es la medida de cuan agudamente se dobla una curva. Para
describir esto es Uutil usar un numero, el cual se conoce como
curvatura de la curva y es denotado por el simbolo k.

Cuando una particula se mueve a lo largo de una curva en el plano

= SN .
o en el espacio, T'(t) = ;s 9ira al doblarse la curva como podemos

S
ver en la Figura 3.10.

= o
Como T'(t) es un vector unitario su norma permanece constante y
solo cambia su direccidon cuando la particula se mueve a lo largo de

la curva. Entonces, la curvatura es la razén con la que ?(t) gira por

. dT %/ . .
unidad a lo largo de la curva (E = T'(s)) y se define como sigue.

%
Definicién 3.12. Sea C' una curva suave dada por 7 (t). Si T'(s)
es su vector unitario tangente en s, y s es el parametro de arco.
La curvatura k en s estd dada por

k= ||| = || T(s)]]

Un buen ejemplo para entender mejor la curvatura es el circulo, ya
que tiene la misma curvatura en todos sus puntos. La curvatura vy el
radio estan relacionados inversamente, es decir mientras el radio
del circulo sea mas grande su curvatura es mds pequena, entonces
la curvatura de un circulo con radio © es k = £, como veremos a

;)
continuacion.
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Ejemplo: Sea un circulo centrado en el origen definido por 7(15) =

rcos(t) © + rsen(t) j . Encuentre la curvatura del circulo.

o — Lo ¢
Reescribimos a 7'(t) en términos de su pardmetro de arco

— —
T(s) = rcos(2) i +rsen(2) j

— —
Donde 7'(s) = —sen(2) i + cos(%) j, porlo que
— 7 (s) - —
T(s) = ﬁ = —sen(?) i +cos(2) j

y la curvatura es

3 1®»

)7
— [ (~Heos(2)) + (~Esen(£)? = y/Feos?(2) + Fsen(2)
= \/ (cos?(2) + sen?(2))

Que por la identidad sen?(z) + cos?(z) = 1

[T7(s)|] = || — Leos(2) 7 — Lsen(

=7 )=

r

En el ejemplo anterior ya vimos como calcular la curvatura
aplicando directamente la definicion. Como vimos primero tenemos
gue expresar la curva en términos de su parametro de arco s, sin

embargo también podemos encontrar la curvatura de una curva
expresada en términos de algln pardmetro t arbitrario utilizando

las formulas del siguiente teorema
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Teorema 3.2. Si C' es una curva suave dada por 7(1&) entonces
la curvatura de C en t esta dada por

_ Tl _ [P @)Xl
7@ ECE
(23]
ds

Como sabemos ||77(¢)]| = &, por lo que la primera férmula

implica que la curvatura es el cociente de la tasa de cambio del

%
vector T'(t) entre la tasa de cambio de la longitud de arco. Para
entender esto consideremos un niimero pequefio At, entonces

Py DE8T0 Py By a7 iT

ds S(t+4tl—8(t) T s(t+At)—s(t) T As T ds

il 7 o
|

n=lz  Jiafsewez ] t= -!ﬁ{- As= | w=[045|de AT = w045 e~
3 A % .
Figura 3.11. Observa como para algin As dado, el vector T'(t) gira mas
_>
agudamente mientras mas grande sea el valorde AT'. 159
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_>
Es decir, para algin As dado, cuanto mayor sea la longitud de AT,
la curva se dobla mas en t. En la Figura 3.11 podemos ver esto en
curvas en el plano (ya que es mds facil de ver que en R3).

Ejemplo: Hallar la curvatura de la curva definida por ?(t) =

— — o
27 +t25 — 1k,
Calculamos ||7/(t)\|

— — —
() =217 +2tj — 2k

)| =22+ + (2?2 = V44482 + t!
(82 +2)2 =t +2

%
Ahora calculamos ||T"(t)|]

?(t) _ P _ 2042k
17 (2)l] t+2

Donde la derivada de una divisién es Q'(x) =

?, (t) = (242)(27 26 K)—26(27 +2t ] —1°F)

(t2+2)?
AR Y A AT e o R Y s — -
_ 2] otk idj Atk —dtd 4’42’k _ —4ti+(4-26) 74tk
= (t2—|—2)2 - (t2+2)2
|| ‘@I = v/ (A (U200 (e __ V/16£2+16—16¢>+4t*+16¢2
= (t2+2) GED)E

A AP A 4/ 4(1242)?

(t2+2)2 - (t2+2)2
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28°42) 2
(t2+2)? 242

T3]
7 (2)]]

obtenemos la curvatura

Por dltimo utilizando la formula kK =

2
219 2
242 (t2+2)?

/{, _—
Vector normal unitario

Un vector normal es un vector de un espacio con producto escalar
que tiene la propiedad de ser ortogonal a todos los vectores
tangentes a alguna entidad geométrica. Este es un concepto muy
util en el posicionamiento de una particula mévil en el espacio
como veremos mas adelante.

Definicion 3.13. Decimos que dos vectores 7, o € R” distintos

%
de 0 son ortogonales (o perpendiculares) si ETARET4

o 1
Entre los vectores ortogonales al vector unitario tangente 1’ de una
curva hay uno de particular importancia ya que apunta en la
direccion en la que gira la curva, este vector es conocido como

—
vector normal unitario y se denota como V.

Consideremos el vector tangente en términos del pardmetro de

arco ? (s), como tiene Iongitud constante (igual a 1), entonces por

el Teorema 3.3 Ia derlvada L es ortogonal a T( ).
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%
Ahora, si dividimos ‘fj—f entre su curvatura k obtenemos un vector
unitario que denotaremos como ﬁ(s) y que es ortogonal a ?(s)

como podemos ver en la Figura 3.12.

%
Teorema 3.3. Sea f una funcidén vectorial diferenciable y con

longitud constante. Decimos que ? y ?’ son ortogonales, ya
gue con longitud constante, el cambio en la funcién es solo un
cambio de direccidon, y estos cambios de direccién ocurren en
angulos rectos. [2]

0

i{ll} — (050904_)) Animar |_|

"

N(l.i) = (—0,45.—0,89,0]

() =cos(1) i +sen(t) j + .2tk 0<t<|= + t=|= +

Figura 3.12. Observa como el vector normal de la curva de la hélice ?(t) =

I r -
cos(t) © + sen(t) j + 0.2tk es ortogonal al vector tangente.

Entonces, la definicidon del vector normal unitario estaria dada como
sigue.
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Definicién 3.14. Sea C una curva suave dada por 7 (t). Si ?(s)
es su vector unitario tangente en s, y s es el parametro de arco,
entonces, en un punto donde k es distinto de 0, el vector normal
unitario de C' es

- T(s
N(s)= 14 = Ll

Si calculamos el vector normal unitario de una curva definida por
7(1&) (con t un parametro arbitrario distinto al pardmetro de arco)
utilizando directamente la Definicion 3.14, primero tenemos que
expresar la curva en términos de su parametro de arco, sin
embargo es posible calcularlo en términos del pardmetro t
directamente utilizando la formula del Teorema 3.4.

Teorema 3.4. Si C' es una curva suave dada por 7(1&) entonces

el vector normal unitario de la curva es

¥ T _ T
N(t) = £ = 2
) i T

Esta formula es obtenida al utilizar la Definicion 3.14 y la regla de
la cadena como veremos a continuacion

— —
T T'(s) a
Vector normal unitario = — = &
T ()| ierll
— —
dT \( d dr =t
_ @& 7'
IEARIFA] [EAll T (@)
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Ejemplo: Determine el vector normal unitario de la hélice definida

— - =
por 7 (t) = arccos(t) i + arcsen(t)j + btk

%
Primero calculamos T'(t)

— ——_—
T'(t) = —arcsen(t) i + arccos(t)j + bk

7 @) = \/ (—arcsen(t))? + (arccos(t))? + b?

= /a2sen?(t) + a2cos?(t) + b2 = +/a?(sen?(t) + cos?(t)) + b2

= /a?(1) + b = Va® + V?

% O —arcsen(t)?—i—arccos(t)?—i—bz
T(t) IO Va2 4?2

%
Ahora calculamos N (t)

=1 —ar osst_-> —arcs t_->
T/(t) = ~FE 1+

= —arccos(t —arcsen(t a%cos?(t a’sen?(t
T/ ()] = |/ (Fallye 4 (—reecnlys —  feorl) | o)

= \/a2+b2 2(cos?(t) + sen?(t)) = \/a;iba = \/afw

—arccos(t) _’L> —arcsen(t) ?
-~ ?/ (t) \/a?+b? Va2 +b2
N (t) —_- = - [0 _|_ a
1T @)| a2 462 w2402
— —

= —cos(t) i — sen(t) j
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Por ultimo comprobemos que T'(t) - N(t) = 0

—arcsentt) - Z 7 7
(RS VR vt k) (eos(®) 1, —sent) 5

__ —arcsen(t)-—cos(t) arccos(t)-—sen(t)
B Va?+b? T Va?+b? +0

___arcsen(t)-cos(t)—arccos(t)-sen(t)

a Va2 b?

_ a-(sen(t)-cos(t)—cos(t)-sen(t)) a0 0 —0

Va2+b? Va2 Val+?

Que por la Definicién 3.13 se cumple que ﬁ(t) y 7(1&) son
ortogonales.
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Torsion y el vector binormal unitario

. . - —
El vector binormal de una curva en el espacio es B(s) = T'(s) x

— — —

N (s), y es un vector que es ortogonal tanto a T'(s) como a N (s).
En la Figura 3.13 podemos ver como el vector binormal de una
hélice es ortogonal a los vectores normal y tangente.

| II@

r(1.1) = (0.5,0.9,0.2) -{: Animar

N(L.1) = (-0.45.-0,8é.d] >
B(1.1) = (0.17,-0.09,0.98)

r(1) =cos(1) i +sen(t) j + .2tk 0<t<|= + t=|= +

Figura 3.13. Observa como el vector binormal de la curva de la hélice ?(t) =
— — —
cos(t) ¢ + sen(t) j + 0.2tk es ortogonal al vector normal y tangente.

Los vectores T'(s), N(s), B(s) juegan un papel significativo en el

calculo de las trayectorias de particulas que se mueven en el
espacio y se le llama marco de Frenet o marco TBN.
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%
Definicién 3.15. Sea C' una curva suave dada por 7 (t). Si T'(s)

—
es su vector tangente unitario en s y N(s) es el vector normal

o . = .
unitario en s, entonces el vector binormal B(s) se define como

sigue
%

B(s) = T'(s) x N(s)

Al igual que en el caso del vector normal, podemos calcular el
vector binormal de una curva con algun pardametro t arbitrario sin

necesidad de aplicar directamente la definicion si utilizamos la regla
de la cadena, es decir

Teorema 3.5. Si C' es una curva suave dada por ?(t) entonces
el vector binormal unitario de la curva es

B(t) = T'(t) x N(t)

Ejemplo: Determine el vector binormal unitario de la hélice definida

— - =
por 7 (t) = arccos(t) i + arcsen(t) j + btk

En el ejemplo anterior ya hicimos los célculos para obtener los
— —
vectores T'(t) y N(t), donde

?(t) o —arcsen(t)? 4+ arccos(t)7 4+ bk
 Va+p? Va?+b? Va?+b?

ﬁ(t) = —cos(t)7> — sen(t)?
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Utilizamos la férmula del Teorema 3.5 para obtener el vector B (t)

i j k
— — —
| —arcsen(t) i arccos(t) j bk
?(t) X ﬁ(t) _ Va2+b? Va?+b? Va2 +b?

—co.s(t)?> —.5'672(15)7> 0K

Que por la férmula para calcular los determinantes en matrices 3 x
3 tenemos que:

arccos(t) b —arcsen(t) b —arcsen(t) arccos(t)
Va2 +b? Va2 +b? Va?+b? Va2+b? Va2 +b? Va2 +b?
—sen(t) 0 —cos(t) 0 —cos(t) —sen(t)

(bsen(t) _ beos(t) a )
Vaz+b2?'  Va2+b?? \/a2+b?

o , =
Regresando a la definicién del vector binormal, como B(s) es

ortogonal al N(s) y T'(s), por definicién del producto cruz (ver
seccion 1.3.1) también es un vector unitario, es decir

[B(s)l| = IT(s) x N(s)|| = [|T'(s)]| [IN(5)||sen(6)

, — — —
Donde 6 es el dngulo que hay entre N(s) y T'(s). Al ser N(s) y

% / o .
T'(s) ortogonales, el dngulo entre ellos es 90°, o bien § = % por lo
tanto concluimos que

IB(s)l| = (1)(1)sen(z) = 1

Ahora definiremos el concepto de torsién de una curva, la cual
mide el cambio de direccién del vector binormal. Cuanto mads
rapido cambia, mas rapido gira el vector binormal alrededor del
vl%%tor tangente y mads retorcida aparece la curva.



4>
Entonces, veamos como se comporta % con respecto a

T(s),N(s) y B(s)

N — Y : ,
Definicién 3.16. Sean d'(t) y b (t) dos funciones vectoriales

—
diferenciables, decimos que Ia derivada de 7(t) x b (t)es
Q)<+ T

De la regla para derivar el producto cruz (Definicion 3.16) tenemos
que

- — —
@:ﬁ(s)x%—l—‘fi—fx?(s)

ds

— g =
Como N (s) es la direccién de 4L, entonces L x N(s) =0y

—o+dﬁxT()

De aqui vemos que % es ortogonal a ?(s) ya que el producto
%
cruz es ortogonal a sus factores. Como % es también ortogonal a

— —
B(s), asumimos que dB es ortogonal al plano de B( )y T'(s). Es

ds
decir, Ciz_f es paralelo al vector N(s), de modo que ‘fl—f es multiplo

%
de N(s). En simbolos
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Donde el escalar 7 es la torsidn a lo largo de la curva. Observe que
B
C(li_s ) ﬁ(s) - _Tﬁ(S) . ﬁ(S) = —’T(]_) = —T
De modo que
3 =
r= 28 N(s)

Definicién 3.17. Sea C' una curva suave dada por 7(t) y
— — — _ ) N
B(s) =T (s) x N(s). Si s es el pardmetro de arco de 7 (t) la
funcidn de torsién de C' es

r=—48.N(s) = ~B'(s)- N(s) [2

Entonces si consideramos la curva como la trayectoria de una
particula en movimiento, el valor de 7 nos dice que tanto la

trayectoria de un cuerpo da vueltas o sale del plano formado por

T(s)y N(s).

Si queremos calcular la torsién de una curva con algun pardmetro ¢
arbitrario sin calcular el pardmetro de arco lo podemos hacer con la
formula del Teorema 3.6.

: —
Teorema 3.6. Si C es una curva suave dada por 7 (t), entonces
la torsién de la curva es

— B M) = T )
r=-B® N = Tmgean
/() (1) 2t
z'(t) y'(t) 2'(1)

_ x/ll (t ylll (t) Zl” (t)

)
T Pexrer
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Ejemplo: Determine la torsién de la hélice definida por 7 (t) =

— e
arccos(t) i + arcsen(t) j + btk

Primero calculamos 7 (t), 7" (t) y 7" (t), donde

— B
T'(t) = —arcsen(t) i + arccos(t)j + bk

— —
7" (t) = —arccos(t) i — arcsen(t) j + Ok
%

%
7" (t) = arcsen(t) i — arccos(t)j + Ok

Calculamos 7 (t) - (7" (t) x 7" (t)
(

Ahora calculamos |[77() x 7" (t)||?

||(—arcsen(t), arccos(t),b) x (—arccos(t), —arcsen(t),0)||?
= (ava? + 12)? = a®(a® + b?)

Por lo tanto la torsién de 7 (t) es
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Capitulo IV

Campos escalares

4.1 Funciones reales de varias variables.
Representacion grafica de funciones reales
(graficas y conjuntos de nivel).

Como sabemos una funcidn es la relacidn entre dos conjuntos
donde a cada elemento del primer conjunto le corresponde un solo

elemento del segundo. Por ejemplo la funcién y = f(x) genera
resultados dependiendo del valor que tome la variable x.

Al estudiar el mundo real, estas funciones describen fendmenos
gue dependen de una sola variable, por ejemplo, la posicién de un
objeto que se define por funciones que varian respecto del tiempo ¢

Sin embargo existen fendmenos cuyo comportamiento no
depende de una Unica variable y son descritos por funciones reales
de varias variables.

Las funciones reales de varias variables son funciones como
cualquier otra, solo que estdn regidas por mds de una variable
independiente. La definiciéon de estas funciones pueden deducirse
facilmente del caso de una variable como vemos en la Definicion
4.1.
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Definicion 4.1. Suponga que D es un conjunto en R™ de n-adas

de ndmero reales (z1,Zs2,...,&,). Una funcién real f de n

variables independientes es una regla que asigna un Unico
ndmero real

w = f(x1, T2, .., Ty)

a cada elemento en D. El conjunto D es el dominio de la funcidn,
mientras que el conjunto de valores w es el rango de la funcién f
. El simbolo w es la variable dependiente de f y se dice que f es
una funcidn de las n variables independientes x1, 29, ..., T,.

Para evaluar funciones definidas mediante formulas sustituimos los
valores de las variables independientes en la formula y calculamos
el valor de la variable dependiente. Por ejemplo al calcular el valor
de f(z,y) = z?+y? cuando =3 y y=2 obtenemos lo
siguiente:

f(3,2) =324+22=9+4=13
Dominio y rango

Las funciones de varias variables también tienen un rango y un
dominio. Usualmente para definir funciones de varias variables
excluimos las entradas que conducen a ndmeros complejos o0 a una
divisidn entre cero. Por ejemplo, si tenemos que f(z,y) = v/ — v,
el valor de x no puede ser mayor ay, osi f(z,y) = % el valor de y

no puede ser igual a 0.
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Entonces, decimos que el dominio de una funciédn de varias
variables es el conjunto mas grande con el que al evaluar la funcién
nos genera numeros reales (@ menos que se especifique lo
contrario).

Por otro lado, decimos que el rango de una funcidn de varias
variables es el conjunto de todos valores de salida que se pueden
obtener al sustituir las variables independientes de la funcién en la
formula.

Ejemplos
Funcion Dominio Rango
w—\/9—:13 —y? {(z,y) eR?z?2+92 <9} 0<w<3
w=1+(z* +y°) V(z,y) € R [1,00)
w = sen(zy) V(z,y) € R? [—1,1]
w= /2 + y? + 22 V(z,y,2) € R3 [0, 00)

Denotaremos al dominio como Dom|f] y al rango como Ran|f]

Cuando se estudian funciones casi por impulso se tiende a
graficarlas para observar su comportamiento y entenderlo con
mavyor claridad. Las funciones de varia variables no estan exentas
de esto, sin embargo no todas las funciones de varias variables se
pueden graficar, y en realidad el nimero méximo de variables que
podemos graficar son 3. Esto se explica facilmente ya que no
podemos observar graficamente mas de 3 dimensiones, es por ello
gque en esta seccidon se estudiaran mas a fondo los casos
particulares de funciones con 2 y 3 variables.
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Curvas de nivel, graficas y contornos de funciones con 2
variables

Hay dos formas comunes de graficar funciones con dos variables.
La primera consiste en trazar las curvas de nivel en el dominio,
donde f asume un valor constante y la segunda consiste en trazar

la superficie z = f(z,y) en el espacio.

Definicién 4.2. Dada una funcién f(x,y) y un ndmero c en el
rango de f, una curva de nivel de una funcién de dos variables
para el valor c es el conjunto de todos los puntos que satisfacen
la ecuacién f(z,y) = c. [1]

o7l
EI Curvas

dh
N

fay)=preawn | le= [=] 20 [# =] o [#] e=|[=] oo [#

Figura 4.1. Observa las curvas de nivel de una funcién de dos variables f(z, y).
Nota: Los valores ¢; deben de estar en el rango de f(z,y).
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Por ejemplo, determinemos las curvas de nivel de la funcién
f(z,y) =1+ (z* + y?). Sea ¢ una constante en el rango de

f(x,y), entonces
1+ (@ +y)=c=2>+y’=c—1

Esta ecuacion describe un circulo con centro en el origen cuyo radio

esiguala+/c— 1.

Como el valor minimo que podemos obtener de esta funcion es 1
(cuando x = y = 0) y el valor maximo es oo, entonces el rango de
la funcién es [1,00). Por lo tanto el valor de ¢ se encuentra en el
rango [1,00) y las curvas de nivel son las descritas por 2% + y* =
c— 1

En la Figura 4.1 podemos observar las curvas de nivel cuando ¢ =
2,4,6. Note que cuando ¢ =1 la curva de nivel es un circulo de
radio 0.

Como sabemos las gréficas de funciones con una sola variable son
una curva C con ecuacién y = f(x). En el caso de una funcién f

de dos variables es una superficie S cuya ecuacién es z = f(z,y)
y se define como sigue.

Definicién 4.3. Dada una funcién f(z,y) con dominio D,
decimos que la gréfica de f es el conjunto de todos los puntos
(z,y, f(z,y)) en R tal que z = f(z,y) y (z,y) estden D. Ala
grafica también se le llama superficie z = f(z,y).
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En la Figura 4.2 podemos ver que la grafica de una funcién de dos
variables es una superficie S que estd compuesta por todos los

puntos (z,y, z) en el espacio, cuando z = f(z,y) vy (z,y) estd en
D.

La curva en el espacio donde el plano z = ¢ corta con la superficie
z = f(=,y) estd formada por los puntos que representan el valor
de la funcién f(z,y) = c.

Dim= =[ 4 |+ x [=[ 4 |+

flxy) =

Figura 4.2. Observa como la gréfica de una funcién de dos variables es una
superficie formada por todos los puntos (z, y, z), tal que z = f(z,y) vy (z,y) estd
en D.

A esta curva se le llama curva de contorno y se define como

f(xay) =cC
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Si bien las curvas de contorno estdn definidas de la misma manera
que las curvas de nivel, lo que las distingue es que las curvas de
contorno tiene una elevacion o altura con respecto a las curvas de
nivel.

En la Figura 4.3 podemos ver como las curvas de contorno se
forman al cortar el plano z =c con la superficie z = f(z,y).

También observe como el contorno de nivel f(x,y) = c tiene una
elevacion.

A
07l
GCrafica Curvas |Z| Contorno l:lpmyeccién I:l Plano z=c

Figura 4.3. Curvas de contorno

Como podemos ver en la Figura 4.3 las curvas de nivel son
justamente las trazas de la gréafica de f en el plano horizontal z = ¢

proyectadas en el plano zy.
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Es decir, si dibujamos las curvas de nivel de una funciéon con dos
variables y las representamos como elevaciones de la superficie a
la altura indicada, entonces podemos formar la gréfica de f. Un

ejemplo comun de las curvas de nivel son los mapas topograficos
de regiones montanosas, donde las curvas de nivel son curvas de
elevacidn constante por arriba del nivel del mar.

Superficies de nivel de funciones con 3 variables

Una funcién de tres variables f(z,y, z), es una regla que asigna a
cada terna ordenada (z, y, z) en un dominio D € R3 un Unico valor
real w. Como ya vimos, en el plano los puntos donde una funcién
de dos variables tienen un valor constante f(x,y) = ¢ forman una

curva (curva de nivel) en el dominio de la funcion. En el espacio los
puntos donde una funcién de tres variables tienen un valor
constante f(z,y, 2) = c forman una superficie en el dominio de la

funcidn. A estas superficies se les conoce como superficies de nivel
y se definen de la siguiente manera.

Definicién 4.4. El conjunto de puntos (z,y,z) en el espacio
donde una funcidn de tres variables independientes tienen un
valor constante f(z,y, z) = ¢, es una superficie de nivel de f.

Por ejemplo, determinemos las superficies de nivel de la funcién
f(z,y,2) = 2 + y* + 2%

Las superficies de nivel son z2 4 y? 4 22 = ¢, donde ¢ > 0. Esto

forma una serie de esferas concéntricas con radio /¢, cuyo centro
se encuentra en el origen, como vemos en la figura.
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Estas superficies sirven para ver cémo se comportan las funciones
con tres variables, sin embargo a diferencia de las funciones con
dos variables no hay forma en la que podamos trazar su grafica, ya
que esta consta del conjunto de puntos (z,v, z, f(z,y, 2)) que se
encuentran en un espacio de cuatro dimensiones, por lo que no
podemos trazar en nuestro marco de referencia tridimensional.

57l

fx.y,z) =X+ +7°

g

o= =[S 1# o [=[B# o [ ]4

Figura 4.4. Superficies de nivel de la funcién f(z,y, 2) = 2 + > + 2%
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4.2 Limite y derivada.

Ya hemos definido las funciones de mds de una variable y como
graficarlas. En esta seccién veremos cémo tomar el limite de una
funcidn de varias variables y lo que las diferencia de las funciones
de una sola variable.

Limite de una funcidn de una variable

El concepto del limite es de gran importancia para entender el
calculo ya que es utilizado tanto en la teoria como en las
aplicaciones. De manera intuitiva decimos que si los valores de una
funciéon f(x) pueden hacerse arbitrariamente cercanos a un
ndmero Unico L, cuando x se acerca a un nuimero a por ambos

lados entonces el limite de f(z) es L.

Para entender de mejor manera esto, consideremos la funcién
f(x) = 2% y un valor a = 2. Ahora tabulamos los valores de f(z)
cuando x se aproxima a 2 tanto por la izquierda como por la
derecha.

z_ flz) =z f(=)
1.85 3.42 214 4.57
1.92 3.68 2.07 4.28
1.97 3.88 2.03 4.12
1.99 3.96 2.01 4.04

Como vemos, conforme x se acerca al nimero a = 2 por la
izquierda (z < a) y por la derecha (z > a), los valores de la
funcion se acercan al nimero 4.

181



2

Matemdticamente decimos que el limite de f(x) = z* cuando z

tiendeaa = 2 es L = 4 y simbdlicamente lo expresamos como

lim f(z) =4

r—2

Ahora que hemos entendido intuitivamente los que es el limite de
una funcién podemos expresarlo con mas cuidado, de tal forma que
obtenemos la siguiente definicidn

Definicion 4.5. Sea f(z) una funcién definida en todos los
valores de un intervalo abierto que contiene al nimero a (con la
posible excepcién de que f(a) no esté definido), y sea L un
ndmero real. Si todos los valores de la funcién f(z) aproximan al
ndmero real L cuando los valores de x (con x # a) aproximan al
ndmero a, entonces decimos que el limite de f(z) cuando z
tiende a a es L y se denota como
lim f(z) =L

T—a

Como vimos en el ejemplo anterior podemos aproximar limites
utilizando tablas, ademds si queremos apreciar de manera mas
visual los limites podemos dibujar la grafica de la funcién como
vemos en la Figura 4.5.

Leyes de los limites

Ya que tenemos la definicion formal del Iimite enunciamos algunos
de los teoremas mas importantes de los limites que sirven de
ayuda al calcular los limites a mano.
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Tabla de valores

x | flx)
0.93 | 0.865
0.95 | 0.902
0.97 | 0.941
0.99 | 0098
.01 | 1.02
1.03 | 1.061
1.05 | 1.103
1.07 | 1.145

El limite cuando x tiende a
I es aproximadamente:

lim =1

for 2 ] e[| | | | o

Figura 4.5. Aproximacidn del limite de una funcién cuando z se aproxima a un valor
a.

Limite de una constante.

Teorema 4.1. Sea f(x) = c una funcién constante, entonces
lim f(z) = lim ¢ = ¢ [20]

T—a rT—a T

Limite identidad.
Teorema 4.2. Sea f(z) = x una funcién, entonces

lim f(z) = limz = a [20]
T—a zT—a T
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Limite del producto entre una constante y una funcion.

Teorema 4.3. Sea f(x) una funcién, ¢ un ndmero constante y L

el limite de f(x), entonces
lime- f(z) =c- L [20]

r—a T

Limite de una suma, diferencia, producto y cociente.

Teorema 4.4. Sean f(z) y g(z) dos funciones, suponga que
lim f(z) = Ly y lim g(z) = Lo
T—a

z—a
Entonces

1 ilg(llf(w) +9g(z) = L1 + Ly

2 glclgéf(m) —g(z)=L; — Ly

3 glclgclz f(z)-g(x) =Ly - Ly

4 glgﬂrcllf(a:)/g(w) = Ly/Ly para Ly # 0

Limite de una potencia

Teorema 4.5. Sea f(z) una funcién n, un ndmero positivo y L el

limite de f(x), entonces
lim f(x)® = L™ [20]

z—a 7T
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Limite de una raiz

Teorema 4.6. Sea f(z) una funcién, n un ndmero positivo y L el
limite de f(x), entonces

lim {/ f(z) = v/L [20]

z—a Tttt

Ahora veamos algunos ejemplos de cdmo calcular limites utilizando
los teoremas anteriores.

2
. . . ‘-1
Ejemplo 1: Calcule :luliﬂ o

Usando la ley de la suma

limaz2—1=12-1=0

z—1

lime+1=1+1=2

z—1

Usando la ley de la divisidn

2
. -1 _ 0 __
Imor =2=0

Ejemplo 2: Calcule lim 5z - (1 + x)

z—1

Usando la ley del producto

limbz-(1+z)=5(1)-(1+1)=5%2=10

z—1

Ejemplo 3: Calcule lin% va?-(z—1)
z—
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Usamos las leyes de la raiz y la multiplicacién

limvz?2-(z—1)=+v52-(5-1)=5-5=20

r—5

Limites que no existen

En la animacién del primer ejemplo de la Figura 4.6 podemos ver
gque cuando x se acerca a un numero a por ambos lados se

aproxima a un nimero L. Sin embargo, una funcién puede no tener
limite para todos los valores de x, es decir cuando no existe

lim f(x) = L para todos los valores de a. En estos casos decimos
T—a

que 3161311 f(x) no existe.

Hay tres formas en las que podemos determinar que un Ilimite no
existe, las cuales se enuncian en el siguiente teorema:

Teorema 4.7. Sea f(x) una funcién y a un ndmero en los reales,
decimos que el Iimite de f(x) cuando tiende a a no existe si
ocurre alguno de los siguientes escenarios:

1. Si la funcién f(z) puede aproximar diferentes valores para
un mismo valor a.

2. Si la funcidn crece sin un limite superior o inferior cuando x
se acerca algun valor a.

3. Si la funcidn oscila cuando  se acerca a algun valor a.

En la Figura 4.6 se ilustran algunos ejemplos del teorema anterior.
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[Eemplo1 v ] Animar | 0.97 | -3.135

R L] 0.98 | —3.078
099 | -3.02
101 | —2.98
.02 | 2918
103 | 32

CUEI!'IL'[Jfﬁ.l’]:.\'j——i- tiende a

1 tanto por la izquierda como

por la derecha. se aproxima
a —3. Es decir el limite

existe.

Figura 4.6. Ejemplos de limites que no existen.

Continuidad en un punto

Intuitivamente una funcidn es continua si se puede dibujar su
grafica en un solo trazo. En particular, una funcién f(x) es continua

en un punto x =a si se cumplen las tres condiciones de la
siguiente definicidn.

Definicién 4.6. Sean f(x) un funcién, decimos que f es continua
en un punto £ = a si se cumple las siguientes condiciones:
1. f(a) existe.

2. Existe el limite de f(x) en el punto z = a.

3. Laimagen de a y el limite de la funcién en a son iguales.
187
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En el caso de que el punto £ = a no cumpla con alguna de estas
condiciones decimos que la funcidn es discontinua en a.

Ejemplo: Estudiemos la continuidad de la funciéon definida en
secciones f(z)enlospuntoz =1y z = —2

2
z°—4 . .
T sl T F£ 2

flz) =

—2 st xr=—2

Primero veamos si f(x) cumple las condiciones de continuidad en

r=1

1. La funcidon existe en x = 1 y su imagen es

_ -3 _
f) =+ =-1
2. Existe el limite de f(z) en el punto z = 1
lim z° —4
N e S | _ =3 _
Im T = Fmm =3 =1

z—1

3. Laimagen de a y el Iimite de la funcidn en a coinciden

F(1) =1 = lim f()

Como se cumplen las tres condiciones entonces la funcion es
continua en x = 1. Ahora veamos qué pasa cuando z = —2.

1. La funcién existe en x = —2 y su imagen es
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2. Existe el limite de f(z) en el punto z =1. Como el

denominador tiende a 0 cuando £ = —2, no podemos aplicar
directamente la regla de la divisidn, por eso factorizamos para
obtener una fraccién a la que le podamos calcular el limite

. 2_ . —2)(z+2 :
lim ””—24 — lim (-2+2) )(;H ) — lim 2 —2=-4
r——2 TT T——2 T+ z——2

3. Laimagen de a y el limite de la funcién en a no coinciden

f(=2) = =2 # —4 = lim_f(2)

Como una de las reglas no se cumple decimos que la funcidén es
discontinuaen z = —2.

Limites en funciones con varias variables
Como ya vimos el Iimite de una funcién de una variable es

lim f(z) =L

r—a
para toda x # a en un intervalo abierto que contiene a a y donde L
es un ndmero real.

Ahora consideremos una funcién de dos variables f(z,y), si los
valores de f(z,y) son arbitrariamente cercanos a un ndmero real L
para todos los puntos (x,y) suficientemente cercanos a un punto
(zo,yo), decimos que f(z,y) tiende al limite L cuando (z,y)
tiende a (xg, Yo)-
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Como vemos, esto es bastante similar a la definicion intuitiva del
limite en funciones con una variable que se explicd en la subseccion
anterior. Sin embargo, si el punto (z,yo) estd en el interior del
dominio de f(x,y), el punto (z,y) puede acercarse a (zg, o)

desde cualquier direccidon. Para entender mejor esto considere la
siguiente definicidon

Definicién 4.7. Dado un punto (zg, y) € R2. Un disco abierto §
con centro en el punto (zg, yo) y radio § es el conjunto de puntos

(z,y) tal que

V(@ —z0)2+ (y —w)2 < é

Como se muestra en la Figura 4.7. (24].

(xgvp) = (2.1)

d=—=[ 10 [+

Figura 4.7. Mueve el punto (z, y,) y observa el disco de radio 4.
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La idea del disco § aparece en la definicién del limite en funciones

con dos variables, donde si el radio es pequeno entonces todos los
puntos (z,y) en el disco d estdn cercanos al punto (zg, yo). Es por

eso que decimos que la idea del limite en funciones con dos
variables es similar a la idea del limite en funciones con una
variable, con la diferencia de que en las funciones con dos variables
nos podemos aproximar a un punto (xg,yo) desde infinitas
direcciones (nos podemos aproximar por todos los puntos que se
encuentran en el disco §). De lo anterior obtenemos la siguiente

definicidn.

Definicién 4.8. Sea f(x,y) una funcién de dos variables. El
limite de f(z,y) cuando (z,y) se aproxima a un punto (xg,yo)
que se encuentra en el dominio de f(x,y) es L, y lo escribimos
como

lim  f(z,y) =L

(z,y)—(z0,Y0)

si para cada nimero € > 0, existe un nimero § > 0 tal que, para
todo (z,y) en el dominio de f(x,y) se cumple que

|f(z,y) — L| < ecuando 0 < v/(z — z0)2 + (y —y0)2 < §

Esta definicion dice que la distancia entre f(z,y) y L es
arbitrariamente pequefia, siempre que la distancia de (z,y) a
(zo,y0) se haga suficientemente pequefia pero no cero. Al igual

que en las funciones de una variable podemos aproximar el valor
del Ifmite creando una tabla con puntos que se aproxime a (xg, yo).
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Por ejemplo si queremos calcular el limite en el punto (1,1) para la
funcién 4 — z? — y? tendrfamos la siguiente tabla:

f(z,y,2)
) 1.46
) 144
) 143
9) 141
)
)

1.41
1.40

la cual nos da una aproximacidn de 1.41. Esto significa que la
diferencia entre f(z,y) y 1.41 serd mds pequefia cuando los (z,y)

estén mds cerca de (1,1). Esta tabla muestra evidencia de que el
limite existe, pero no muestra que se cumple la definicion. Para
probarlo tenemos que considerar un valor € y un valor 4 tal que se

cumple que
|f(:c,y) - L‘ <e€

Cuando

0< (@2l +(y w0 <6

En la Figura 4.8 podemos ver graficamente que el limite cuando
(z,y) se aproxima a (zg, yo) es L, si para todo € > 0 existe un § >
0 tal que, si para todo (z,y) que estd en el dominio de f(x,y)y se
encuentra dentro del disco con centro en (zg,yo) y radio ,
entonces la imagen de f(z,y) se encuentra entre los planos (L +
e, L —e).
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Note que cuando el valor de § se incrementa o disminuye, el valor
de € también lo hace si no se cumple que la imagen de todos los
puntos dentro del disco de radio § estdn dentro de los planos (L +
€, L — €), es decir cuando no se cumple |f(z,y) — L| < e.

57l

Grafica IZ| Dominia +”| Planos Tabla de valores

(xy)  fley)
(0.2.0.15) 1.984
(0.2,0.17) 1.983
(0.2,0.19) 1.981
(0.19,0.2) 1.981
(0.21,0.2) 1.982

El limite es aproximadamente:

lim Sflay) =1.98

(ay) 2(0.20.2)

(X o) =( _"" = +
(xo)=( [=[2 J#], [=[20 ]4#) es[=[pxl#| &= [=[rx[#

Figura 4.8. Mueve los puntos (g, yo), (x, y) y observa que si el punto (z,y) no se
encuentra dentro del disco & su imagen estd fuera de los planos (L + €, L — €)

Leyes de limites en funciones con dos variables

Como vemos, calcular Iimites utilizando la definicidn, tablas vy
graficas puede ser un poco laborioso, es por eso que usualmente se
utilizan los teoremas que nos permiten calcular limites
analiticamente. Estos teoremas son andlogos a los teoremas de los
limites de funciones con una variables y se enuncian a
continuacién.
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Limite de una constante

Teorema 4.8. Sea f(x,y) =c una funcién de dos variables
constante, entonces

lim T,Y) = lim c=c
(w,y)ﬁ(wo,yo)f( v) (z,y)—(0,y0)

Leyes de identidad

Teorema 4.9. Sea f(z,y) una funcién de dos variables, entonces
lim x=ux
(zﬁy)%(:BO?yO)

lim =
ey @om)

Limite del producto entre una constante y una funcién de dos
variables.

Teorema 4.10. Sea f(z,y) una funcién de dos variables y ¢ una

constante, entonces

lim ¢ f(z,y)=c-L
(z,y)—=(20,30)
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Limite de una potencia

Teorema 4.11. Sea f(x,y) una funcién de dos variables y n un

ndmero positivo, entonces

lim x,y)" =L"
(z,y)—(20,%0) f( y)

Limite de una suma, diferencia, producto y cociente

Teorema 4.12. Sean f(z,y) y g(z,y) dos funciones de dos
variables, suponga que
lim f(z,y)=Liy lim g(z,y) = L»

(z,y) = (20,30) (z,y)—(20,30)

Entonces

1. lim f(a:,y)+g(a:,y) :L1+L2
(z,y)—(20,90)

2 lim  f(x,y) — g(x,y) = L1 — Ly

" (2,9)— (20,30

3. lim f(a:,y)g(a:,y) :Ll 'L2
(z,y)—(20,Y0)

4. lim  f(z,y)/g9(x,y) = L1/La, para Ly # 0

" (2,y)—(20,%0)
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Limite de una raiz

Teorema 4.13. Sea f(x,y) una funcién de dos variables y n un
ndmero positivo, entonces

lim | W f(z,y) = VL

(m,y)%(l’o,yo

Hasta ahora solo se ha visto la definicion del limite en funciones
con dos variables, sin embargo, la definicion del limite para
funciones de mds de dos variables se puede extender de la
definicion en funciones con dos variables, como vemos a
continuacion.

Definicién 4.9. Sea f(x1,x2, ..., ;) una funcién de n variables
definida en una bola (conjunto de puntos que distan de otro igual
0 menos que una distancia dada) con centro en un punto p.

Decimos que el limite de f(x1, x2, ..., ,), cuando (x1, 2, ..., )
se aproxima al punto p que se encuentra en el dominio de
f(xy,xo,...,2,) €s

($1,€E21,j1-r-filvn)—>pf(xl, T xn) =L
si para cada nimero € > 0, existe un nimero > 0 tal que, para
todo (z1, xa, ..., ) en el dominio de f(x1,x2, ..., ;) se cumple
que

|f(z1, 22, ..., 2,) — L| < €ecuando 0 < ||(z1, z2, ..., Tn) — p|| <
)
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De la misma manera las leyes de los limites en funciones con mas
de dos variables son andlogas a las leyes de funciones con una
variable.

Como se dijo anteriormente calcular limites mediante tablas vy
graficando es poco eficiente, es por eso que la forma mas
adecuada de calcular los Iimites es utilizando las leyes de los
lfmites, como vemos en los siguientes ejemplos.

2
Ejemplo 1: Calcule  lim 2%
e (o) (12) Y

Usando las leyes de suma y producto.

lim b5x2y=5-(1)2-2=10
(z,y)—(1,2) Y (1)

lim z?2+¢y?=12+22=5
(,y)—(1,2)

Usando la ley de la divisién

2
lim XY =10_—29
@)= " P
Ejemplo 2: Calcule lim 322z + yz - cos(nx — 72)

(z,y,2)—(2,1,-1)
Usando las leyes de suma y producto

lim 3222 + yz - cos(nx — 72)
(JZ,y,Z)-)(Z,l,—l)

=3(2)*(=1) + (1)(2) - cos(2m + 1) = —12 + 2(—1) = —14
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2 2
Ejemplo 3: Calcule  lim 2%V
(@y)—(11) T

Como el denominador tiende a 0 cuando (z,y) — (1,1) no

podemos utilizar la ley de la divisidon. Es por eso que factorizamos
tanto al numerador como al denominador, ya que de esa manera
obtenemos una fraccién a la cual le podemos calcular el Iimite.

1i Wioay—y’ _ Qzty)(z—y) _ (2z+y)
ooty T wa)o() E VY G L g )

Ahora si podemos usar la ley de la divisidn

lim 2z+y=2(1)+1=3
(z,y)—(1,1) Y (1)

im z+y=1+1=2
(z,y)—(1,1)

. (2z+y) _ 3
~ (m,yl)lf%l,n (e+y) — 2

Limites que no existen

Al igual que en funciones con una variable hay ocasiones en las
gue el limite no existe, para explicarlo en funciones con varias
variables de nueva cuenta se considerardn las funciones de dos
variables.

Cuando nos aproximamos a un punto (g, ¥o) lo podemos hacer en
todas la direcciones del plano. A veces, al calcular un Iimite cuando
nos aproximamos a un punto (zg, yo) por diferentes direcciones el

resultado varia, cuando esto ocurre decimos que el limite no existe
ya que el limite debe ser siempre el mismo, independientemente de
la direccidon en la que nos estemos aproximando.
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Por ejemplo, consideremos el limite  lim 3x—2;i% El dominio de
(z,y)—(0,0)
2zy

la funcién f(z,y) = 57,7 son todos los puntos (z,y) que se
encuentran en el plano (excepto el punto (0,0)). Si nos
aproximamos a (0, 0) por la direccién donde y = 0 obtenemos los
siguiente
22(0 0
f(2,0) = g5t = g2 =0

Ahora, si nos aproximamos a (0,0) por la direccién donde y = x
obtenemos lo siguiente

N|—=

22 22>
f(a:,a:) - 3(m)§+m2 - ﬁ -

67l
fa)=—22

3x 4y

Cuando (x,y) se aproxima

a (0,0) por (0.2,0).
F(0.2,0) =0

Cuando (x.y) se aproxima

a (0,0) por (1.1,1.1)

F(LLL1) =05

(x3)=( =[om |+,
(ov)=( = 4, =[]+

Figura 4.9. Observa que obtenemos valores diferentes cuandoy =0y y = x.

199


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_2/interactivos/capitulo4/NoLimiteDos.html

Como vemos obtenemos dos valores distintos cuando nos
aproximamos por direcciones distintas. Por lo tanto decimos que el
limite no existe.

En la Figura 4.9 podemos ver que para la funcién f(z,y) = 3x2296—+y?ﬂ
si nos aproximamos al punto (0,0) por la direccién donde y =0
obtenemos un resultado diferente al que obtenemos cuando nos

aproximamos por la direccién donde y = .

Continuidad en funciones con varias variables

Ya se ha definido la continuidad en un punto para funciones de una
sola variable, la cual se basa en el limite de la funcién en dicho
punto y debe cumplir tres condiciones (Definicion 4.6). Estas
condiciones también son necesarias en funciones con varias
variables y se generalizan como sigue.

Definicién 4.10. Sea f(x1, x2, ..., £,) una funcién de n variables,
decimos que f es continua en un punto (ai,as,...,a,) si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. f(a1,az, ..., a,) existe.

2. Existe el limite de f(z1, zg, ..., Z,) en (a1, ag, ..., ay).

3.La imagen de (a,as,...,a,) y el limite de la funcién en
(a1, asg, ..., a,) son iguales.

Si el punto (a1,as,...,a,) no cumple con alguna de estas
condiciones decimos que la funcién es discontinua en ese punto.
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Ejemplo: Estudiemos la continuidad de la funcidn 3$22”ffy2 en los
punto (2,1) y (0,0).

Primero vemos si f(z,y) cumple las condiciones de continuidad en
(2,1).

1. La funcién f(z,y) existe en (2, 1)
£(2,1) = 33

2. Existe el limite de f(x,y) en (2,1)

lim 2zy
]_im 2$y _ (wﬁ'/)*}(zvl) _ i
3x2+y? li 3z24+y? ~ 13
(z,y)—(2,1) °* Y ooy Y

3.La imagen de (2,1) y el limite de la funcién en (2,1)
coinciden

_ 4 _ : 2y
f1) =15 = (o) ) TP

Como se cumplen las tres condiciones entonces la funcién es
continua en el punto (2,1). Ahora veamos que pasa en el punto
(0,0).

1. La funcidn no existe en (0, 0)
£(0,0) = 3 = indefinido

Como no cumple con una condicién decimos que la funcidén es
discontinua en el punto (0, 0).
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En esta seccidn se explicard cémo definir las derivadas parciales de
funciones de varias variables e interpretarlas geométricamente.
Ademds se explicard cémo calcular aplicando las reglas para
derivar funciones de una sola variable.

Derivadas en funciones con una variable

Para entender el concepto de derivada primero tenemos que
comprender la idea intuitiva de la misma. Para eso podemos
interpretar graficamente la derivada de una funcién como la
pendiente de una curva.

Linea tangente

Comenzamos el estudio de la derivada revisando la nocion de
lineas secante y lineas tangentes. La pendiente de una recta
secante a una funcién y = f(x) en un punto (a, f(x)) se usa para

estimar la tasa de cambio en relacién con otra variable. Esta se
puede obtener eligiendo un valor x cerca de a y trazando una linea

a través de los puntos (a, f(a)) v (z, f(x)) como vemos en la
Figura 4.10. La cual viene dada por la ecuacidn:

f(z)-f(a)

Mgee =

En el caso de la linea tangente no es tan directo. Supongamos que
queremos hallar la tangente a una curva y = f(x) en el punto

(a, f(a)), lo que podemos hacer es aproximar la tangente por
rectas secantes, en particular consideramos la recta secante que

une el punto (a, f(a)) y (a, f(x)).
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En la Figura 4.10 podemos ver que mientras mdas cerca estén los
punto (a, f(a)).(z, f(x)) la secante va siendo una mejor

aproximacién de la tangente.

0

f)=

Figura 4.10. Mueve los puntos (a, f(a)), (z, f(z)) y observa que mientras mds
cercanos estdn, la linea secante se aproxima mas a una linea tangente en el punto

(a, f(a)).

Lo que nos lleva a definir la tangente como la recta que pasa por el
punto (a, f(a)) y cuya pendiente es el limite
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Definicién 4.11. Sea f(x) una funcién definida en un intervalo
abierto que contiene a a. La linea tangente a f(x) en a es la

linea que pasa a través del punto (a, f(a)) teniendo como

pendiente
f(z)—f(a)

Tr—a

supuesto que dicho limite exista.

De manera equivalente se suele definir la linea tangente a f(x) en
a, como la linea que pasa a través del punto (a, f(a)) teniendo
como pendiente

flath)—f(a)

h—0

Donde h = z — a.

Razdén de cambio y Derivada en un punto

La razdén de cambio de una variable con respecto de otra es la
magnitud de cambio de una variable por unidad de cambio de otra.
En el caso de las funciones de una variable f(z) o como se suele

escribir y = f(z) son funciones que relacionan una variable
dependiente y con otra variable independiente z. Si la variable
independiente cambia de un valor inicial @ a otro z, la variable
dependiente lo hace de f(a) a f(z).

En la vida diaria se determinan razones de cambio de diversas
situaciones donde se estudia la variacidn de una cantidad que
depende de otra.
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Por ejemplo, si queremos obtener la velocidad promedio de un
automovil podemos definir una razén de cambio promedio de una
funcién y = f(z) con respecto a z en el intervalo |a, ] como:

distancia __ Ay _ f(z)—f(a)

Razdn de cambio promedio = £2 =
tiempo Ax r—a

Donde a es menora zy f(x) — f(a) es la distancia recorrida entre
los instantes de tiempo t = a,t = b.

Como podemos apreciar, la razén de cambio promedio es igual a la
definicidn de la recta secante del punto (a, f(a)) al punto (z, f(z))
. Nota: Por convencidon para denotar cambios en variables se utiliza
la letra griega A es por eso que escribimos la razén de cambio

promedio como %.

En algunos casos nos interesa considerar razones de cambio en
intervalos mas pequefios, es decir hacer Az — 0, lo que es

conocido como la razén de cambio instantdnea de y con respecto
de x. Por ejemplo, si queremos calcular la velocidad de un
automovil en un instante de tiempo en concreto entonces
calculamos la razén de cambio en un intervalo lo suficientemente
pequeno como para decir que en ese intervalo la velocidad es
constante, es decir calculamos el limite :

Razén de cambio instantdnea = lim % = lim M

T—a z—a TTCQ

Como vemos, la razén de cambio instantdnea es igual a la
definicion de la linea tangente a un punto. Este Iimite ocurre con
tanta frecuencia que se le ha dado el nombre de derivada y se
define como sigue.
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Definicién 4.12. Sea f(x) una funcién definida en un intervalo
abierto que contiene a a. La derivada de f(x) en a es denotada

como f'(z) y se define como:

lim 4Y — lim {@=f(2)
Az—0 <% z—a T

o de manera equivalente

lim 4Y — Jjm feth=f(a) (a+h})b_f (a)

Az—s0 AT h—0

Ejemplo: Para f(x) = 3z? — 4z, calcule el valor de f'(2).

Sustituimos los valores en la definicidn

L L@ @) _ iy (2°—42)4
r—2 z—2 r—2 z—2

(z—2)(3z+2)

= lim *=—"5

T—2

— lim(3z +2) =3(2) +2=8

r—2

Calculo de la derivada en funciones

Utilizando la definicion también podemos calcular la derivada de
funciones definidas para todo valor de x perteneciente a los reales.

Por ejemplo, calculemos el limite de la funcién f(z) = 3z? — 4z

que se vio en el ejemplo anterior, pero esta vez para todos los
valores de z. Utilizamos la definicidén alternativa y tenemos que:

/ — 1im f&th)—f(=z)
fi(z) = lim ===
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(3(z+h)*—4(z+h))— (32> —4z)

= lim
h—0 h
— lim (3(2®+2zh+h?)—4x—4h)—(32° —4x)
h—0 h
— lim (322 +62h+3h? —4x—4h)— (322 —4z)
h—0 h
— lim 32%+6zh+3h°—4z—4h—3z> +4x
h0 h
— i 38 +6zh+3h’—dx—dh-3¢’+dx _ |y, Szht3h’—4h
h—0 h h—0 h
. h(6z+3h—4 .
:hm% =lim6xr+3h—4=6x—4
h—0 h—0

Entonces f'(z) = 6x — 4. En el ejemplo anterior obtenemos que
f'(2) = 8. Si sustituimos el 2 en f'(z) = 6(2) — 4 = 8 obtenemos
el mismo resultado.

Reglas de derivacién

Aunque podemos calcular todas las derivadas utilizando Ila
definicion como un Ilimite, el proceso puede ser bastante tedioso
como vimos en el ejemplo anterior, es por eso que existen reglas
establecidas que sirven para el cdlculo de las derivadas, las cuales
nos permiten calcular la derivada de muchas funciones sin tener
que calcular el limite. Esta reglas son conocidas como reglas de
derivacion y se enuncian en los siguientes teoremas.

207



Derivada de una constante

Teorema 4.14. Sea f(xz) una funcién y ¢ una constante. Si
f(x) = ¢, entonces

. A ., I
Donde Z—y = lim A—y y es llamada notacion de Leibniz.
z Az—0 2%

Derivada de una funcién de grado n

Teorema 4.15. Sea f(x) una funcién y n un entero positivo. Si
f(x) = z™, entonces

Derivada de una constante por una funcién

Teorema 4.16. Sea f(x) una funcidn y ¢ una constante,
entonces

fl@) = %(c- f(z)) = c- £(f(z)) [24]

Derivadas de la suma y la diferencia de funciones

Teorema 4.17. Sean f(z) y g(x) dos funciones y k una
constante, entonces

L f'(2) = £f(2) + g(@)] = E(f(2)) + £(9(x))
2.f'(z) = 3
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Derivada del producto de funciones

Teorema 4.18. Sean f(z) y g(x) funciones , entonces

f'z) = Z£(f(2) - 9(2)) = Z(f(2)) - 9(z) + F(9(2)) - f(2)

Derivada de la divisidn de funciones

Teorema 4.19. Sean f(z) y g(x )funC|ones entonces

f'(z) = dy <f( )) #(J(2)9(@) -3 (9(2))-f ()

— dz \ g(z) (9(z))?

Derivadas en funciones de varias variables

Ya hemos visto como calcular derivadas en funciones con una
variable, ahora veremos cdmo calcularlas en funciones con varias
variables, para eso primero explicaremos el caso particular de
funciones con dos variables para después generalizar a n variables.

Cuando se estudian las derivadas en funciones con una variable,
hacemos la interpretacion como la razon de cambio instantanea de
Y con respecto de x, es decir %, lo que implica que y es la variable
dependiente y x la independiente. En funciones con dos variables
z= f(z,y), y y = son las variables independientes y z es la

variable dependiente. Entonces para hacer la interpretacion de la
derivada en este tipo de funciones supongamos que solo hacemos
variar a una de las variables independientes, digamos x, mientras

mantenemos fija a y, digamos y = b, donde b es una constante.
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Lo que hacemos es considerar en realidad a una funciéon de una
variable z, a saber g(z) = f(z,b). Ahora, si consideramos un valor

a y g(x) tiene derivada a, entonces la denominamos derivada
parcial de f(x,b) con respecto de z en el punto (a,b) y la
denotamos como f,(a,b) o bien %f Por consiguiente

fa(a,b) = gl(a) donde g(x) = f(x,b)

De acuerdo con la definicidon de la derivada tenemos

. a+h)—g(a
g/(a) = lim g( })L g(a)

h—0

Por lo que f,(a,b) = ¢'(a) se transforma en

of __ _ 1:. flath,b)—f(a,b)
ot = fz(a,b) = lim 22

De la misma manera, la derivada parcial de f(x,y) con respecto a

of

y en el punto (a, b), denotada como f,(a, b) o bien 5y €5

. a,b+h)—f(a,b
2 = fu(a,b) = lim Hetth)Sal)

Con estas ecuaciones podemos calcular las derivadas en un punto
especifico, pero si dejamos que (a, b) varien, entonces obtenemos

la siguiente definicidn.
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Definicién 4.13. Sea f(z,y) una funcién de dos variables.

Entonces la derivada parcial de f(x,y) con respecto de z es

of — 1 flzthy)—f(z,
Eﬁ—fx(w,y)—}g% ( y})L (z,)

Y la derivada parcial de f(x,y) con respecto de y es

— |1 filf,—f—h—fl’,
) = lim (z,y })L (z,y)

of _
o = Hl@y h—0

Ejemplo: Si f(z,y) = x* + y* + 2y, determine £, v f,
Para calcular f, primero calculamos f(z + h,y)
fl@+hy) =(@+h)’+y" +2y
= x? + 2zh + h? + y* + 2y

Aplicamos la definicidn

2 2 2 2 2
] 2zh+h 2y)— 2
f(a:y)—llm(erer +y°+2y)—(2° +y° +2y)
’ h—0 h

2 2 2 2 2 2
s ' +2xh+h 4y +F2y—a"—y -2y __ ... 2zhth
lim - = lim ==
h—0 h—0

. h(2z+h .

lim 222th) lim(2z + h) = 2z

h—0 h—0

Para calcular f, primero calculamos f(x,y + h)
f(z,y+h) =2+ (y+h)*+2(y +h)

=2 4+ 9>+ 2yh + h% 4+ 2y + 2h
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Aplicamos la definicidn

(22 +y2+2yh+h2+2y+2h) — (2’ +1°+2y)

x,y) = lim
f y( 7y) P h
— lim 2’y +2yh+h* 4+ 2y+2h—a® —y> —2y
h—0 h
. 2yh+h®+2h . h(2y+h+2)
= lim SYATR TR — lim ===
h—0 h h—0 h

=lim2y+h+2=2y+2
h—0

Interpretacion geométrica

Para dar la interpretacion geométrica de las derivadas parciales,
recordemos que para la funcién z = f(z,y) su grdfica es una

superficie S. Si f(x,y) = ¢, entonces el punto (z, y, ¢) estd situado
sobre la superficie S.

Si hacemos y = b, estamos enfocando nuestra atencién en una
curva que llamaremos curva C', en la cual el plano vertical y = b
interseca a S (es decir 'y es la traza de S en el plano y = b). De la
misma manera, el plano vertical £ = a interseca a S en una curva
C5 como se observa en la Figura 4.11

La curva C es la gréfica de la curva f(z,b) y la pendiente de su
tangente T; es f,. De igual manera para la curva Cs, la pendiente

de su tangente es f,. Por lo tanto, las derivadas parciales f, vy f,,
se pueden interpretar de manera geométrica como las pendientes
de las tangentes en el punto (a, b, c) a las trazas de C; y Cs de S

en los planos verticalesy = by z = a.
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Grafica Plana y=b _ Plano x=a 21
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>

Figura 4.11. Observa la lineas tangentes de las curvas formadas por f(z,b) y

f(a,y).

Derivadas en funciones con mas de dos variables

Las definiciones de las derivadas en funciones con mas de dos
variables son andlogas a las definiciones de las derivada en

funciones con dos variables, en general:
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Definicién 4.14. Si f(z1,z3,...,x,) es una funcién de n
variables, su derivada parcial con respecto a la 7 — estma
variable x; es

2L = fo (21, T2y ey )

1 f($1,$2,...,$i,1,CL‘i+h,CEi+1,...,mn)—f(.’tl,...,xi,...,l‘n)
i :

Calcular derivadas parciales con reglas de derivacion

Ya vimos como calcular derivadas parciales de una funciéon con mas
de una variable utilizando la definicién, ahora veremos cdémo
calcularlas utilizando las reglas de derivacion en funciones con una
variable. Como ya vimos, en las derivadas parciales lo que hacemos
es mantener a todas la variables como constantes a excepcién de
una, por lo tanto estamos derivando con respecto de una sola
variable, es por eso que podemos utilizar sin ningun problema las
reglas de derivacidn de las funciones de una variable para calcular
las derivadas de funciones de varias variables como vemos en los
siguientes ejemplos

Ejemplo 1:Si f(z,y) = x? + y* + 2y, determine f, vy f,
folz,y) = (@) + £ (%) + % (2y)
=2r4+0+0=2z
fu(zy) = £ (1) + £.(v°) + 4(29)

=0+2y+2=2y+2
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Ese ejemplo es el mismo que hicimos aplicando la definicion. Como
vemos obtuvimos los mismo resultados y el procedimiento fue mas
sencillo.

Ejemplo 2: Si f(z,y,2) = ? + sen(y) + 2%, determine f,, f, v f-

fo(@,y,2) = 45 (2%) + o (sen(y)) + £ (2%)
=2r4+0+0=2z
fo(@,y,2) = L(22) + L(sen(y)) + L (=)
= 0+ cos(y) + 0 = cos(y)
fo(2,y,2) = (%) + £ (sen(y)) + £ (%)
=0+0+32% = 32
4.3 Propiedades de la derivada.
Derivadas parciales de orden superior

En funciones con varias variables las derivadas de orden superior
se producen al derivar n veces una funcion. Por ejemplo, si
derivamos una funcién f(x,y) dos veces producimos derivadas de

segundo orden. En principio hay cuatro (22) derivadas y se denotan
como:
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o2 o (0 .
%% =2 (55) o bien f;

f _ 9 (0 .

Por lo tanto, la notacién f;, significa que primero se deriva con
respecto de x y después con respecto de y.

Ejemplo: Determine las derivadas de segundo orden de f(x,y) =

z3y? — 295
of \, of
Primero calculamos oz Y oy
of _ d (..3,2 d 2,2
8 = 4 (2%2) — £ (2¢%) = 32%y* — 0 = 327y

= a (@) — 4(2y°) = 22%y — 6y’
Ahora calculamos las derivadas de segundo orden
foo = 2 (3z%y?) = 6xy?
fyz = 3%(256334 — 6y?) = 622y — 0 = 6z2y
fey = %(3:1323/2) = 622y
fu = & (22%y — 6y°) = 22° — 12y

Las derivadas de tercer orden y de érdenes superiores se definen
de manera andloga, por ejemplo:

’r _ o (&f) _
O0x3 — Ox \ 022 ) fa:ma:
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¥f 8 (8f\ _ f
OxOydx ~— Oz \ Oydxz )]  JTYZ

Observemos del ejemplo anterior que f;, = fy.. Esto no es una
coincidencia, se debe a que las derivadas combinadas f;, y fyz son

iguales para la mayoria de las funciones que se utilizan en la
practica.

El siguiente teorema fue descubierto por el matemdtico Alexis
Clairaut y dice que f;, = f,z siempre que se cumplan ciertas
condiciones.

Teorema 4.20. Suponga que una funcién f(z,y) estd definida
sobre un disco D (un conjunto de puntos (z,y) dentro de un
disco de radio r en el plano) que contiene el punto (a, b). Si tanto
la funcién f,, como f,, son continuas sobre D, entonces

fﬂcy(a’ b) = fya? (a? b)

Este teorema no se limita a derivadas de segundo orden, por
ejemplo, mediante el teorema de Clairaut se puede demostrar que

las derivadas de tercer orden fryy = frzye = fyye Si estas funciones
son continuas.

Ecuaciones diferenciales parciales

Una ecuacion diferencial parcial es una ecuacidon que involucra
derivadas parciales de una funcion desconocida con dos o mas
variables independientes.
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Las ecuaciones diferenciales parciales se emplean en la formulacién
matematica de procesos de la fisica y otras ciencias, por ejemplo
en las ecuaciones que expresan ciertas leyes de la fisica aparecen
derivadas parciales Como la ecuacion diferencial parcial:

ag;2 -+ 8y2 = 0 o bien ugzy + Uy =0
llamada ecuacion de Laplace, donde las soluciones de esta
ecuacion recibe el nombre de funciones armodnicas, y desempefnan
un papel importante en problemas como la conduccion de calor,
flujo de fluidos y potencial eléctrico. Como vemos, en esta ecuacion
la funcién desconocida u tiene dos variables independientes x e y.

Ejemplo: Compruebe que la funcién wu(z,t) = cos(x + at) +

sen(x — at) satisface la ecuacién de la onda dada por uy = a’ -

Ugz-
Primero calculamos u, y u;

u, = —sen(z + at) + cos(x — at)

uy = —sen(x + at) - a + cos(z — at) - a
= —a - sen(x + at) — a - cos(z — at)

Ahora Uz, Yy Uy

Uze = —cos(x + at) — sen(x — at)

uy = —a-cos(r +at)-a+a-sen(z —at) - —a

= —a? - cos(z + at) — a® - sen(z — at)
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Comprobamos que uy = a® - Uyy
a’ - Uy, = a® - (—cos(z + at) — sen(z — at))

= —a® - cos(z + at) — a® - sen(z — at) = un
De este modo u satisface la ecuacién de la onda.

Planos tangentes

En derivadas con una sola variable vimos que en el plano, una sola
recta puede ser tangente a una curva en un punto. En el caso de
funciones de dos variables f(x,y), en lugar de una recta tangente

podemos construir un plano tangente. Como sabemos, la gréfica de
una funcién de dos variables es una superficie S, por lo cual estd

situada en un espacio de tres dimensiones. Entonces un punto que
se encuentre sobre la superficie S puede tener muchas rectas

tangentes en diferentes direcciones. Si estas rectas se encuentran
en el mismo plano, entonces determinan el plano tangente en ese
punto.

Intuitivamente un plano tangente es una superficie lisa en un
punto. Ahora que tenemos la idea de lo que es un plano tangente,
veremos como podemos aproximarlo mediante una funcidn lineal
de dos variables.

Supongamos que tenemos una funcidon de dos variables z =
f(x,y), donde las primeras derivadas de f son continuas, y sea
Py = (x0,Y0,20) un punto en la superficie S que representa su
grafica. Si tomamos dos curvas C; y Cy que intersecan a los planos
verticales y = yo y £ = xg en la superficie S.
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Entonces, el punto P, se encuentra tanto en C y Cy. Sean T y Th
las rectas tangentes a las curvas C y C5 en el punto Fy. Entonces
el plano tangente a la superficie S en el punto Py se define como el
plano que contiene las rectas tangentes 17 y T5 como vemos en la
Figura 4.12.

Grafica [z Plano y=b |Z| Plano x=a |Z| c1 !Z| c2 Ei T1 [z 12 |2|

(oyo) =([= +. [= +)

Figura 4.12. Plano tangente que contiene las rectas tangentes T} y T5.

Este es un caso particular pero si tomamos a cualquier curva C que
se encuentre en S y pase por el punto P, entonces su tangente en
P también estd en el plano tangente. Por lo tanto podemos pensar
que el plano tangente a S en P consiste en todas las tangentes
posibles a P en curvas que intersecan a S y pasen por P. Donde
cualquier plano que pase por un punto P(zg,yo,20) tiene una

ecuacion de la forma
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Alx —z9) + Bly— 1) + C(z —20) =0

Esto quiere decir que a medida que ajustamos los valores de Ay B

(combinaciones lineales), esta ecuacidn nos dara varios planos que
pasan por la gréfica de f en el punto (zg,yo), pero solo uno de
ellos va a ser el plano tangente.

Si dividimos esa ecuacion entre C' y hacemos a = %4,6 = % la
podemos reescribir como:

S@—a0) + 2(y—w)+(2—2) =0

= Z(z—x0) + Sy —w) = —(z — =)

= Az —m0) + Ly —w) = (z— 2)
= a(z — o) + b(y — y0) =2 — 2

Si esta ecuacion representa al plano tangente en P, entonces su
interseccién en el plano y = yo debe ser la recta tangente Tj. Al
hacer y = y, de la ecuacién anterior obtenemos

z— 2y = a(x — xp) donde y = gy

e identificamos esta expresién como la ecuacién de una recta con
pendiente a. En particular la pendiente de la recta tangente 1} es

fz(20,70), por lo tanto a = f.(zo,%). De manera similar la
pendiente de la recta tangente 15 es fy(azo,yo), entonces b =
fy(azo, Yo)- De lo anterior podemos definir la ecuacién para calcular
un plano tangente.
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Definicidon 4.15. Sea S una superficie definida por una funcién
diferenciable z = f(z,y), y sea P = (zg,y0) un punto en el
dominio de f. Entonces, la ecuacidn del plano tangente a S en
P, estd dada por

z = f(xo,y0) + fz(z0,v0)(x — z0) + fy(z0,v0)(y — ¥0)

Esta definicion nos dice que para que exista un plano tangente en
un punto P, es suficiente que la funcidn que define la superficie sea

diferenciable en P. Intuitivamente que una funcidn sea

diferenciable quiere decir que es posible derivar la funcidon al menos
una vez y veremos su definicion a profundidad mas adelante.

Ejemplo: Calcule el plano tangente de la gréfica definida por z =
V4 — 22 — 32, enel punto (1,1,+/2).

Tenemos que f(z,y) = /4 — z2 — y2, entonces sus derivadas
parciales son:

fo(z,y) = ﬁ, entonces f,(1,1) = _T;

—1

V2

fy(z,y) = \/T_mi%yz’ entonces f,(1,1) =
Ya calculamos f;(1,1) ~ —0.71y f,(1,1) =~ —0.71. En la Figura

4.13 podemos comprobar que obtenemos un plano tangente al
utilizar los valores de estas derivadas parciales en la funcién lineal
de la Definicion 4.15.
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Y de la ecuacidén del plano tangente tenemos que

2
-z 1y 1
Sz=—5+ -+ =+V2
=z Y 4 4

57l

Dim= =4 [+ x [=[2 |+ []  Panotangente Combinacion lineal Q

z==[ 100 [4 - (x-15) + =] 00 [+ - (y-0) +f(1.5,0)
fery)=[eeost) | ()= (=] 150 [#], [=[ 000 |4

Figura 4.13. Observa cémo se obtiene el plano tangente de f(z,y) en (zg, y) al
utilizar las derivadas parciales f, y f, en la ecuacién de la Definicién 4.15.
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Aproximaciones lineales

En el ejemplo ya vimos que la ecuacién del plano tangente de la
funcién f(z,y) = /4 — 22 —y2, en el punto (1,1,1/2) es z =

-z L4 %. Decimos que la funcién lineal de dos variables

V2 V2

es una buena aproximacién a f(z,y) cuando (z,y) estd cerca de
(1,1). A la funcién L se le conoce como linealizacién de f(z,y) en
(1,1) y la aproximacién f(z,y) ~ -5 - %—f— % recibe el

nombre de aproximacion lineal.
Por ejemplo, en el punto (1.1, 0.9) la aproximacién lineal nos da

£(1.1,0.9) ~ 22 + 55 = 1414

S

que es muy cercano al valor de f(1.1,0.9) = \/4 —x2—y? =
1.407.

Mientras tomemos puntos mds alejados de (1,1) tendremos una
peor aproximacién. Por ejemplo si tomamos el punto (1.5,0.5)
tenemos que L(1.5,0.5) =1.41 y f(1.5,0.5) =1.22. La idea
detrds del uso de aproximaciones lineales es que si hay un punto
(xo,yo) en el que se conoce el valor exacto de f(z,y), entonces
para puntos (x,y) razonablemente cercanos a (zo,y0), la

aproximacidn lineal (es decir la ecuacién del plano tangente) nos da
un valor que también estd a razonablemente cerca al valor de

f(z,y).
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Diferenciabilidad

Cuando se trabaja con funciones de una sola variable y = f(z),
decimos que son diferenciables en el punto x = a si f'(a) existe.

Ademas, si la funcidn es diferenciable en un punto, decimos que su
grafica es suave en ese punto y una linea tangente estd bien
definida en ese punto.

En el caso de funciones con dos variables no es posible hacer una
generalizacidn directa a este razonamiento. La diferenciabilidad
estd relacionada con la idea de suavidad en un punto, donde se
considera que la grdfica de una funcién f(z,y) (Que es una
superficie) es suave en un punto (xg,yg) si existe un plano
tangente a la superficie en ese punto.

Para que exista un plano tangente en el punto (zg,yo), las
derivadas parciales de f(z,y) deben existir en ese punto. Sin

embargo esta no es una condicidn suficiente para la suavidad ya
que pueden existir derivadas parciales en ese punto y, sin embargo,
no hacerlo en alguna de las derivadas direccionales, es decir no ser
continua.

Por ejemplo, si consideramos la funcion

3z .
2‘%—24_% S1 CIZ#O

flz,y) =

0 st =0

podemos comprobar que existen sus derivadas parciales en el
punto (0, 0) si aplicamos la definicién.
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3h-0
i 0’ 0) = lim f(0+h,y)—£(0,0) — lim 2h2 402
f ( ) h—0 h h—0 h

2l

22 = lim J = lim0 =0

= lim
h—0 h—0 h—0

]

Y de la misma manera f,(0,0) = 0.

Entonces f, y f, existen en (0,0), pero para comprobar que son

continuas en ese punto debe cumplir las tres condiciones de la
Definicion 4.10. En este caso podemos ver que no cumple con la
condicidén 2, puesto que el limite

2zy

llm ) W

(z,y)—(0,0
no existe. Recordemos que en funciones con dos variables un limite
existe solo si es Unico, es decir, que sin importar por qué direccidn
nos aproximamos, el limite siempre debe ser el mismo. En este caso
el limite no existe ya que si nos aproximamos a (0,0) por la

direccién donde y =0 el resultado es 0, mientras que si nos

aproximamos por la direccién donde y = x el resultado es 1 como

2
vimos en la Figura 4.9 .

De esta manera, una funcidén de dos variables se puede comportar
de manera errénea aun cuando las derivadas parciales existan.
Para evitar este comportamiento, se plantea la idea de funcidn
diferenciable de dos variables.
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En funciones con una variable y = f(x) cuando x pasade a a a +
Ax.el incremento en y se define como

Ay = fla+ Az) — f(a)
En este caso, si f(z) es derivable en a, entonces
Ay = f'(a) Az + eAx, donde € — 0 cuando Az — 0

Ahora, si consideramos una funcién de dos variables f(z,y) vy
suponemos que z pasa de xg a o + Ax y que y pasa de yo a yo +
Ay. Entonces el incremento en z es

Az = f(zo + Az, yo + Ay) — f(x0,y0)

que representa el cambio de valor de f cuando (z,y) pasa de

(xo,y0) a (xo+ Az,yo + Ay). Entonces de manera andloga
definimos la diferenciabilidad en funciones con dos variables como
sigue

Definicién 4.16. Sea f(z,y) una funcién de dos variables,

decimos que f es diferenciable en (xg,yo) si Az se puede
expresar de la forma
Az = fo(z0,y0) Az + fy(z0,y0) Ay + €14z + €2 Ay

Donde €1 y € — 0 cuando (Az, Ay) — (0,0)
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La suma €;Ax + e Ay representa que tan cerca estd el plano
tangente a la superficie en una pequena vecindad del punto
(zo, o), es decir, cuando la linealizacién de f en (xo,y0) es una
buena aproximacién cuando (x, y) se aproxima a (2o, Yo)-

En algunas ocasiones es complicado aplicar directamente Ila
definicion para demostrar la diferenciabilidad de una funcién, pero
el siguiente teorema proporciona una condicidn suficiente para
determinar la diferenciabilidad.

Teorema 4.21. Sea f(z,y) una funcién de dos variables. Si f, vy
fy existen cerca de (xp,yo) y son continuas en (g, o),
entonces f es diferenciable en (zg, yo) [1]

Esto nos dice que una funcion de dos variables es continua en cada
punto donde es diferenciable, por lo tanto, la diferenciabilidad
implica continuidad.

Teorema 4.22. Sea f(z,y) una funcién de dos variables
diferenciable en xg, yo, entonces f es continua en (zg, yo). [2]
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Regla de la cadena

La regla de la cadena en funciones con una variable nos dice que si
y = f(x) es una funcién derivable de z y x = g(t) es una funcidn

derivable de t, entonces y es indirectamente una funcién derivable
dety

En el caso de funciones con varias variables, |la regla de la cadena
tiene varias formas. A continuacién veremos los casos en funciones
con dos variables para después generalizar a n variables.

El primer caso se da cuando una funcién z = f(x,y) y cada
variable x y y es una funcién de la variable t (es decir, x = g(t) vy
y = h(t) ), lo que significa que z es indirectamente una funcién de
t, z= f(g(t),h(t)) y la regla de la cadena da una férmula para
derivar a z como una funcién de ¢, como vemos en el siguiente
teorema.

Teorema 4.23. Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables
derivable en z vy y, donde = = g(t) y y = h(t) son funciones

derivables de t. Entonces z es una funcién derivable de t y

9z __ 0z 0z 4+ dz Oy
ot — Oz ot Oy Ot
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- Qo _ 42 _ 42 . d
Ejemplo:Siz =z — zy, x = t° y y = t° — 4, determine .

La regla de la cadena nos da

0
G — 020 4 B0 — (1—y)(2t) + (—z)(2t — 4)

Sustituimos los valoresde x y y

%= (1— (¢ —4t))(2t) + (—(t*))(2t — 4)
— 2t — 23 + 82 — 23 + 4t2 = 2t + 122 — 4¢3

Podemos comprobar que la férmula de la regla de la cadena es
correcta si calculamos dlrectamente = ponlendo la funcién z en

términos de la variable t, es decir sustltuyendo las funciones de x y
Y en z como vemos a continuacién.

= (%) — (- (P —4) =t>+ 43— t*
Ahora calculamos la derivada de z con respecto de t
0z __ 2 3
5 = 2t +12¢° — 4t

y como vemos, obtenemos el mismo resultado que al aplicar la
regla de la cadena.

El segundo caso se da cuando una funcién z = f(z,y), y las
variables & y y son funciones de dos variables s y t (es decir x =
9(s,t) y y = h(s,t)), lo que signiﬁca que z es indirectamente una
funcién de sy t y deseamos calcular & 6 y (,%
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Para calcular 2 at mantenemos fija a s y calculamos la derivada de 2
con respecto de t. Por lo tanto podemos aplicar el Teorema 4.23 y
obtener

0z __ 0z 0z + 0z Oy
8s ~ Oz Os Oy Os

De la misma manera para % tenemos que

0z __ 0z 0z + 9z Oy
ot — Oz ot By Ot

De lo anterior se sigue el siguiente teorema

Teorema 4.24. Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables
derivables en z y y, donde z = g(s,t) y y = h(s,t) son

funciones derivable en s y t, entonces

0z _ 0z 0z 0z0y . 08z __ 0z 0x 0z Oy
s axaeray%Vat ot T oyt

Ejemplo: Si z = 322 — 2zy, x = 3s + 2t y y = 2st, determine jz y

dz
dt-

Aplicando la regla de la cadena obtenemos

z z Ox z O

G — Delr 1 B0 — (62 — 2y)(3) + (—2z)(2t)
= 18z — 6y — 4xt

z z Oz z 0

Go— B20r 4 2280 — (62 — 2y)(2) + (—2x)(25)
=12z — 4y — 4xs
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Sustituimos los valoresde z y y

18(3s + 2t) — 6(2st) — 4(3s + 2t)(t) = 54s + 36t — 125t —
12st — 82

= b4s + 36t — 24st — 82

2 — 12(3s + 2t) — 4(2st) — 4(3s + 2t)(s) = 365 + 24t — 8st —
12s% — 8ts

— 365 + 24t — 165t — 125>

Al igual que en el ejemplo anterior podemos comprobar que la

férmula de la cadena es correcta si calculamos directamente % y
% poniendo a z en términos de las variables s y t, esto

sustituyendo las funciones de £ y y en z como sigue.
z = 3(3s + 2t)* — (2(3s + 2t)(2st))
= 3(9s? + 12st + 4t%) — ((6s + 4t)(2st))
= 2752 + 36st + 12t% — 12s%*t — 8st?
Por ultimo simplemente calculamos % y %
& — 54s + 36t — 24st — 8t
92 — —124% 4 365 — 165t + 24¢

Como vemos obtenemos los mismos resultados. En este caso
tenemos tres tipos de variables, s y t son variables independientes,

Z y y son variables intermedias y z es la variable dependiente.
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Observe como el Teorema 4.24 tiene un término por cada variable
intermedia y cada uno de estos términos es similar a la regla de la
cadena en funciones con una sola variable.

Si consideramos el caso general donde una variable dependiente u
es funcidon derivable de n variables intermedias x1,xo,...,2,, Y
cada una de estas es una funciédn de m variables independientes
t1,t9, ..., t,, entonces u es una funcién de tq, t, ..., t,, es decir.

Definicién 4.17. Sea u(x1, x2, ..., ;) una funcién de n variables,
donde cada x; es una funcidn derivable de m variables

(t1,t2, ..., tm). Entonces u es una funcién de tq, ta, ..., t Y

ou _ Ouda | Oudws | ... | Ou day
ot; ~— Oz, 0Ot + Ozy Ot; + + oz, Ot;

Para recordar la regla de la cadena puede ser util dibujar un
diagrama de arbol como el que se ve en la Figura 4.14.

En términos generales, la variable u que estd hasta arriba es la

variable dependiente, las que se encuentran un nivel abajo
(z1,22,...,x,) son las variables intermedias y las hojas

(t1,t2,...,t,) son las variables independientes. Si queremos

determinar la expresion de la regla de la cadena para la variable

dependiente u a las variables independientes t; (es decir %),

dibujamos ramas desde la variable dependiente u a las variables
intermedias x; para indicar que u es funcién de x1, 2, ..., Tn.

233



Luego dibujamos ramas de las variables intermedias z; a las
variables independientes t;.

Cada rama que va de x; a t; representa la derivada parcial 3 awl
Entonces para determinar % calculamos el producto de Ias
(3

derivadas parciales de las trayectorias que van de u a t; y luego
sumamos los productos.

Ejemplo: Exprese la regla de la cadena en el caso donde u =
f(z1, 22, 23) y 21 = T1(t1,t2), T2 = xa(t1, t2) ¥y T1 = x3(t1, t2).

Como podemos ver tenemos tres variables intermedias y dos
variables independientes por lo que nos interesa conocer las

expresiones de 2 (% y 3t2

Para trazamos todas las trayectoria de u a ti, en este caso

at
tenemos tres, que son:u — 1 — t1, u — T3 = 1y u — 3 — t1.

Ahora multiplicamos las derivadas de las trayectorias, es decir

Ou 9z;  Ou Oz Ou Oz3 qm
oz & ' Oz & 9z; ¢ Dor ultimo sumamos los productos y
obtenemos

Ou __ Ou 0z Ou_ Oz Ou Oz3
3t1 3(1:1 t1 + (9.’E2 t1 + (9.’1:3 t1

Hacemos lo mismo para g—g y obtenemos

Ou _ Oudm | Ou Bz | Ou Iz
6t2 _ 8%1 tg (92[)2 t2 81‘3 t2

En la Figura 4.14 podemos ver el diagrama de este caso.
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independientes EI

du du dx; 5 du

dx, dt, dx,

Figura 4.14. Introduce la variable independiente sobre la que quieres obtener la
expresion de la regla de la cadena.
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4.4 Gradiente y derivada direccional.

Derivada direccional

Ya se han definido las derivadas parciales en funciones con varias
variables. Por ejemplo, si tomamos una funcién z = f(z,y),

sabemos que tiene dos derivadas parciales f, y f,. Estas derivadas

corresponden a cada una de las variables independientes de la
funcién (en este caso x y y), y pueden interpretarse como

pendientes de una recta tangente paralela al eje x 0 .

Equivalentemente, f, es la razén de cambio de la funcién en la
direccion del vector unitario 7 y f, es la razon de cambio en la

%
direccidn del vector unitario j, es decir f, es la pendiente de una
recta tangente paralela al eje £ que pasa en un punto de la gréfica
de f(z,y)y fy es la pendiente de una recta tangente paralela al eje

Y.

Ahora, si consideramos el caso donde una recta tangente no es
paralela a ningln eje, es necesario definir un nuevo tipo de
derivada que nos permita calcular la razén de cambio de z =

f(z,y) en una direccién arbitraria, lo que viene siendo la derivada
direccional.

Recordemos que para una funcién de dos variables z = f(z, y) sus
derivadas parciales se definen como

% e f.’E (.’,CO’ yo) — }liE)r(l) f($0+h,y0}1—f(330,y0)

o . zo,yo+h)—f(xo,
55:fy($0,y0) :}Llf(l) £ (o0 }1 £ (@o,%0)
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y representan las razones de cambio de z en las direcciones = vy v,

o bien, la razén de cambio en las direcciones de los vectores
e
unitarios v vy 7.

Supongamos gue queremos encontrar la razén de cambio de z en

(2o, Yo) en la direccién de un vector unitario U= a? + b?. Para
eso consideremos la superficie S que representa la gréfica de f vy
un punto P(zg, Yo, 20) que se encuentre sobre la superficie S. El
plano vertical que pasa por P en la direccién de  interseca a S en
una curva C' vy la pendiente de la recta tangente T" a C' en el punto
P es la razén de cambio de f en la direccién de . En la Figura

4.15 podemos ver la representacion grafica de la razén de cambio
en la direccion de wu.

Dim= =[]+ x =[4 |+

G = =¥, EEE®) o= S[E#  fuy - e ]

Figura 4.15. Mueve el punto (zg, yy) y observa la linea tangente que representa la
razén de cambio de f en (zg, yo) al girar el vector unitario U 237
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Al variar u, se obtienen las razones con las que cambia f con
respecto a la distancia, al pasar por P en distintas direcciones.

Definamos esa idea con mayor precisién. Si Q(z,y,z) es otro
punto sobre la curva gue se interseca en el plano vertical que pasa
por P en la direccién de u, y P, Q' son las proyecciones de P’y Q'

sobre el plano zy, entonces

— — —

P'Q'=hd =hai +hbj
Para algun h. Por lo tanto, x — xy = ha, y — yo = hb, por lo que
xr=x9+ha,y=1yo+ hby

Az _ f(zo+ha,yo+hb)—f(z0,50)

h h

Si tomamos el limite cuando h tiende a 0, obtenemos la razén de

cambio de z con respecto a la distancia en la direccidén de 7 que
: . . . y —

es llamada derivada direccional de f en la direccién de .

Definicién 4.18. Suponga que f(z,y) una funcién de dos

variables con un dominio D. Sea (zg,y) € Dy « =ai +bj.

Entonces la derivada direccional de f en (xg,yo) en la direccidn
del vector U es

i ha,yo+hb)— ,
D, f(x0,%0) = lim o thagn +hb)—f (a0

Ademéds, si el vector unitario % forma un angulo 6 con el eje

— —
positivo & entonces podemos escribir @ = cos(f) i + sen(8) j vy
la férmula de la Definicién 4.18 se transforma en
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f(zo+hcos(0),yo+hsen(0))—f(zo,y0)

Duf(x07y0) - ’llli% h

Ejemplo: Sea 6 = arccos (‘51) calcule la derivada direccional
D.f(z,y) de f(z,y) = z* + 2y* en la direccién del vector unitario

— —
U = cos(0) i + sen(0) j. ;Cudl es el resultado de D,(2,2)?

Primero calculamos cos(6) y sen(8) (en radianes), en este caso

oy

cos (arccos(z)) = £ vy sen (arccos(3)) =
Usando f(z,y), calculamos f(xq + hcos(0),yo + hsen(0)) :

f(zo + hcos(0),yo + hsen(0)) = (zo + hcos(6))? + 2(yo +
hsen(f))?
= 22 + 2xhcos(0) + h2cos?(0) + 2y? + 4yhsen(0) + 2h%sen?(0)

)
= o 2ah (3) + 12 (1) + 20 + 4y (3) + 2 (3)
— 2 Th (2_h>+2 +<12yh)+(%)
:x2_i_(8i5h)+<34h)+2y2+ (12yh)

Sustituimos esta expresion en la formula de la Definicion 4.18

f(zo+hcos(0),y0+hsen(0))— f(xo,y0)

-Duf(w07y0) - ilzlir(l) h
_ m (z +(8’”h)+(34’“” )+2 (L))~ (2+2y7)
h—0 h
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() () (22)

= lim
h—0

= lim (%) + (5) + (5Y)

_ 8z+12y
o 5

Por dltimo calculamos D, f(2, 2) sustituyendo los valores de z y y

Duf(17 ]-) - 8(2)212(2) - 430 =8

Otra manera de calcular las derivadas direccionales es utilizando
derivadas parciales como se describe en el siguiente teorema.

Teorema 4.25. Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables, si

asumimos que f; vy f, existen. Entonces la derivada direccional

_>

L o i s
de f en la direccién del vector unitario v =ai +bj es
Duf(x7y) — fﬁ(xay)a’ + fy(m)y)b

De igual manera, si el vector unitario ¥ forma un angulo 6 con el
eje positivo & entonces podemos escribir la férmula del Teorema

4.25 como sigue

Dy f(z,y) = fo(z,y)cos(0) + fy(z,y)sen(0)
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Ejemplo: Sea 6 = arccos (%) calcule la derivada direccional

D, f(z,y) de f(z,y) = 2 + 2y? en la direccién del vector unitario
— —

U = cos(0) i + sen(8) j . iCudl es el resultado de Dy (2,2)?.

Primero calculamos cos(0) y sen(0) (en radianes), en este caso

4
5

cos (arccos( )) = % y sen (arccos(%)) = %

Calculamos las derivadas parciales f;, f,

f$:2xyfy:4y

Utilizamos la ecuacion del Teorema 4.25.
Duf(z,y) =22 (5) +4y (}) = (%) + (B

Por dltimo calculamos D, f(2, 2) sustituyendo los valores de z y y

(51 + (%) = () + (&) =

Este fue el mismo ejemplo que se calculd utilizando la Definicion
4.18, como vemos obtuvimos el mismo resultado realizando menos
pasos.

Caso general

En general, la derivada direccional de una funciéon de n variables
f(x1,x2, ..., z,) en la direccién del vector ¥ = (ug, ug, ..., u,) €s la
funcidn definida por el limite

f(z1+h)—F ()

D,f(x1,xa, ..., T,) = lim :

h—0
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y podemos calcularla utilizando derivadas parciales con la férmula

D, f(z1,x2, ..., 2n) = fo, (X1, X2, ..., Tp)us +
f(L‘z (mla L2y ey xn)u2 Tt fwn(xla L2y ey mn)un

Gradiente

Ahora supongamos que se tiene una funcién de varias variables f.
Si consideramos todas las derivadas direccionales posibles de f en
un punto, estamos obteniendo las razones de cambio que hay en
todas las direcciones posibles en ese punto. Lo que nos hace
preguntarnos, ;en qué direccion f cambia mds rdpido? y ;cudl es la
razdn de cambio mdaxima y minima? Estas preguntas se pueden
responder con un vector llamado vector gradiente, ya que tiene
propiedades muy importantes que nos permiten calcular el sentido
de crecimiento o decremento de una funcién en un punto como
veremos a continuacidn.

La férmula del Teorema 4.25 puede escribirse como el producto

interno de dos vectores. Si definimos el primer vector como
— —

Vf(z,y) = fe(x,y) i + f,(x,y)j y el segundo vector como

U= cos(O)? + sen(@)g> tenemos que
Duf(z,y) = fo(x,y)cos(0) + fy(z, y)sen(6)
- (fw(xay)a fy(xﬂy)) ) (008(9)7 Sen(e)) = Vf(zc,y) ’ 7

El primer vector V f(z, y) es conocido como el vector gradiente de

la funcién f y nos indica el sentido de crecimiento mds rapido de

una funcién en un punto dado. En funciones con dos variables se
define como sigue:
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Definicién 4.19. Si f(x,y) es una funcién de dos variables,

entonces el gradiente de f es la funcién vectorial V f, definida

por
V@) = (alery), fulmy) = LT + 87

En el siguiente ejemplo se ve cdmo podemos calcular la derivada
direccional utilizando el vector gradiente.

Ejemplo: Calcule la derivada direccional D, f(z,y) de la funC|on

F(z,y) = 22% + y3 en la direccién del vector ¥ = 27 + 2] en el

punto (2, 1) utilizando el vector gradiente.

Primero calculamos el vector gradiente en el punto (2, 1)

Vi(z,y) =27 +lJ —ded + 375

VF(2,1) =4(2)7 +3(2)°7 =87 +35

Notemos que 2 no es un vector unitario, asi que utilizamos su

norma para calcular un vector unitario ¥ con su misma direccion

V]| =22+ 22 = /8

Por Ultimo calculamos la derivada direccional de f en la direccidén
de u utilizando el vector gradiente
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D.f(2,1) = Vf(2,2) W = (47 +37)- (X7

2
st T

_ 42432 _ 14
V8 V38

Como se dijo anteriormente, el vector gradiente nos indica la
direccidén en la que la funcidn crece mas rapidamente en un punto.
Por lo tanto la derivada direccional tiene su valor maximo en la
direccion del vector gradiente y tiene la particularidad de que
coincide con su mddulo. A esta propiedad se le conoce como
derivada direccional maxima y se explica de la siguiente manera.

Si tomamos la formula de la derivada direccional en funciones con
dos variables D,f(z,y) =V f(z,y)- ¥ vy la deﬁnicién del

producto interno de dos vectores (Definicion 14) b =

[ || b || cos(a), donde « es el dngulo entre los dos vectores,
tenemos lo siguiente

D.f(z,y) = Vf(z,y) - d = |[Vf(z,y)l| |[]| cos(a)
= [|Vf(z,y)l| cos()

Donde ||7|| lo podemos omitir de la expresién ya que por
definicion la norma de un vector unitario siempre es 1. Por lo tanto
la derivada direccional maxima de un punto evaluado en un punto
es igual a la magnitud del gradiente multiplicado por cos(a).

Recordemos que cos(f) varia de —1 a 1. En particular, si 8 = 0,
entonces cos(f) =1 y tanto Vf(z,y) como u apuntan hacia la
misma direccién. Si @ = m, entonces cos(0) = -1 y Vf(z,y)
apunta en direccién opuesta a . Si Vf(z,y) =0, entonces
D, f(z,y) = Vf(z,y) -« = 0 para algin vector unitario .
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Estos tres casos describen la derivada direccional maxima, minima
y nula como vemos en el siguiente teorema.

Teorema 4.26. Sea f(x,y) una funcién de 2 variables
diferenciable en un punto (xg, yo), entonces

1.Si Vf(zo,y0) = 0, entonces D, f(xg,yo) = 0 para algin

vector unitario wu.

.Si Vf(xo,y0) #0, entonces D,f(xp,yp) crece mas

rapidamente cuando algun vector unitario u apunta en la

misma direccién que V f(zg, yo). Es decir el mdximo valor
de Dy f(z0,Y0) es ||V f(zo,y0)][-

.Si Vf(zo,y0) #0, entonces D, f(xo,yo) decrece mas

rapidamente cuando algun vector unitario u apunta en la
direccién opuesta a V f(z, yo). Es decir el minimo valor de

Duf(m())yo) €s _va(w07y0)||

Estas propiedades sirven para cualquier funcién con mdas de dos
variables y la generalizacién es andloga.

Ejemplo: Calcule la maxima y minima derivada direccional de la
funcién f(z,y) = 4z + y* en el punto (2, 2).

Primero calculamos el vector gradiente de f en el punto (2, 2).

VF(2,2) =8(2)7 +2(2)F =167 + 4]
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Ahora calculamos la norma del vector obtenido
|\Vf(2,2)\| = 1/162 + 42 = /256 + 16 = /272

Entonces /272 es la derivada direccional maxima y por la
propiedad 3 del Teorema 4.26 |la derivada direccional minima es

—/272

Gradiente y curvas de nivel

Como ya vimos, el gradiente de una funcién de varias variables f
denotada como V f, es el conjunto de todas las derivadas parciales
de f en forma de un vector. Esto significa que V f es una funcién

vectorial, lo que quiere decir que lo podemos visualizar como un
campo vectorial (expresidn que asocia un vector a cada punto) el
cual es cominmente llamado campo gradiente de f.

Supongamos que tenemos la funcién de dos variables f(z,y) =
z? — y2. El gradiente es igual a

— —
Vi(z,y) =2z1 +2yj

lo que convierte a cada punto de entrada (zg,¥yp) en un vector
como vemos en la Figura 4.16.

Ahora, si recordamos las curvas de nivel, estas también se dibujan
en el espacio de entrada de una funcién f, lo que nos hace

preguntarnos, ;qué pasa si el campo gradiente de una funcién f se
coloca sobre el mapa de curvas de nivel que le corresponden a f?
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Figura 4.16. Observa el campo gradiente de una funcién f(z,y). Nota: Los vectores
de color verde estan normalizados para visualizarlos de mejor manera. Puedes
mover el punto (xg, y) para el vector del campo de ese punto especifico.

Si nuevamente tomamos como ejemplo la funcién f(z,y) = x> —

y? y dibujamos sus curvas de nivel podemos notar que cada vector

es ortogonal a la curva de nivel que toca. Esta propiedad se explica
con el siguiente anélisis.

Si una funcién diferenciable f(z,y) tienen un valor constante c a lo

largo de una curva parametrizada T = g(t)?> + h(t)?, para
alguna variable t, haciendo que la curva sea una curva de nivel,
entonces f(g(t),h(t)) =c. Al derivar ambos lados de esta
ecuacion con respecto de t tenemos lo siguiente:

2(9(t),h(t)) = g 247
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Aplicando la regla de la cadena

0 h
_fd_g+_£d_ 0
d d

= Vf(z,y) - (¢'(t), W' (1) =

Como el producto interno de estos vectores es igual a cero,
significa que son ortogonales (Definicion 3.13), ademas, el
segundo vector es tangente a la curva de nivel (ya que es la
derivada de la curva de nivel dada por 7 Definicién 3.1), lo que
implica que el vector gradiente es ortogonal a la curva de nivel.

Definicién 4.20. Sea f(z,y) una funcién con derivadas parciales
de primer orden (continua) y (zg, ¥o) un punto en su dominio, el
gradiente de f es ortogonal a la curva de nivel que pasa por el

punto (o, ¥o). (2]

En la Figura 4.1 podemos ver que dado un punto, el gradiente es
ortogonal a la curva de nivel donde se encuentra.

Ahora veamos un ejemplo donde se calcula el vector tangente.

Ejemplo: Calcule el vector tangente a |la curva de nivel en el punto
(1,1) de la funcién f(z,y) = zy + z2.

Primero calculamos el gradiente
fo=y+2zyfy=2

- =
Vi(z,y)=(y+2x)i +zj
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Figura 4.17. Mueve el punto (zg, yy) y observa como el vector gradiente es
ortogonal a la curva de nivel donde se encuentra el punto (z,

Evaluamos en el punto (1, 1)
e e T
Vi(1,1)=(1+21)7 +15 =37 +17

Este vector es ortogonal a la curva de nivel en el punto (1,1). Para
obtener el vector tangente invertimos sus componentes vy
multiplicamos el primero por —1.

- -
Vector tangente = —1(1) % +35 = —14 + 3

Y al dibujarlo en el plano xy obtenemos el vector con origen en
(1,1) y punto finalen (1 — 1,14 3) = (0,4).
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Por dltimo, en la Figura 4.18 podemos apreciar que en efecto, el
vector gradiente siempre apunta hacia la direccidn de la grifica
donde la pendiente se incrementa mas rapido.

\ | [ Normanzar, |

Dim= =[5 [4 x [=[5 |+ Q

flay)=

Figura 4.18. Mueve el punto (zg, yy) y observa como el vector gradiente en ese
punto siempre apunta en la direccidon donde la pendiente se incrementa mas rapido.
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Capitulo V

Maximos y minimos

5.1 Aproximacion polinomial.

Cuando es complicado trabajar con una funcién, es comun tratar de
encontrar una funcidn mas sencilla que de cierta manera aproxime
a la funcion inicial. Como ya vimos, es posible aproximar una
funcién de dos variables f(x,y) utilizando una funcién lineal, es
decir por medio de la ecuacion de su plano tangente.

La ecuacidn del plano tangente no es otra cosa que el polinomio de
Taylor de primer grado para f en (z,y). Esta aproximacién puede

ser lo bastante buena, sin embargo es posible mejorarla utilizando
una funcion de grado mayor, en particular utilizando un polinomio
de Taylor de grado m para f en (z,y) como veremos en esta

seccion.

Polinomio de Taylor en funciones con una variable

La idea para aproximar una funcién de una variable f(x) es tomar
un valor a de tal forma que f(a) es conocido y a partir de este
construir un polinomio de grado n denotado como P,(z), cuya
grafica pase por el punto (a, f(a)) y aproxime bien la grafica de la
funcidn, en otras palabras intentar hacer f(z) = P,(x).
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Si consideramos ¢ = a vy el polinomio de grado n

Pn(ilt) = ap + al(e’E — CL) + ?z(x —)a)Q + a,3(a: — a)3 4+t

= P,(a) = ap + a1(0) + a2(0)? + a3(0) + - - - + a,(0)" = ag
Si derivamos P, (x) y sustituimos £ = a obtenemos
P'(z) = a1 + 2as(z — a) + 3az(z — a)® + -+ + na,(z — a)* !
= P (a) = a1 + 2a2(0) + 3a3(0) + - - - + na,(0)" ' = a
Si derivamos P) (x) y sustituimos = a obtenemos
P!(z) = 2ay + 6as(z — a) + - + n(n — L)ay(z — a)" 2
= P!(z) = 2a3 + 6a3(0) + - - - + n(n — 1)a,(0)" 2 = 2ay
= P/(a) = as = a3 = @

Si continuamos haciendo el mismo procedimiento hasta no poder
hacerlo mas tenemos que

/n P;Ln a
P (a) = n(n —1)(n - 2) 240 = n = gy

Por lo tanto podemos escribir el polinomio como

Py(z) = Pu(a) + 2%(z — a) + 2l (2 — a)2 + ELD (7 — a)?
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Que puede generalizarse en funciones con una variable como
vemos en la siguiente definicidn.

Definicién 5.1. Sea f(x) una funcién de una variable n veces
derivable en a. Entonces el polinomio :

Pu(z) = f(a) + B2z — o) + (2 — a)* + L1(z — a)"

Es llamado polinomio de grado n para f en a.

Ejemplo: Encuentre polinomio de grado 2 de la aproximacién de
Taylor para la funcién f(z) = 223 — z en el punto a = 2

En este caso se pide el polinomio de grado 2, por lo que haremos la
primera y segunda derivada de f(x).

f'(z) = 62 — 1

Ya que tenemos el valor de las derivadas en el punto a = 2, lo
sustituimos en el polinomio de Taylor de grado 2 para f(z).
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Py(2) ~ 14 + 23(z — 2) + Z(z — 2)?

— 14 + 23z — 46 + 12x2 — 48z + 48
— 1222 — 252 + 16

Comparamos el resultado de la aproximacion con el de la funcién
original en el punto a = 2.

f(2)=202°-2=16-2=14
P5(2) = 12(2)2 — 25(2) + 16 = 48 — 50 + 16 = 14

Como vemos la aproximacion en este caso es exacta en el punto
a = 2. Hay que tomar en cuenta que la aproximacion va a ser

menos precisa cuanto mds alejados estemos del punto que
tomamos para hacer los cdlculos. Por ejemplo, si evaluamos la
aproximacidn en a =3 notamos que hay una diferencia

significativa en los resultados del polinomio vy la funcidn original.
F(1) =2(3) —3 =51
Py(3) = 12(3)2 —25(3)+16 =48 — 50 + 16 = 49

En la Figura 5.1 podemos ver griaficamente la aproximacion de
funciones por el polinomio de Taylor.
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Gaw [1v] P (1) = 0+1(x-1)

f@ =

Figura 5.1. Mueve el punto a y selecciona el grado del polinomio de Taylor para
observar la grafica de la aproximacion.

Polinomio de Taylor en varias variables

Ahora veamos cémo aproximar funciones de varias variables
utilizando el polinomio de Taylor. Al igual que en secciones
anteriores primero se verd la definicion en funciones con dos
variables para después generalizarse a n variables.

Ya vimos que en funciones con dos variables f(z,y), la mejor
aproximacién lineal de f en un punto (zg,yo) estd dada por su
plano tangente, es decir

f(z,y) ~ f(zo,y0) + fa(zo, v0)(x — o) + f,(z0,y0) (¥ — v0)
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Si generalizamos la definicién del polinomio de Taylor (Definicion
5.1) a funciones con dos variables tenemos que acompanar a cada
variable con su derivada parcial. Por ejemplo, el polinomio de grado
uno vendria dado por

Pi(z,y) = f(zo,yo) + ZE) (3 — gg) + LlZ0tn) (o) )

Como podemos notar, la ecuacion del plano tangente en funciones
con dos variables es igual a la ecuacién del Polinomio de Taylor de
grado uno. Por lo general esta es una buena aproximacion, sin
embargo podemos mejorarla incrementando el grado del
polinomio, es decir utilizando un polinomio de Taylor de grado n.

Al igual que en funciones con una variable necesitaremos que
f(x,y) pueda derivarse n veces, para ello f debe tener derivadas

de orden superior. Por ejemplo, si queremos hacer una
aproximacion cuadratica, utilizamos el polinomio de Taylor de
grado dos y necesitamos que f tenga derivadas de orden dos, es

decir que existan fzz, fyy, foy Y fyz- En este caso el polinomio de
grado dos estaria dado por

P2(ac,y) — f(wo,yo) + fw(wmyo)(w _ 330) + fy( o,yo) (,y y0)+

+#(~T — )’ + fey(20,v0)(z — 20)(y — w0) %f‘(y — 10)?

Nota: Como las derivadas parciales cruzadas fmy y fyx son iguales
(Teorema 4.20), las combinamos en un solo término.
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Definicién 5.2. Sea f(z,y) una funcién de dos variables con
derivadas de orden dos, y (g, o) un punto en el dominio de f,
el polinomio de Taylor de grado dos para f en (zo, yo) es

Py(x,y) = f(20,y0) + £ (3 — gg) + DulZ0t0) (o g0y 4

L) (3 — 20)2 4 foy (0, 90) (& — 20) (¥ — 90) + L2 (y — vo)?

Ejemplo: Encuentre el polinomio de grado 2 de la aproximacion de
Taylor para la funcién f(z,y) = sen(x) + sen(y) en el punto
(1,2).

Primero evaluamos la funcién en el punto (1, 2)
f(1,2) ~0.84 + 0.90 ~ 1.75

Ahora calculamos las derivadas parciales de primer y segundo
orden:

fz(1,2) = cos(z) ~ 0.54
fee(1,2) = —sen(z) ~ —0.84
£,(1,2) = cos(y) ~ —0.41
fw(1,2) = —sen(y) = —0.90
faey(1,2) =0

Sustituimos lo obtenido en la férmula de la definicion vy
simplificamos.
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Py(z,y) = 1.75+ 0.54(z — 1) — 0.41(y — 2) — 24 (z — 1) +
0(z — 1)(y — 2) — % (y — 2)°

= 1.75 + 0.54z — 0.54 — 0.41y + 0.82 — 0.42(z*> — 2z + 1) —
0.45(y* — 4y + 4)

= 1.75 + 0.54z — 0.54 — 0.41y + 0.82 — 0.422% + 0.84x —
0.42 — 0.45y? + 1.8y + 1.8

= —0.19 4 1.382 + 1.39y — 0.42z* — 0.45y>

Comparamos el resultado de la aproximacion con el de la funcién
original en el punto (1, 2)

£(1,2) ~ 0.84 +0.90 ~ 1.75

P5(1,2) = —0.19 + 1.38(1) 4 1.39(2) — 0.42(1)2 — 0.45(2)2 ~
1.75

Como vemos con la aproximacion se obtiene el valor exacto de la
funcién (redondeado a 2 décimas), evaluada en el punto (1,2),
pero como pasa en funciones con una variable esta aproximacion
empeora mientras mas nos alejemos del punto tomado para
obtener el polinomio. Por ejemplo, si utilizamos el polinomio para
aproximar el valor de la funcién en el punto (0.5, 2.5) tenemos que

£(0.5,2.5) = 0.47 + 0.59 ~ 1.06

P5(0.5,2.5) = —0.19 + 1.38(0.5) + 1.39(2.5) — 0.42(0.5)2 —
0.45(2.5) ~ 1.05

Lo cual nos da un resultado mas alejado al valor de la funcidn.
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Si utilizdramos sdlo la aproximacion lineal (polinomio de Taylor de
grado 1) podemos notar que la aproximacién es peor aln

L(z,y) =1.75 4+ 0.54(x — 1) — 0.41(y — 2) = 2.03 4 0.54x —
0.41y

L(0.5,2.5) = 2.03 + 0.54(0.5) — 0.41(2.5) = 1.27
En general mientras mas alto sea el grado del polinomio mejor sera

la aproximacion alrededor del punto tomado como podemos
apreciar en la figura.

Dim = -]Z[+ % -]I[.'.
Grado [ 2 V|

fey) =) | oy =( =[ 1% [+, [=[o0 [+

Figura 5.2. Mueve el punto (z, yy) v selecciona el grado del polinomio de Taylor
para observar la grafica de la aproximacion. Nétese que mientras mas alto es el
grado, el polinomio se asemeja mds a la gréfica de la funcidén alrededor del punto

(9, Y0)-
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Si queremos utilizar un polinomio de grado mayor a 2 en funciones
con dos variables podemos calcular el patrén que nos permita que
todas las derivadas parciales del polinomio sean iguales a las
derivadas parciales de la funcién en el punto (xg, yo). Si asumimos

gue al calcular el polinomio de Taylor grado n de una funcién
f(x,y) existen derivadas parciales de orden n, entonces este
patrén se define de la siguiente manera.

Teorema 5.1. Sea una funcién de dos variables f(x,y) con
derivadas parciales de orden n en un punto (zg, yo). El polinomio
de Taylor de grado n para f en el punto (zg, yo) es

e iy (o, Uo)

j . :
ZZ L T —(z — 20)"(y — o)’
1=0 j5=0 2‘7

Podemos verificar que en efecto obtenemos el polinomio de Taylor
de grado 2 utilizando la definicién. Donde los indices en cada
iteracion en la suma se actualizan de la siguiente manera:

1=0,7=0
1=0,7=1
1=0,7 =2
1=1,7=0
1=1,7=1
1=2,7=0
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Note que el valor de j inicia en 0 e incrementa hasta 2 — 1.

_ f(fg;)(ﬁ/o) (z — 20)°(y — v0)° + fg(g;ol,'yo (z — 20)°(y — wo)* +
fyygﬂ!ﬁgfyo) (z — :E())O(y - y()) 4+ fm(lw'%,'yo (z — zo 1( P )
Lafobin) (3 — 20) (y — yo)* + L2558 (2 — )2 (y — )"

= f(x0,%0) + fy(zo,y0)(¥ — vo) + M(’y yo)” +
fe(20, ¥0) (2 — 20) + fay (o, y0)(z — o) (y — yo) + W(w
130)2

En general, para cualquier funcion de n variables tenemos la
siguiente expresion.

Definicién 5.3. Sea f() una funcién de m variables @ =

1, X2, ..., T, con derivadas parciales de orden n en un punto
a = (a1, asg, ..., an). El polinomio de Taylor de grado n para f
en @ es

Py(@) = f(d) + 24 - (7 - @) + 244 (7 — @)+

..+%.(?_ﬁ)n

Donde A"f(ﬁ) es una matriz que contiene todas las derivadas

parciales de orden n de la funcién en a y es llamada matriz
Hessiana.
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Definicién 5.4. Sea f(x1,x2, ..., ;) una funcién de n variables.
Decimos que la matriz hessiana A2f(:c1,x2, ey Xy) de f, es la

matriz que contiene todas las derivadas parciales de orden dos
de f, es decir:

fwlwl fwlwg Ut fwlmn

fmwl fw2w2 tte fwgmn
A2f(£131, L2, 7xn) — . . .

-fccnw1 fccnwz Tt fmnwn_

Aunque la definicidn de matriz Hessiana solo considera las
derivadas de orden 2 se puede hacer la analogia a drdenes
superiores. Esto es debido a que es poco comun utilizar un matriz
con derivadas parciales de orden 3 o mayor.

Por ejemplo, la matriz Hessiana A2f(w0,y0,z0) en un punto
(0, Yo, 20), de una funcién f(z,y, z) es:

fmw(wﬂayO)ZO) fmy(:EO)yO)zO) fxz($0)y0720)
fya (20, Y0, 20)  fyy(0, Y0, 20)  fiz(Zo, Yo, 20)
fza:(wan()’zO) fzy(m'anOazO) .fzz(m07y0720)

5.2 Puntos criticos de funciones reales.
En funciones de una variable, un punto critico es cualquier valor en

el dominio donde la funcidn no es diferenciable o cuando su valor
es cero y se define de la siguiente manera.
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Definicién 5.5. Sea f(x) una funcién de una variable y = a un
punto en el dominio de f. Decimos que a es un punto critico de
f si f'(a) = 0o cuando f'(a) no estd definido.

Graficamente un punto critico no admite una tangente o Ia
tangente es una linea horizontal o vertical como vemos en la Figura
5.3.

57l

Ejemple |_‘-_ VI f(O) =0 DPunms criticos

La derivada es igual a cero. La linea tangente ep-el punto a=0-es Horizontal.

foy =z p=l=[em |+

Figura 5.3. Mueve el punto a para ver si es un punto critico en f(z).

Ejemplo 1: Encuentre los puntos criticos de la funcién f(x) = x> +
222 + 1 definido en la regién [—5, 5] del plano xy.
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Calculamos f'(x)
f'(z) = 3z + 4z = z(3z + 4)

Como f(x) estd definida en todos los reales tenemos que buscar
los valores donde f'(x) = 0. Para esta funcién ocurre cuando z =
Oyx= —%, por lo tanto la funcidn tiene dos puntos criticos en la
regién del plano [—5, 5].

Ejemplo 2: Encuentre los puntos criticos de la funcién f(z) = z* +
622 + 12z + 8 definido en la regién [—5, 5] del plano zy.

Calculamos f'(z)
f'(z) = 3z% + 12z + 12 = 3(z + 2)?

En este caso solo se cumple que f’(a:) = 0 cuando x = —2, por lo
tanto la funcién tiene un uUnico punto critico en la regién del plano

—5,5].

En la Figura 5.3 podemos comprobar que la linea tangente es
horizontal en los puntos criticos para ambos casos.

Puntos criticos en funciones con varias variables

Ya vimos que en funciones con una variable los puntos criticos
ocurren cuando la derivada de la funcidon es igual a cero o no existe.
En funciones con varias variables la idea es la misma con excepcion
de que ahora se trabajan con derivadas parciales. De este modo, la
definicion se puede generalizar de manera directa como sigue.
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Definicién 5.6. Sea f(x1, x2, ..., ;) una funcién de n variables y
(a1,as,...,a,) un punto en el dominio de f. Decimos que

(a1, a2, ...,an) es un punto critico de f si cumple con alguno de
los siguientes casos:

L. fe(a1, a9, ...,a,) = fy(ai,az,...,a,) =0

2. Tanto fy(a1,as,...,a,) como f,(a1,as,...,a,) no existen

En funciones con dos variables la interpretacién geométrica de los
puntos criticos es similar a la que se tiene en funciones con una
variable, solo que en este caso en lugar de que se encuentre una
linea tangente horizontal en el punto critico, se encuentra un plano
tangente horizontal como podemos apreciar en la Figura 5.4 .

fiix,y)= ient;-c]luus[\,-) ~

flxuy,) =1 f,(%;.y,) = -0.84

(xpyy) = ( _-I', —+

Figura 5.4. Ejemplos de puntos criticos en dos variables. 265
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Ejemplo 1: Calcule los puntos criticos de la funcién f(x,y) =
sen(x) + cos(y) definida en la regién zy con dimensién 4 x 4.

Calculamos fr v fy

fz = cos(z)y f, = —sen(y)

Para que cos(z) = 0 el valor de = debe ser § o —7 y para que
—sen(y) = 0 el valor de y debe ser 7, —m 0 0, entonces los puntos
criticos de la funcién se dan en (—%,—m), (—%,0), (—%,7),
(3,—m), (5,0) y (5, 7). En el ejemplo 1 de la Figura 5.4 podemos
ver gue en todos esos puntos el plano tangente es horizontal.

Ejemplo 2: Calcule los puntos criticos de la funcién f(x,y) = zt +

y* — 4zy + 1 definida en la regién zy con dimensién 2 x 2.

Calculamos f, v fy

fo=4z° —dy=4(z® —y)y f, = 4° — 4z = 4(y° — =)

Para que 4(z® —y) = 0 los valores de = y y deben ser z = —1,
y=-loz=0,y=00y=1,z=1,yparaqued(y>—z)=0
de igual manera los valores de ¢z y y debenserx = -1,y =—1o0

x=0, y=0 o0 y=1,z = 1. Por dltimo las combinaciones de
valores que hacen que 4(z3 —y)=4(y>—z) =0 son en los
puntos criticos (—1, —1), (0,0) y (1, 1).
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5.3 Maximos y minimos.

Maximos y minimos locales en funciones con una variable

El propdsito principal de hallar los puntos criticos es localizar los
maximos y minimos de una funcién, ya que estos proporcionan
informacidn relevante que sirven en muchas ciencias para realizar
optimizaciones o programacion matematica, la cual nos permite
seleccionar el mejor elemento dentro de un conjunto segun
nuestras necesidades. Por ahora se definirdn los maximos vy
minimos locales de una funcidn, pero mas adelante veremos los
gue son los maximos y minimos absolutos.

Definicién 5.7. Sea f(x) una funcién y = a un punto en el
dominio de f. Los maximos y minimos locales de la funcién se
definen de la siguiente manera:

1. Mdximo local: Si f(a) > f(x), cuando x estd cercano a a.

2. Minimo local: Si f(a) < f(«), cuando x estd cercano a a.

Comunmente cuando una funcién tiene un minimo o un maximo
local se dice que la funcién tiene un extremo local. Los cuales
cumplen con una propiedad muy interesante la cual nos dice que si
una funcidn tiene un extremo local en un punto z = a, entonces el

punto a es un punto critico.
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f(x): |5e|1fx: | 1= |4 ||||| : |}|

Figura 5.5. Mueve la barra y observa que los extremos locales son los puntos mas
altos o mas bajos en pequefios intervalos de la funcién.

En la Figura 5.4 podemos ver grdficamente que los extremos
locales se encuentran en los puntos donde la funcién es mas alta o
baja dentro de un pequeno intervalo. Observe como todos los
extremos locales se encuentran en puntos criticos. Esta propiedad
se deduce del Teorema de Fermat, la cual dice lo siguiente:

Teorema 5.2. Sea f(x) una funcién diferenciable con un extremo
local en un punto a. Entonces f'(a) = 0 [20]

Este teorema es llamado criterio de la primera derivada y nos sirve
para identificar con mayor facilidad extremos locales a partir del
calculo de puntos criticos.
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Es importante notar que aunque un extremo local siempre se
encuentra donde hay un punto critico, un punto critico no siempre
se encuentra donde hay un extremo local, esto es debido a que los
puntos criticos no siempre nos dan los puntos mds altos o mas
bajos de una regidn, es decir, cuando los puntos criticos son puntos
de inflexidn (puntos donde la funcidn cambia de concavidad), por
ejemplo, si graficamos la funcién z3 en la Figura 5.3 vemos que

tiene un punto critico en el origen que a su vez es un punto de
inflexion por lo que no es un extremo local.

Entonces para poder hallar los extremos locales por medio de los
puntos criticos utilizamos el teorema llamado el criterio de la
segunda derivada gue dice lo siguiente:

Teorema 5.3. Sea f una funcién derivable dos veces x = a un
punto en el dominio de f . Supongamos que f'(a) = 0, es decir
a es un punto critico, entonces

1.Si f"(a) > 0, entonces f(a) es un minimo local.
2.Si f"(a) < 0, entonces f(a) es un méximo local.

3.Si f"(a) = 0, entonces el criterio no decide. En este caso

f(a) puede ser un maximo o un minimo relativo o ninguno

de los dos (es un punto de inflexidn). Para este caso habria
que buscar otro modo de determinarlo.

Ejemplo 1: Determine si los puntos criticos de la funcién f(z) =
z3 + 22% + 1 definidos en la regién [—5,5] del plano zy son
extremos locales utilizando el criterio de la segunda derivada.

269



Anteriormente se habfa calculado f’(z) = 3z% +4x y que los
puntos criticos de esta funcidn sedanenx =0y x = —%. Ahora
comprobamos si son extremos locales.

f'(z) =6x+4

Paraxz =0, f”(0) = 6(0) + 4 = 4. Como f(a) > 0 entonces es un
minimo local.

Paraz = —3, f"(0) = 6(—3) + 4= —8+4 = —4. Como f(a) <
0 entonces es un maximo local.

Por lo tanto los dos puntos criticos de la funcién en el intervalo
[—5, 5] son extremos locales.

Maximos y minimos absolutos en funciones con una variable

Cuando un punto £ = a cumple alguna de las desigualdades de la

Definicion 5.8 para todos los puntos donde estd definida una
funcién y no solo en los puntos cercanos decimos que f tiene un

extremo absoluto (mdaximo absoluto o minimo absoluto) en = a,
es decir:

Definicién 5.8. Sea f(x) una funcién y a un punto en el dominio
de f. Entonces

1. Mdximo absoluto: Si f(a) > f(x) para todo z en el
dominio de f.

2. Minimo absoluto: Si f(a) < f(«) para todo x en el dominio
de f.
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Una funcion no siempre tiene extremos absolutos es por eso que
antes de realizar cdlculos es recomendable determinar si es que
existen. El siguiente teorema conocido como teorema del valor
extremo nos da las condiciones suficientes para garantizar esto.

Teorema 5.4. Sea f(x) una funcién. Si f es continua sobre un
intervalo cerrado y acotado [a,b] entonces existe un mdximo

absoluto y un minimo absoluto en algunos puntos del intervalo
a, b].

Entonces si nos tomamos un intervalo continuo en f sabemos que

existen extremos absolutos y la forma de hallarlos es realizando los
pasos del siguiente teorema.

Teorema 5.5. Sea f(z) una funcién continua en un intervalo I
cerrado y acotado. Para encontrar los extremos locales de f
hacemos los siguiente:

1. Se calculan los valores de f en los puntos criticos en el
interior de 1.

2. Se calculan los valores de f en la frontera de 1.

3. El més grande de los valores obtenidos en los pasos 1y 2
es el valor maximo absoluto y el valor méas pequefio es el
valor minimo absoluto.
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Ejemplo: Calcula los extremos absolutos de la funcién f(z) = x3 —

322 + 1. En el intervalo cerrado y acotado —% <z <31

Como f es continua en —% < z < 4 empleamos el procedimiento
del Teorema 5.5. Primero calculamos los puntos criticos.

f'(z) = 3z% — 6x = 3(x? — 2z)

f'(z) = 0 solo ocurre cuando z = 0 y x = 2 por lo tanto tiene dos
puntos criticos. Calculamos sus valores en f.

f(0)=0"-3(02+1=1yf(2)=2°-3(2%+1=-3

Ahora calculamos los valores de f en la frontera del intervalo
—% < x<3.1 esdecirenz = —% yx = 3.1

f(=3)=(=3)=3(-3)+1=—§5 -5 +1=4
f(31)=31>-33.1)*+1~1.9

Comparando todos los valores que obtuvimos concluimos que el
maximo absoluto en —1 < z < % se da en el punto frontera x =

3.1 y el minimo absoluto en el punto interior x = 2. Si graficamos la
funcion sobre el intervalo continuo —% < x < 3.1 en la Figura 5.6
es facil ver que los extremos absolutos se dan en esos puntos.
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Maximo Absoluto = (3.1,1.96)
Minimo Absoluto = (2,-3)

i e | e R A SR

Figura 5.6. Mueve el intervalo I y observa los extremos absolutos. Las lineas
verticales representan la frontera de I y el relleno transparente el interior de I.

Maximos y minimos locales en funciones con varias variables

Al igual que en funciones con una variable, encontrar los puntos
criticos nos facilitan la busqueda de valores extremos. En este caso,
dichos valores extremos (maximos y minimos locales) se definen
como sigue.
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Definicién 5.9. Sea f(x1, x2, ..., ;) una funcién de n variables y
un punto (a1, as, ..., a, ). Entonces

Méximo local: Si f(a1,a2,...,an) > f(x1,x2, ..., n) para todos
los puntos del dominio (x1,Z3, ..., ;) en un disco abierto con
centro en (ay, as, ..., ay)

Minimo local: Si f(a1,as,...,a,) < f(x1, 2, ..., 2,) para todos
los puntos del dominio (x1,Z2,...,Z,) en un disco abierto con
centro en (ay, as, ..., ay)

Es decir, un extremo local es un punto que es mas alto o bajo en
comparacion con los puntos mds cercanos como podemos ver en el
ejemplo de la Figura 5.7.

El punto (-1.57.-3.14) es un minimo local, ya que
en ese punto f obtiene el valor mas pequefio
dentro del disco D.

D=(=[ ]+, =[5 ]+)

2H’gura 5.7. Mueve el disco D y observa que los extremos locales son los puntos
m3A< baios o altos dentro de 1)
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Y como en funciones con una variable, para encontrar los extremos
locales analiticamente utilizamos el criterio de la primera derivada,
la cual dice que:

Teorema 5.6. Sea f(x1, x2, ..., ) una funcién diferenciable con
un extremo local en un punto (ai,as,...,a,) de su dominio,
entonces f, = f, = 0 [2]

Este teorema nos dice que los Unicos puntos donde la funcién
f(x1,xs,...,z,) tiene extremos locales estdn en puntos criticos.
Sin embargo, es importante notar que esto no quiere decir que
siempre vamos a encontrar extremos locales en todos los puntos
criticos, por ejemplo, si graficamos la funcién f(z) = z? +y4 —
4rxy+1 en la Figura 5.4 obtenemos los puntos criticos
(—1,—-1),(1,1) y (0,0), y es facil ver que los puntos (—1,—1) vy
(1,1) son minimos locales, mientras que en el caso del punto (0, 0)

no es asi, ya que tiene tanto puntos mas bajos como mas altos a su
alrededor.

Esto ocurre ya que al igual que en funciones con una variable, un
punto critico podria ser un punto de inflexidon, solo que en este caso
se da lo que se conoce como puntos silla.

Definicién 5.10. Sea f(zx1, x2, ..., £,) una funcién de n variables.
Decimos que f tiene un punto silla en un punto critico a =
(a1, as, ...,ay), si en cada disco abierto con centro en d existen
puntos en el dominio de f donde f(@) < f(z1,%2,..., Tn) Y
F(@) > f(z1, @2, ..., T,) ocurren de manera simultanea.
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En pocas palabras un punto silla es un punto critico que no es un
extremo local, y al igual que en funciones con una variable
podemos identificarlos al criterio de la segunda derivada que se
define como sigue en funciones con dos variables.

Teorema 5.7. Sea f(xz,y) una funcién de dos variables con
derivadas de orden 2 dentro de un disco con centro en un punto
(a,b), y supongamos que f, = f, =0, es decir (a,b) es un
punto critico de f. Sea

D = D(a,b) = fiz(a,b)fy(a,b) — [fmy(a’b)P

1.Si D >0y fz(a,b) >0, entonces f(a,b) es un minimo
local

2.5iD >0y fiz(a,b) <0, entonces f(a,b) es un maximo
local

3.Si D < 0, entonces f(a, b) no es un extremo local.

Nota 1: Si se presenta el caso donde D = (0, el teorema no nos da
informacidn y ese punto podria ser cualquiera de los tres casos por lo
gue se tendria que buscar otra manera de determinarlo.

Nota 2: La expresién fy.(a,b)fyy(a,b) — [fzy(a,b)]? se conoce como

discriminante o Hessiano de f y también puede escribirse como el
determinante:

D— fzz(a,b)  fzy(a,d)
fyx(a'7 b) fyy(a’ b)
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Lo que nos dice el teorema es que si el discriminante es positivo en
el punto (a, b) la grafica se curva hacia abajo si f;, < 0, por lo que
(a,b) es un minimo local y hacia arriba si f;, > 0, por lo que (a, b)
es un maximo local. Generalmente el caso donde el discriminante
es negativo quiere decir que la gréfica se curva hacia arriba en
algunas direcciones y hacia abajo en otras, por lo que (a,b) es un
punto silla.

En la Figura 5.8 podemos ver graficamente varios ejemplos de este
criterio.

fiix,y)= |ﬂ-_-r|[x] 1 uu_st_y) ~

Minimo local: (-1.57.3.14), (-1.57.3.14)

’
D]
Maximo local: (1.537.0)

Punto silla: (-1.57.00. (1.57.-3.14) .{1.57, 3.14)

Tenemos que f =1 v f =-0.84 por lo tanto

(0, 1) mer 5 un punto critico.

fxuy,) =1 f,(%5.y,) = -0.84

(oye) = ([=[ o2 [#], [=] 12 [+)

Figura 5.8. Ejemplos del criterio de la segunda derivada en funciones con dos
variables.
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Ejemplo: Determine si los puntos criticos de la funcién f(x,y) =
z* 4+ y* — 4zy + 1 definida en la regién zy con dimensién 2 x 2
son extremos locales utilizando criterio de la segunda derivada.

Anteriormente ya se calcularon las primeras derivadas parciales y
los puntos criticos de f, donde:

fo=423 —dy=4(z3 —y)y f, = 4> — 4z = 4(y® — z)
Y los puntos criticos son (—1,—1), (0,0) y (1, 1)
Ahora calculamos las derivadas de orden 2
foa =122, fy, = 1247y fo, = fyo = —4

Calculamos el discriminante en los puntos criticos, primero para el
punto critico (—1, —1)

12(-1)2 -4

4 (1 T2z (49

D(-1,-1) =

=144 — 16 = 128

Como D >0y f..(—1,—1) > 0 entonces (—1,—1) es un punto
minimo local.

Ahora para el punto critico (0, 0)

12(0)2 -4

N a0y T 00 (44 =16

D(0,0) = ‘

Como D < 0 entonces (0, 0) es un punto silla.
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Por dltimo, para el punto critico (1, 1)

12(1)2 -4

Ny =122 (49

D(1,1) = ‘

=144 — 16 = 128

Como D >0vy f.(1,1) > 0 entonces (1,1) es un punto minimo
local.

Maximos y minimos absolutos en funciones con varias variables

Ya vimos que los extremos locales de una funcién son los valores
mas grandes y mas pequenos dentro de un disco con centro en un
punto. Decimos que los extremos absolutos son los valores mas
grandes y pequeinos en todo el dominio de f y se definen de la

siguiente manera:

Definicién 5.11. Sea f(x1, z2, ..., ;) una funcién de n variables
y (a1, as, ..., a,) un punto en el dominio de f. Entonces

1. Mdximo absoluto: Si  f(a1,az,...,a,) > f(x1,x2, ..., Ty)
para todos los puntos en el dominio de f.

2. Minimo absoluto: Si  f(ay,as,...,a,) < f(z1, T2, ..., Ty)
para todos los puntos en el dominio de f.

Una funcién no siempre tiene extremos absolutos, es por eso que
primero es necesario saber si es que existen. Gracias al teorema del
valor extremo podemos determinar si en una regidn acotada de la
funcidn hay extremos absolutos, el cual dice lo siguiente.
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Teorema 5.8. Sea f(x1,x2,...,2,) una funcién de n variables
continua en un conjunto R cerrado y acotado. Entonces
f(x1,x2,...,2n) alcanza un valor maximo absoluto y un valor
minimo absoluto en algunos puntos en R. [1]

Por tanto, si sabemos que en un conjunto cerrado la funcién es
continua, eso significa que existen extremos absolutos, ahora solo
faltaria saber como encontrarlos. Esto se lleva a cabo siguiendo los
pasos del siguiente teorema.

Teorema 5.9. Sea f(x1,x3,...,2,) una funcién de n variables
continua en un conjunto R cerrado y acotado. Para encontrar los
extremos locales de f hacemos lo siguiente:

1. Se calculan los valores de f en los puntos criticos que se
encuentran en el interior R.

2. Se calculan los valores de f en los extremos de la frontera
de R.
3. El mds grande de los valores obtenidos en los pasos 1y 2

es el valor maximo absoluto y el valor mas pequefio es el
valor minimo absoluto.

Ejemplo: Determine los extremos absolutos de la funcién
f(z,y) = 2> +y*> — 2y + = + y sobre el tridngulo R definida por
las condicionesz < 0, y <Oyzxz +y > —3.

Como f es polinomial entonces es continua sobre el tridngulo
cerrado y acotado R, por lo que existen tanto un minimo absoluto

como un maximo absoluto es esa region por el Teorema 5.8.
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1- Calculamos los puntos criticos en el interior de R, esto ocurre
cuando

fe=22+1-y=0yf,=2y+1—-2=0

De modo que el Unico punto critico es (—1,—1) y es fécil
comprobar que se encuentra en R. Donde f(—1,—1) = —1.

2- Ahora calculamos los valores extremos de la frontera de R, es
decir la region sobre la cual f se convierte en una funcién de una
variable. En la Figura 5.9 podemos ver que el tridngulo R esta
compuesto por 3 segmentos Lq,Ls y L. Sobre L; (segmento
conectado por (—3,0), (0,0)) tenemos quey =0y

z=x42x —-3<z<0

o7l
(-3,0) L, (0.D)
L,
Ly
(0,+3)
281
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Calculamos los valores extremos en la regidn —3 <z < 0.

Z=2r+1=0=>2=—

DN [ =

Obtenemos un punto critico con valor z(—%) = (—%)2 + (—%) =
11

i~ 3= —%. Ahora evaluamos la funcidn en los extremos de la
region —3 < z < 0, es decir

2(—3) = (—=3)2+(-3)=9-3=6y2(0)=02+0=0

De esto tenemos que el valor maximo en —3 < x <0 se da en

f(=3,0) =6 y el valor minimo en —3<z<0 se da en
1 1

f(—§,0) — _Z

Sobre Ly (segmento conectado por (0,0), (0, —3)) tenemos que
=0y

z=y’+y —3<y<0
Calculamos los extremos locales en la regién —3 <y <0

Z=2y+1=0=y=—

N[

» 2
Obtenemos un punto critico con valor z(—3) = (—3)" + (—3) =
%1 — % = —%. Ahora evaluamos la funcidn en los extremos de la

region —3 < y < 0, es decir
2(=3)=(-3)>+(-3)=9-3=6y2(0) =02 +0=0

De esto tenemos que valor maximo en —3 <y <0 se da en
f(0,—3)=6 y el valor minimo en —3<y<0 se da en

0,-1)=-1.
];gz 2) 4



Sobre L3 (segmento conectado por (—3,0), (0, —3)) tenemos que
rt+y=-3=>y=-3—xvy

z=2*+(-3—z)?—z(-3—2z)+z+ (-3 —x)
=3224+92+6 —3<z<0
Calculamos los extremos locales en la regién —3 <y <0

Z=6z+9=0=>2=—

(=] Ne)

N |

" 2
Obtenemos un punto critico con valor z(—32)=3(-%)" +
9 (—%) + 6 = %7 — i—‘l + % = —% . Ahora evaluamos la funcién en

los extremos de la region —3 < z < 0, es decir
2(—3)=3(-3)*+9(-3)+6=27—-27+6
=6y 2(0) =3(0)2+9(0)+6=26

De esto tenemos que el valor maximo en —3 <z <0 se da en
f(—=3,0) = f(0,—3) =6 y el valor minimo en —3 <y < 0 se da

3 _3y_ _3
en(—3,—3%)=—1.
3- Comparando todos los extremos locales y concluimos que el
mdximo absoluto se da en los puntos frontera (0, —3), (—3,0) con

valor 6 y el minimo absoluto en el punto interior (—1, —1) con valor
—1.

En la Figura 5.10 podemos ver graficamente un ejemplo donde

mediante este método podemos encontrar los valores més grandes
y pequenos en una region acotada.

283



7o K e | . |

— A=Yy

(o3 = ((=[00]+ . [=[oo]4]) [ ]valexremos

’
O ]
En este segmento tenemos que x=1,

entonces sustituyendo z=1 vy+y: =y+ ¥,
Calculamos la derivada de z y la igualamos
a cero para obtener puntos criticos.

2= 142y =0=>y=m—0
it 2

Obtenemos un punto critico con valor:
1 i 1 1 1.2 1
«'-("E] —J(L'E] Sy + ('—E} ==

Por altimo evaluamos a z en los extremos del
segmento, es deciren 2y -2,

2)=f(12)=2+2"=6

%=2) = f(1,-2) = -2 4/(-2)' =2

Por lo tanto el minimo en el segmento
(1.2)->(1,-2) se da en 2(—=) = f( 1.-}):—} v

el miximo en 2(2) = f(1.2)=6.

Figura 5.10. Observa los maximos y minimos en la frontera e interior de la regidn

acotada |z| < 1,

y| < 2enlafuncién f(z,y) = zy + y2. Puedes seleccionar un

segmento frontera o el interior del rectdngulo para ver los cdlculos realizados.
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5.4 Maximos y minimos con restricciones.

Como hemos visto, obtener los extremos en funciones con varias
variables se hace de manera similar que en funciones de una
variable. Sin embargo, en funciones con varias variables podemos
lidiar con condiciones o restricciones adicionales.

Hasta ahora solo hemos visto cdmo obtener extremos de una
funcidn sin restriccion alguna, asi que ahora veremos cdmo
encontrar los extremos de una funcién, de manera que estos
cumplan con determinadas condiciones (restricciones o ligas
duras). Para ello se utilizara un poderoso método llamado: método
de los multiplicadores de Lagrange, llamado asi en honor al
matemadtico Joshep Louis Lagrange, el cual serd explicado a
continuacidn.

Método de Lagrange

Como ya se menciond, este método sirve para encontrar los
extremos de una funcién de n variables f(ay,as,...,a,), cuando

estd sujeta a alguna restriccién g(as, as, ..., a,). La restriccién g
también es una funcién de n variables con el mismo espacio de
entrada que f y se tiene que ver de la siguiente manera:

g(ai,as,...,a,) =c

donde ¢ es alguna constante. Para entender este método
consideremos una funcién particular de dos variables f(z,y) =
4 —x%—y?® y la restriccién g(z,y) =z +vy =2, si graficamos
ambas funciones podemos ver que g es una linea proyectada sobre
la superficie de f (Figura 5.11).
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|:| t:was

fly) =

L[]
{
A4-4r7y2 {

if B I

glxf) = [oy 2] S = =[]+

Figura 5.11. Mueve el punto P y observa como se grafica la restriccién g sobre la
superficie de f. Nota que al dibujar las curvas de nivel en el plano zy la restriccién g
es tangente a alguna curva sobre algunos puntos.

Entonces, si queremos encontrar los extremos en la restriccidn,
tenemos que encontrar el puntos mas bajo y el punto maés alto en
la linea proyectada por g. En nuestro ejemplo se ve claramente que

el punto (1,1) es un mdximo ya que es el punto mds alto que se
encuentra en g.

Ahora, si retomamos el ejemplo anterior y dibujamos las curvas de
nivel de f y la curva de nivel g = ¢ sobre el plano xy, como se ve

en la Figura 5.11, podemos notar que la curva de nivel de g = c es
tangente a alguna curva de nivel de f. Para nuestro ejemplo
particular esto ocurre en la curva de nivel f(z,y) = 2.
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Que es justamente la curva de nivel que pasa por el punto (1,1) la
cual ya habiamos visto es el punto maximo de la restriccion.

Lo que quiere decir que en los puntos donde la curva g = c es
tangente a alguna curva de nivel de f se encuentran los extremos
de f restringida a g y es justamente lo que se busca calcular con el
método de Lagrange.

A

] 07l
|q/_: Curvas
Vil=(1.2-1.4
Vg = (T2 18
N,y ——

—_—
flLy) = [z 2(x,v)

Figura 5.12. Observa como los vectores gradientes Af y Ag apuntan hacia la
misma direccién (o en la opuesta) en los puntos de tangencia de las curvas de nivel
de fy g = c. Note que Ag es un multiplo de Af en los puntos de tangencia.

Para explicar analiticamente que las curvas de nivel de fy g=c
son tangentes consideremos los gradientes de f y g = ¢, ahora
recordemos que el gradiente de f evaluado en algin punto (zg, yo)
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siempre da un vector ortogonal a la curva de nivel que pasa por ese
punto (Definicion 4.20). Esto significa que cuando las curvas de
nivel de f y g = ¢ son tangentes en un punto P = (xg,¥yp), Sus

vectores gradientes se alinean, es decir deben de apuntar en la
misma direccion (o en la opuesta) como se ve en la Figura 5.12.

Si dos vectores apuntan en la misma direccion (o en la opuesta),
entonces uno debe de ser un multiplo del otro, es decir

Af =X- Ag

donde A es llamado mlltiplo de Lagrange. Entonces el

procedimiento del método de Lagrange se basa en la ecuacion
anterior y se define como sigue.

Definicién 5.12. Sean f(ai,as,...,a,) v g(ai,as,...,a,) dos
funciones de m variables diferenciables. Para determinar los
valores extremos de f sujeta a la restriccidon g = ¢ se debe de:

1. Hallar los valores de aq,as,...,a, Yy I que satisfacen de
manera simultanea las ecuaciones:

Af =A- Agyg(alaa’27 "'aa‘n) = C
2. Evaluar f en todos los puntos que resulten del paso 1. El

mads grande de estos valores es el maximo de f y el mds
pequefo es el minimo de f.

Si se reescribe la ecuacién vectorial Af = X - Ag en términos de
sus componentes, las ecuaciones del paso 1 se transforman en:
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(fa17fa27 ""fan) =A- (gaugaz’ "°7gan)
= fa1 = A 'gamfaz = A 'gana-'-afan = A * Ga,
yg(ai,az,...,an) =c

Lo que podemos ver como un sistema de ecuaciones con n + 1
incégnitas (a1, as, ..., a, Yy A), es decir:

(fa1 :)\'gal

fa2 :)"gaz
Q:

fan :)\'gan
Lg(ai,a2,...,an) =c

donde los resultados del mismo son los puntos que utilizaremos
para encontrar el maximo y el minimo como se describe en el paso
2 del método.

Nota: En algunos caso solo se obtiene un punto al resolver el sistema,
entonces para determinar si es un maximo o un minimo se utiliza el
criterio de la segunda derivada como se explica en el ejemplo 1.

Ejemplo 1: Encuentre los extremos de la funcién f(z,y,z) =
222 + 9% + 322 sujeta a la funcién g(z, y, z) = 2z — 3y — 4z = 49.

Calculamos la primera derivada parcial de las funciones f vy g.

fo=4z,f,=2y.f.=62,9,=2,9,=-3yg. = —4
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Escribimos el sistema de ecuaciones a partir de los componentes
de la ecuacidn vectorial Af = X - Ag y resolvemos.

(4 = 2)\
2y = —3)

< 6z = —4\

2z — 3y — 4z =49

Resolvemos el sistema de ecuaciones con alguno de los métodos
explicados en la seccion 1.7, en este caso se utilizard el método de
sustitucion. Elegimos la primera ecuacidn y resolvemos para x.

_ A
T =73

Sustituimos el valor de = en el resto de ecuaciones y actualizamos
el sistema.

2y = -3
6z = —4A
A—3y—4z =149

Elegimos la primera ecuacion y resolvemos para y.

Sustituimos el valor de y en el resto de ecuaciones y actualizamos

el sistema.
6z = —4)\
11\ 4r — 49
5 T
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Elegimos la primera ecuacion y resolvemos para z.

Z:—?

Sustituimos el valor de z en el resto de ecuaciones y actualizamos

el sistema.

{49)\_49
=

Resolvemos la ultima ecuacidn para A.

Obtenemos los valores de z,y vy z.

A 6
glj_giw_ﬁ_
_ _3A _ 18
y=—5=Y¥y=-3
_ _2) _ 12
2=—F =>z=—3

Evaluamos los puntos obtenidos en f, en este caso solo se obtuvo

el punto (3, -9, —4).

f(3) _9a _4) = 2(3)2 + (_9)2 + 3(—4)2 =
18 + 81 + 48 = 147

2(9) + 81 + 3(16) =

Como podemos ver obtuvimos un resultado Unico al resolver el
sistema (es decir solo un punto) esto quiere decir que la funcion f

sujeta a la restriccidn g solo tiene un maximo o un minimo.

Es importante mencionar que en estos casos no podemos decir
arbitrariamente si es un minimo o un maximo el punto obtenido.;91



Esto es debido a que en problemas del mundo real por naturaleza
debe ser uno en concreto. Entonces para determinarlo aplicamos el
criterio de la segunda derivada (Teorema 5.7).

De acuerdo al teorema de la segunda derivada primero calculamos
el discriminante o hessiano de f, para eso calculamos las derivadas

de segundo orden de f en el punto (3, —9, —4).
f22(3,-9,—4) =4, f,,(3,-9,—4) =0, f,.(3,-9,—4) =0,
fya:('?’a -9, _4) =0, fyy('?’a -9, _4) =2, fyz(?’a -9, _4) =0

f2$(37 _97 _4) - 07 fzy(37 _97 _4) - 07 fzz(37 _97 _4) =6

f:ca: fa:y fwz 4 0 0
D = fyw fyy fyz =10 2 0
fzx fzy fzz 0 0 6

—4.(2:6—(0-0))—0-(0-6—(0-0))+0-(0-0—(2-0))
— 48

Como fz: >0y D >0, por el criterio de la segunda derivada
entonces el punto (3, —9, —4) es un minimo.

Ejemplo 2: Encuentre los extremos de la funcién f(z,y) = 2zy,

. . ., xz 2
sujeta a la restriccién g(z,y) = & + £ = 1.
Calculamos la primera derivada parcial de las funciones f vy g.

fmzzy’fy:2x’gx:2?xygy:%
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Escribimos el sistema de ecuaciones a partir de los componentes
de la ecuacidn vectorial Af = X - Ag y resolvemos.

2z
K
<2:1::y—
o3
L—-|—— 1

Resolvemos el sistema de ecuaciones, en este caso se utilizard el
método de sustitucidn. Elegimos la primera ecuacién y resolvemos
para A.

2y:2‘”’\:>2a:)\—6y:>a:)\—3y:>)\—

Sustituimos el valor de A en el resto de ecuaciones y actualizamos
el sistema.

(3
0y — ¥ (&)
Cl3‘2 y22
i
31

Elegimos la primera ecuacidn y resolvemos para .

3

32 2 _ 9.2 2 _ 3y

Sustituimos el valor de x en el resto de ecuaciones y actualizamos

el sistema.
3g2 2
4 Yy
4 2 -1
{ 3 T4
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Resolvemos la Ultima ecuacién para y.

rop ST 2
s tr=l=5+5=1=5=1

[V
[V

20 =4 = ¢ =2
En este caso hay dos soluciones para y, es decir:
Y1 =V2yyp =—v2

Obtenemos los valores de x. En el caso de x obtenemos 2
soluciones reales:

=z =/ 202 g \/7;» \ﬁ~122
o opy = — ?%melz_\/@;»:_\/g:_mz

Entonces encontramos 4 puntos posibles,

(1227 \/i)a (1227 _\/ﬁ)’ (_1227 \/i) ’ (_122) _\/i) y los

evaluamos en la funcién
£(1.22,v2) = 2(1.22)(v/2) ~ 3.45
£(1.22, —v/2) = 2(1.22)(—+/2) ~ —3.45
f(—1.22,1/2) = 2(—1.22)(v/2) ~ —3.45
F(—1.22, —/2) = 2(—1.22)(—/2) ~ 3.45
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Por dltimo obtenemos los valores de los multiplicadores de
Lagrange de las soluciones. Dado de A = 3—363 entonces:

Para el punto (1.22,1/2) tenemos que A = 3.47
Para el punto (1.22, —v/2) tenemos que A = —3.47
Para el punto (—1.22,1/2) tenemos que A = —3.47
Para el punto (—1.22, —+/2) tenemos que A = 3.47

Por lo que concluimos que los puntos (1.22,v/2), (—1.22, —/2)
son los maximos de f sujeto a g vy los puntos
(1.22, —4/2), (—1.22,4/2) son los minimos de f sujeto a g.

En la Figura 5.11 podemos ver grdficamente que en efecto estos
puntos son los extremos de f sujeto a g graficando la superficie de

f. la restriccién g(x,y) = 1y la curva de nivel f(z,y) = 3.45.En la
Figura 5.12 se puede ver que la curva de nivel g(z,y) =1 es
tangente a los 4 puntos obtenidos y que se cumple que Af = -
Ag. Si se quiere comprobar analiticamente simplemente se utiliza
el criterio de la segunda derivada.

Método de Lagrange con dos restricciones

El método de Lagrange también puede ser utilizado para calcular
los extremos de una funcién f(a1,as,...,a,) sujeta a dos
restricciones g(a1,as,...,a,) =c y h(ai,as,...,a,) =d. En este
caso se consideran dos multiplicadores de Lagrange A1 y A9 de tal

manera que el sistema de ecuaciones a resolver para encontrar los
extremos estd dado a partir de los componente de la ecuacidn

vectorial Af = A1 - Ag + A2 Ah, es decir:
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(

fa1:)"ga1+>\'ha1
fazz)‘°ga2+>\'ha2

{ fan :)"gan+>"han
g(ai,as,...,a,) =c¢
\h(a17a27'“7a'n) =d

Ejemplo: Encuentre los extremos de la funcién f(z,y,2) =x +y
sujeta a las funciones g(z,y,2) =z’ + 2> =4 vy h(z,y,2) =
22 — 3y + z = 6.

Calculamos la primera derivada parcial de las funciones f, g y h.
fm:]-rfy:1'fz:01gm:2x,gy20ygz:2z
hy =2 hy=-3h,=1

Escribimos el sistema de ecuaciones a partir de los componentes
de la ecuacidn vectorial Af = A1 - Ag + Ay - Ah y resolvemos.

(1 =22\ + 2

1=-3)\
<0:2Z/\1+)\2
a:2+z2:4

\2w—3y+z:6

En este caso se utilizara el método de sustitucion. Elegimos la
segunda ecuacion y resolvemos para As.

Ay = —
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Sustituimos el valor de Ay en el resto de ecuaciones y actualizamos
el sistema.

2
(1=2$>\1——
<0:2Z>\1—§
z?+ 22 =4
2z —3y+2=206

Elegimos la segunda ecuacidén y resolvemos para A;.

—22)\1:—% :>>\1: é

Sustituimos el valor de A1 en el resto de ecuaciones y actualizamos
el sistema.

1_:1: 2
3z 3
z?+ 22 =4
2 —3y+2=26

Elegimos la primera ecuacidn y resolvemos para .

5

_ T —
§—3Z:>5z T

Sustituimos el valor de = en el resto de ecuaciones y actualizamos
el sistema.

2522 + 22 =14
11z — 3y =6
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Elegimos la primera ecuacion y resolvemos para z.
2 _ 2 _ 4 _ 2
26z =4 =z = 56 = 2 :I:\/%
Sustituimos el valor de z en la ultima ecuacidon (primero para la

22
—— —3y=6
{m Y

Por dltimo obtenemos los valores de y y .

solucion positiva de z).

T=0z=>1x= %)6
Entonces el primer punto obtenido es (\/_ -2+ - \/_ \/_)

Al sustituir la soluciéon negativa obtenemos el segundo punto

(_ﬁ _9_ 22 _L)
V26’ 34267 V26

Evaluamos los dos puntos obtenidos en f.

flom =2+ 2, 2) = 5 — 2+ 2=~ 1.39

V26’ 31267 V267 /26 w_—
10 22 2 _ 10 22~ _
=G 2- 30 ) = vas — 2+ 5055 = —5:39.

Por lo tanto se concluye que el maximo es el punto (\}—3—6,—2 +

22 2 ;. 10 )
eI \/—2—6) y el minimo el punto (—\/—2_6, —2_ _\/_ ).

ﬁl
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V4 °
Apéndice 1
Cualquier informacion preliminar que
sea necesaria para las notas

6.1 Determinantes en matrices 2 x 2y 3 x 3.

Una matriz es una coleccidn ordenada de nimeros colocados en
filas y columnas, por ejemplo:

Si la matriz tiene m filas y n columnas decimos que es una matriz
de dimensién m x n, en caso de que m = n decimos que es una
matriz cuadrada o de “orden” m, por ejemplo la matriz A es de
orden 3.

Ahora definiremos lo que es el determinante de una matriz, el cual
es un nuimero real asociado a una matriz n x n (matriz cuadrada).

Nota: No se puede calcular el determinante de una matriz que no sea
cuadrada.
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Definicion 6.1. Sea A una matriz 2 x 2. El determinante de A
denotado como ||A||, es el ndmero real calculado a partir de las
entradas de la matriz A de la siguiente manera:

: a b a b
SIA—[C d],entoncesHAH—c d|—ad—bc.

En el caso de matrices 3 x 3 hacemos uso de la definicidn de
determinante en matrices 2 x 2.

Definicion 6.2. Sea A una matriz 3 x 3. El determinante de A
denotado como ||A||, es el ndmero real calculado a partir de las
entradas de la matriz A de la siguiente manera:

a b c a b c
SiA=|d e f|,entonces||A||=1|d e f
g h i g h 1

e f f d e

% il ‘g ) +c‘g h

= a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg)

En la Figura 6.1 se muestran los pasos para calcular el
determinante de una matriz 3 x 3.
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ajala
A=|JB]E]

Aplicando la definicién para calcular determinantes en matrices 3x3

1 4
36

34

Al = 6 36

-7 -2

3 -3

=6-(=36—(4-3)) = 7-(1-6 — (4-3)) = 2- (1--3 — (=3-3))

=6-(-6)-7-(-6)-2-(6) =-36+42-12=-6

Figura 6.1. Introduce los valores de la matriz 3 x 3 y observa como se calcula su
determinante.

301



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_2/interactivos/apendice1/Determinante.html

6.2 Reglas de diferenciacion basicas
Derivada de una constante

K'=0

5 =0
Derivada de una potencia

(zF) =k - k1
(z4) = 4=
Derivada de una constante por una funcién
k-f(z)=Fk- f(z)

3z’ =3

Derivada de una suma (o resta)
(f(z) £ 9(z)) = f'(z) £ g'(2)
(72* + 22°)" = 14z + 62°
Derivada de un producto
(f(2)-g(x))" = f(z) - 9(z) + f(z) - ¢'(2)

(23 -z) =3x2 -z +1-23 =423
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Derivada de un cociente

Otras derivadas elementales
sen(z) = cos(z)
cos(z) = —sen(z)
tan(z) = sec?(z)
sec(z)' = sec(z) - tan(z)
cot(z) = —csc?(z)
csc(z) = —cse(z) - cot(z)
S enfx}" = enfx} $

r__ 1
ln:z:—96
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6.3 Integrales basicas

Integral de una constante

/kdw:kx—|—0

/5dm:5w+C’

Integral de una potencia

kd xk—H o
/m T Eri

3
/w2dw:%—|—0

Integral de una constante por una funcion

/cf dw—c/f

/szdac—2 3 T—i—C’

Integral de una suma (o resta)
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Otras integrales elementales

/ sen(z)dz = —cos(z) + C
/ cos(z)dz = sen(z) + C
/ tan(z)dz = In|sec(z)| + C
/ cot(z)dz = In|sen(z)| + C
/ sec(x)dz — In|sec(z) + tan(z)| + C

/csc )dz = In|csc(z) — cot(z)| + C

/exdazze”’—i—C’
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