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Introduccion

En este libro se presentan notas para complementar el curso de
Matemadticas para las Ciencias Aplicadas 1 con el objetivo de
suplementar el material proporcionado por el profesor asi como
ayudar al alumno a repasar los conceptos vistos en el curso. Junto
con una explicacidn resumida de los temas el libro contiene
recursos interactivos para ayudar a reforzar el aprendizaje del
alumno permitiéndole interactuar con los conceptos presentados.

El libro forma parte del proyecto iCartesilLibri del repositorio de
recursos interactivos Prometeo del Instituto de Matematicas vy
puede ser consultado desde el siguiente vinculo.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/




Capitulo |

Funciones graficas

1.1 Funciones.

La palabra “funcién” fue introducida en Matemadticas por Leibniz,
qgue utilizaba este término para designar cierto tipo de férmulas
matemadticas. Mds tarde se vio que la idea de funcidn de Leibniz
tenia un alcance muy reducido, y posteriormente el significado de la
palabra funcién fue experimentando generalizaciones progresivas

Actualmente, la definicidon de funcidn es la siguiente: Sean X y Y
dos conjuntos, una funcidn es una regla de asociacién que asigna a
cada elemento & € X un Unico elemento y € Y, al conjunto X lo
llamaremos dominio y al conjunto Y lo Illamaremos el
contradominio, codominio o rango de la funcidén.

En general a las funciones se les asignan nombres, por ejemplo, la
funcién identidad, o pueden ser denotadas por letras como f, g, h,

F o ¢.



Si tenemos una funcién f y x es un objeto en su dominio, la
notacién f(z) se utiliza para designar al objeto que en el codominio
corresponde a x y se denomina el valor de la funcién f en z o la
imagen de x por f.

En el Cdlculo elemental se tiene interés en considerar primero,
aquellas funciones en las que el dominio y el rango son conjuntos
de nUimeros reales. Estas funciones se llaman funciones de variable
real o mas brevemente funciones reales y se pueden representar
geométricamente mediante una gréfica en el plano cartesiano. Se
representa el dominio X en el eje x, y a partir de cada punto x de
X se representa el punto (x,y) donde y = f(z). La totalidad de
puntos (x,y) se denomina la grafica de la funcién. A continuacién
veremos ejemplos de funciones reales. [1]

e Funcién identidad: Supongamos que f(z) =z para
cualquier elemento ¢ € X. Esta funcion la denotamos como
la funcidn identidad. El dominio de esta funcion es el conjunto
R, es decir, el conjunto de los ndmeros reales.

¢ Volumen de un cubo: Se dice que el volumen de un cubo es
funcidn de la longitud de sus aristas. Si las aristas tienen de
longitud z, el volumen estd dado por la férmula V = 3. En el

siguiente interactivo observa como cambia el valor del
volumen del cubo dependiendo de la longitud de sus aristas.
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Volumen del cubo: 2°= 8

Longitud de las aristas e 2.00 aff

Figura 1.1. Volumen de un cubo

e Velocidad: La velocidad es la relacion entre la distancia

recorrida y el tiempo empleado en completarla. En el siguiente

interactivo observa como se mueve el automdvil dependiendo
de su velocidad.
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/volumen.html

Velocidad {‘ m

12

Figura 1.2. Velocidad de un automovil

e Presion: La presién estd definida como la fuerza por unidad
de drea y estd dada por la formula p = % donde F' es la

fuerza aplicada sobre una superficie A. En el siguiente
interactivo se muestra un globo apoyado sobre unos clavos,
observa que dependiendo del nimero de clavos la fuera
necesaria para reventar al globo cambiard, si aumentamos el
ndmero de clavos estamos incrementando la magnitud del
area sobre la que el globo estd apoyado por lo que la presion
ejercida sobre el globo disminuird y necesitaremos una fuerza
mayor para reventarlo, en cambio si disminuimos el ndmero
de clavos el drea serd menor, aumentando la presion sobre el
globo y disminuyendo la fuerza necesaria para reventarlo.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/velocidad.html

Fuerza | == 1 d=| Area == 3 ol Reiniciar

Figura 1.3. Presién sobre un globo

e Densidad: La densidad es la cantidad de masa en un
determinado volumen de una sustancia o un objeto sdlido.
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/presion.html

1.2 Coordenadas. Distancia y angulo.

El plano cartesiano estd formado por dos rectas perpendiculares,
una horizontal y la otra vertical, de modo que se intersecten en un
punto. Las dos rectas se denominan ejes coordenados, su
interseccion se etiqueta con O y se denomina origen. La recta

horizontal se llama eje x o eje de las abscisas y la recta vertical se
llama eje y. La mitad positiva del eje = es hacia la derecha, la mitad

positiva del eje y es hacia arriba. Los ejes coordenados dividen al
plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, que llevan las
marcas |, II, lll y IV, como se muestra en la figura.

Eje Y| E

15

Eje X

| | 1V

Figura 1.4. Cuadrantes del plano

14
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Ahora, a cada punto P en el plano se le puede asociar una pareja
de ndmeros, llamados coordenadas cartesianas. Sean (a,b) las
coordenadas de un punto, el nimero a representa la posicidn en el
eje x, entre mayor sea el punto se encontrard mas a la derecha, y el
ndmero b representa la posicidn en el eje y, entre mayor sea su
valor el punto estard mas arriba.

En el siguiente interactivo cambia los valores de las coordenadas
del punto (azul) y observa lo que sucede.

57l

Coordenada x | == 0.00 =g Coordenaday |w== 0.00 o

Figura 1.5. Coordenadas de un punto
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Sean, P, y P, dos puntos con coordenadas (z1,y1) Y (22,2)

respectivamente, la distancia entre ellos estda definida como la
longitud del segmento que los une. La férmula para calcular la
distancia tiene como base el Teorema de Pitagoras, el cual dice que
si a y b son las medidas de los dos catetos de un tridngulo

rectdngulo y ¢ es la medida de su hipotenusa, entonces

a® +b* = ¢?

Figura 1.6. Utilizando el teorema de Pitagoras para calcular la distancia entre dos
puntos
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Como podemos ver en la figura 1.4, al trazar una recta paralela al
eje  que pasa por el punto Pj, y una recta paralela al eje y que

pasa por el punto P, estas se intersectan en el punto (). Con esto
tenemos el tridngulo rectdngulo P;QP,, siendo la hipotenusa la
distancia entre P; y P,, a partir de esto obtenemos la férmula

d(Pi, P2) = /(z2 — 21)2 + (y2 — 11)?

Mueve los puntos del siguiente interactivo y observa como cambia
su distancia dependiendo de sus coordenadas.

o7l

Coordenadas del punto negro: (2.00. 1.00) Coordenadas del punto amarillo: (5.00, 4.00)

424  13.00
- :
2.00

Distancia entre fos dos puntos: 4.24

Figura 1.7. Distancia entre dos puntos
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Las coordenadas de un punto en el plano también se pueden
establecer fijando un punto O, al que llamaremos origen o polo y
con una recta que pase por O a la que llamaremos el eje polar. Este
nuevo sistema de coordenadas se llama “sistema de coordenadas
polares”.

A cada punto P en el plano le asignamos un par ordenado (r,6)
llamadas coordenadas polares del punto.

0

O Eje polar

r — 5.00 ‘ go ‘ 8 oo 1.05 oo

Figura 1.8. Coordenadas polares

[13 ”

e 7 es la distancia de O al punto P, el signo “~” invierte la
direccion.

e 0 es el dngulo formado entre el eje polar y el segmento OP.
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A diferencia de las coordenadas rectangulares de un punto, en
coordenadas polares la representacién no es Unica: P(r,6)

también se puede representar como P(r,0 + 2kw) con k € Z.
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1.3 Representacion grafica de funciones.
Ecuacion de una recta. Proporcionalidad.

Una funcion numérica tiene siempre asociada una gréfica, que es
una representacion que nos permite visualizar el comportamiento
de la funcién.

La gréfica de una funcién numérica f(x) es un conjunto de puntos
en el plano cuyas coordenadas son de la forma (x, f(z)) con x
perteneciente al dominio de f.

Es decir, la coordenada x de un punto que pertenece a la grafica de
f forma parte del dominio de f y su coordenada y serd igual a

f(x). Tengamos en cuenta que mientras el dominio de una funcién

es un subconjunto de la recta numérica (formado por todos los
numeros para los cuales la funcion esta definida), la grdfica de la
funcidn es un subconjunto del plano.

Observa en el siguiente interactivo los pasos a seguir para graficar
una funcién:

20



’
I:I]
Paso 1: Construimos una tabla con valores de x y su valor f(x), es decir, el valor

gue toma la funcion al ser evaluada en x, en el campo de texto puedes cambiar funcién a graficar

Funciéon  [x"2

x xN2
-4.00 16.00
-3.00 9.00
-2.00 4.00
-1.00 1.00
0.00 0.00
1.00 1.00
2.00 4.00
3.00 9.00
4.00 16.00

Anterio Siguiente

Figura 1.9. Pasos para graficar una funcién

Las funciones de la forma f(z) =ax + b,a # 0 son llamadas
funciones lineales.

Al graficar este tipo de funciones obtenemos una recta. Para
graficarlas sélo basta con obtener dos puntos y unirlos con una
recta, por ejemplo, para la funcién f(z) = 3z + 5 tenemos los
puntos (0,5) vy (1, 8), por lo tanto la gréfica de esta funcién serd la
recta que pase por estos dos puntos.
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Una funcién de la forma f(z) = ma, m # 0 es llamada funcién de
proporcionalidad directa, siendo m la pendiente de la funcidn. Su

grafica es una recta que pasa por el origen. Para obtener la grafica
de una funcién de proporcionalidad directa solo es necesario un
punto distinto del origen por el que pase la funcién. Siendo x y y
las coordenadas de un punto de una funcidn de proporcionalidad

directa, la pendiente se calcula de la formam = =.

Observa como cambia la gréfica de una funcion de la forma
f(xz) = ma al cambiar el valor de m, cuando m es positiva la
funcidn es creciente y cuando es negativa la funcién es decreciente.

57l

2

iy

m — 2.50 e X o 2.00 e

Figura 1.10. Funcién de proporcionalidad directa
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1.4 Cénicas.

Una seccidn cdnica, o sdlo conica, es una curva obtenida a partir de
la interseccién entre un cono y un plano, existen tres tipos de
conicas: elipse, hipérbola, parabola. El tipo de cdnica dependera del
angulo que se forma entre el plano vy el cono.

1.4.1 Parabolas

Una pardbola es un conjunto de puntos cuya distancia a un punto
fijo llamado foco, es igual a la distancia a una recta llamada
directriz. El punto que se ubica entre el foco y la directriz es
llamado el vértice de la pardbola.

En el siguiente interactivo podemos ver la grafica de una pardbola.

57l

Foco

ertice (h,k)

Directriz

h ==| 000 |wu k w=| 000 [ p = 200 |wjm

Figura 1.11. Grafica de una pardbola
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Para esta pardbola, el foco se encuentra directamente arriba del
vértice. Entonces, sea una pardbola que abre hacia arriba con las
coordenadas de su Vértice en (h, k) y su foco con coordenadas

(h, k + p), tal que p es una constante, la ecuacién de la pardbola

esta dada por: .

2
= —(x—h)"+Ek

y 4p( )

Esta formula es la forma estandar de la pardbola. En el siguiente

interactivo se muestran distintos casos, dependiendo de la

direccidn en la que se abre la pardbola.

57l

L ]
Ecuacion en forma estandar: yzdi(x—h):'«k Foca (n, ki)
2
Yértice (k)
Directriz y=k-p

Direccién ariba v h |==| 300 |ws| k |==|[300 w| p ==| 300 s

Figura 1.12. Ecuaciones de las parabolas, dependiendo de la direccién en la que se
abren
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1.4.2 Elipses

La elipse es el conjunto de todos los puntos tal que la suma de las
distancias a otros dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

En el siguiente interactivo podemos ver la grafica de una elipse.

0

r
w

a |== (500 == b |== 300/ ¢ [4.00 h | == (0.00 o= | k |==|0.00| =f=

Figura 1.13. Grifica de una elipse

En la gréfica los focos estdan marcados con los puntos F', el centro
es el punto O con las coordenadas (h, k), el eje horizontal es 2a y
el eje vertical es 2b.

25


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/elipse.html

El eje mayor es la mayor distancia que atraviesa la elipse y puede
ser horizontal o vertical. En este caso la longitud del eje mayor es
2a. Entonces, sea una elipse con su centro en (h, k), un eje mayor
horizontal con longitud 2a y un eje menor vertical con longitud 2b
su ecuacién en forma estandar es:
(@—h? -k _,
a? b2

Sus focos estdn en (h + ¢, k), donde ¢ = a? — b?. Si el eje mayor
es vertical entonces su ecuacidn se convierte en:
(@—h? =k _
b2 + a2 o

Con sus focos en (h, k + ¢).

1.4.3 Hipérbolas

Una hipérbola es el conjunto de puntos tal que la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante.
En el siguiente interactivo podemos ver la grafica de una hipérbola.

26



Eje conjugado

a | == (500 == b‘—3.00+ ¢ [5.83 h | == (0.00 o= | k |==|0.00| =f=

Figura 1.14. Gréfica de una hipérbola

En la gréfica los focos estdn marcados con los puntos F', el centro
es el punto O con las coordenadas (h, k), las asintotas son rectas

tal que su distancia a la curva tiende a cero cuando sus
coordenadas tienden a infinito, estdn marcadas en rojo.

Entonces, sea la hipérbola con centro en (h,k), con su eje
transverso mayor que su eje conjugado su ecuacion en forma

estandar es:
(x—h)? (y—Fk)?
_ —1
a? b2



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/hiperbola.html

a es la longitud del semieje transverso (horizontal) y b es la
longitud del semieje conjugado (vertical). Los focos estdn en (h +

¢, k), donde ¢® = a® + b, Las ecuaciones de las asintotas estdn
dadas pory =k + 2(z — h).

Si su eje conjugado es mayor entonces la ecuacion de la hipérbola

en forma estandar es:
(y—k)? (z—h)?
a? B b2 =1

Con sus focos en (h, k £ ¢). Las ecuaciones de sus asintotas son:
y=kx %(z—h).
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1.5 Polinomios y sus graficas.

Decimos que una funcién real f(z) es una funcién polinomial de

grado n, siendo n un ndmero natural, si es de la forma:

Con

f(z) = apz™ + ap1z" T+ 4 arz + ag

a, #0 y a; € R. Dependiendo del grado de la funcidn

polinomial su grafica cambia, por ejemplo:

La grafica de una funcidon polinomial de grado 0
f(z) = ag
es una linea horizontal que pasa por (0, ag).

Como vimos anteriormente, una funcién polinomial de grado
1, de la forma

f(z) = a1z + ag, a1 # 0

es una funcion lineal, su grafica es una recta.

La grafica de una funcion polinomial de grado 2
f(z) = agz® + a1z + ag, ay # 0

es una curva cuadratica, como una parabola.

La grafica de una funcidon polinomial de grado 3
f(z) = asz® + axx® + a1z + ag, az # 0

es una curva cubica.
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e La gréfica de una funcién polinomial con grado mayor o igual
a2
f(z) :anwn+an—1$n_1‘|"°'+a1213—|—a0, a, #0yn>2

es una curva continua.

57l

Ecuacion: y = 2.50

Grado de la funcion 0 v:
Coeficiente var grado 0 — 2.50 ufa
Coeficiente var grado 1 = 2.00 ofu
Coeficiente var grado 2 w— 2.00 ug
Coeficiente var grado 3 | - 2.00 ok

Figura 1.15. Gréficas de funciones polinomiales con distintos grados.
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1.6 Funcidn inversa. Grafica de una funcion y
su inversa.

Sea f(x) una funcién con dominio D, llamamos imagen al conjunto
gue estd formado por todos los valores que alcanza la funcidn, se
puede denotar como Im(f) o f(D).

Entonces, sea f(z) una funcién con dominio D e imagen f(D) su
funcién inversa es la funcién f~1 con dominio f(D) e imagen D tal
que f(z) = y < f '(y) = . Para una funcién f y su inversa f !,
fY(f(x)) =z paratodaxz en Dy f(f 1(y)) =y para toda y en
f(D). Decimos que la funcién inversa “deshace” lo que hizo la
funcion original.

No todas las funciones tienen inversa, las funciones que la tienen
se llaman funciones invertibles. Para que una funcion tenga inversa
debe cumplir la propiedad de que cada elemento del dominio tenga
un valor distinto al ser evaluado en f y a cada elemento de la

imagen le corresponda un sdélo elemento del dominio.

Una manera de determinar si una funcidn tiene inversa es
observando su gréfica, si trazamos una linea horizontal en el plano
no puede intersectar a la grafica més de una vez, como se muestra
en la siguiente figura.
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tn

Otra funcion Comprobar

Figura 1.16. Regla de la lihea horizontal.

Las grdficas de una funcién f y de su inversa f~! son simétricas
respecto a la recta y = x, un punto (u, v) estd en la gréfica de f si
y sélo si el punto (v,u) estd en la grafica de 7! en la siguiente
figura se muestran graficas de funciones con su funcién inversa
correspondiente.
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filx) =|-3x + 2

X—

Jx) =

|-5

Otra funcion

Figura 1.17. Gréfica de una funcién y su inversa.

Para encontrar la inversa f~! de una funcién invertible f
resolvemos la ecuacién y = f(z) para x, con esto obtenemos la
ecuaciéon ¢ = f_l(y), intercambiando las variables nos queda y =
ffl(a:), por ejemplo, para encontrar la inversa de la funcidn

_ 10245 - L .
f(x) = =% seguimos los siguientes pasos:

: Sea f(z) =y, y = V52
e 2y=10z +5
e 2y —5=10z
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e Comoz = f!(y) tenemos que, f1(y) = —2%5
e Reescribimos la funcién como f_l(w) = 2%5

Recordemos que el dominio de f~! es la imagen de f y la imagen
de f_1 es el dominio de f. En este caso, como el dominio e imagen
de f es el intervalo (—0o,00) el dominio e imagen de f~! es el

intervalo (—o0, 00).
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1.7 Composicion de funciones.
Transformacion de graficas de funciones.

Sean dos funciones f y g definimos la composicién de dos
funciones como la funcién obtenida por la aplicacién sucesiva de f
y g sobre un mismo elemento z. A esta funcién la denotamos como
go fyselee como f compuesta con g.

El dominio de g o f depende de los dominios de f y g. Notemos
que primero aplicamos f al elemento z, por lo tanto x tiene que
estar en el dominio de f, y luego aplicamos g sobre f(z), entonces
f(x) debe estar en el dominio de g, para que un elemento esté en
el dominio de g o f debe cumplir las dos condiciones anteriores.

La composicidn de funciones tiene las siguientes propiedades:

e Esnoconmutativa, fog # go f.
» Esasociativa, ho (go f) = (hog)o f.

e El elemento neutro es la funcién identidad, fol =10 f = f.

Por ejemplo, sean las funciones f(z) =z3 vy g(z) =5z +2. f
compuesta con g seria igual a

gof=g(f(zx)) =g(z*) = 5z* + 2

Mientras que g compuesta con f seria
fog=f(g(z)) = f(5z +2) = (5z + 2)°
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Notemos que al cambiar el orden de las funciones obtenemos un
resultado diferente ya que la composicidn de funciones no es
conmutativa.

Podemos aplicar operaciones a una funcién f(z) para cambiar su

grafica, a esto le llamamos transformaciones de una funcién. La
transformacién dependerd de la funcién aplicada, los tipos de
transformaciones son traslacidn, reflexion, expansion y contraccion.

1.7.1 Traslacién

La traslacidn es un tipo de transformacion que cambia la posicidn
de la grafica de una funcidn, podemos moverla horizontal o
verticalmente. Para mover la grifica verticalmente le sumamos una
constante a la coordenada y de la funcién, la grafica se moverd

hacia arriba si la constante es positiva y hacia abajo si la constante
es negativa. Para mover horizontalmente la grdfica de una funcién
le sumamos una constante a la coordenada x de la funcidn, si la

constante es positiva la gréfica se moverd a la izquierda y si es
negativa la grafica se movera a la derecha.

Por ejemplo, la gréfica de la funcién f(z) = 22 + 2 es la gréfica de
la funcién f(z) = z? desplazada dos unidades hacia arriba, y Ia
gréfica de la funcién f(z) = (z + 2)* es la gréfica de la funcién
f(z) = z? desplazada dos unidades hacia la izquierda.
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f[\} = w2

Traslacion horizontal | == 2.00 == | Traslacién vertical | == 0.00 ofa

Figura 1.18. Traslacién de la gréfica de una funcién.

1.7.2 Reflexién

La reflexidn es una transformacidn para obtener la imagen espejo
de la grafica de una funcién, existen dos tipos de reflexion:
horizontal y vertical. Para obtener la reflexion vertical de la gréfica
de una funcién multiplicamos la coordenada y de la funcién por —1,
el resultado es la funcion simétrica respecto al eje x. Para obtener
la reflexion horizontal multiplicamos la coordenada z de la funcién

por —1, el resultado es la funcién simétrica respecto al eje y.

37


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/traslacion2.html

T =

I(2x - 52

(1]

iy

Reflexion horizontal

Reflexion vertical

1.7.3 Expansion y contraccion

Figura 1.19. Reflexion de la gréfica de una funcién.

Si multiplicamos una funcidon por una constante ¢ podemos

expandir o contraer su grafica.

e Sic > 1 obtenemos una expansién vertical.

e Si0 < ¢ < 1 obtenemos una contraccion vertical.

e Si ¢ <0 obtenemos una combinacién de expansién o

contraccidon con una reflexidon vertical.
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Si multiplicamos la coordenada x de una funcion por una constante
c obtenemos una expansidn o contraccion horizontal.

e Sic > 1 obtenemos una contraccion horizontal.

e Si(0 < ¢ < 1 obtenemos una expansion horizontal.

e Si ¢ <0 obtenemos una combinacién de expansién o
contraccidon horizontal con una reflexidon horizontal.

fe=  fsin)

Ly

57l

Funcién expandida: sin(x)

Vertical =

1.00

=

Horizontal

1.00

Figura 1.20. Expansidn y contraccién de la gréfica de una funcion.
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1.8 Curvas y su representacion paramétrica.

Existen curvas que no pueden ser definidas con una sola funcién
en términos de = y y, para describir este tipo de curvas son Utiles

las ecuaciones paramétricas. Las ecuaciones paramétricas de una
curva consisten en un par de funciones:

= f(t), y=g(t)

En vez de definir x en términos de y o y en términos de z, z y y
dependen de una variable llamada pardametro que usualmente
denotamos con la letra t. Cada valor del parametro ¢ nos da valores
de un punto (z,y) = (f(¢),9(t)). Los puntos obtenidos por todos
los valores de t forman la grdfica de la ecuacidon paramétrica
llamada curva paramétrica.

57l

Paso 1: Construimes una tabla con valores del paramtro f, f(t) v g(t), en este caso testaen el
intervalo [-4,4], esta tabla nos dara las coordenadas x v y de los puntos a graficar

x=f()= 125 | y=gity= |2t+2
t X y
400 | 11.00 -6.00
300 | 400 400
200 | 10D 200
100 | -4.00 0.00
0.00 00 200
1.00 .00 4.00
200 1,00 6.00
300 300 B.00
2.00 11.00 10.00

Siguiente

Figura 1.21. Pasos para graficar una curva paramétrica.

40


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_1/curva_parametrica.html

Podemos eliminar el pardmetro y obtener una sola ecuacién a partir
de un par de ecuaciones paramétricas. Para eliminar el parametro
seguimos los siguientes pasos.

Supongamos que tenemos las siguientes dos ecuaciones
paramétricas:

r=f(t)=t" -5 y=g(t)=2t+2, 1<t<3

Despejamos t en f(t):

t=+vx+5

Sustituimos t en g(t):

y=2(vz+5)+2

Tenemos una restriccion en el dominio por los limites en el
pardmetro t. Cuandot =1,z =12 — 5= —4ycuandot =3,z =
32 -5=4.

Al eliminar el pardmetro obtenemos una sola ecuacién que sdlo
depende de las variables T y y.

También podemos determinar un par de ecuaciones paramétricas a
partir de una sola ecuacidon, a este proceso le llamamos
parametrizacién de la curva.

Por ejemplo, si tenemos la funcion
f(x) =5z + 2
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Podemos definir la primera ecuacién como

z=f(t)=t

Para obtener la segunda ecuacion reemplazamos x por t en la
funcion
y=g(t) =5t+2

Notemos que esta parametrizacién no es Unica, una curva puede
ser representada por 2 o mas pares de ecuaciones paramétricas.
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Capitulo |l

Derivada de funciones reales de una
variable real

2.1 Razon de cambio promedio.

La razén de cambio promedio de una funcién f en el intervalo [a, b]
es la medida de cuanto cambio la funcidn por unidad en promedio
sobre el intervalo [a, b] y esta dada por la férmula:

Af _ f(b) — f(a)

Az b—a

La razdén de cambio promedio es la pendiente de la recta que pasa
por los puntos extremos del intervalo.

Por ejemplo, podemos calcular el cambio promedio del precio de la
gasolina a través de un periodo de tiempo. En la siguiente tabla se
muestra el ano y el costo de la gasolina en ese ano.
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Precio

2010 8.66
2011 1 9.62
2012 10.70
2013 12.01
2014 12.86
2015 13.12

2016 14.81

Vemos que de 2010 a 2016 la gasolina aumentd 6.15 y el cambio
promedio fue:
Af f(2016) — f(2010) _6.15

= 1.025
Az 2016 — 2010 6

Esto significa que en promedio la gasolina aumentd $1.025 al afio.

En el siguiente interactivo observa como aumenta o disminuye la
razon de cambio promedio de la funcidon dependiendo del intervalo
[a, b].
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0.6*x"3+1.8*x"2-2*x
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f’l 50,3.33) \

\

|
|
i
|

Razén de cambio pro io= 3N

LT~-35

=0.

-3.50

+

1.70
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Figura 2.1. Razén de cambio promedio.
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2.2 Limites.

Sean a, L € R, decimos que el limite de una funcién f(z) cuando
tiende a a es igual a L si podemos hacer que el valor de f(x) se
acerque a L tanto como se desee, tomando un valor de =z
suficientemente cercano a a (sin ser x igual a a), se escribe como

lim f(z) = L

T—a

y se lee como: el limite de f(x) cuando z tiende a a es L. Por

z2—1

ejemplo, consideremos la funcién f(z) = o

P 7

LN
ba
=
b
[

Figura 2.2. Limite de una funcién.

Vemos que x no puede ser igual a 1 porque estariamos dividiendo
entre 0.
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Entre mds se acerca « a 1 por la derecha o por la izquierda f(x) se
acerca mas a 2, lo escribimos como

lim f(z) = 2

Pero, f(x) no estd definido para = 1 esto significa que 1 no estd
en el dominio de la funcién.

El valor de x se puede acercar a a por la derecha o por la izquierda.

z2—1

En la siguiente tabla vemos los valores que toma f(z) = — al

acercarse x a 1.

Valores que se acercan por la Valores que se acercan por la
izquierda derecha
x 09 0.99 0.999 1 1.001 1.01 1.1
f(x) 1.9 1.99 1.999 Indefinido | 2.0009 2.01 2.1

Decimos que un limite es un limite por la izquierda si ¢ < a, lo
escribimos como

lim f(z)=1L

T —a

Y un limite es un limite por la derecha si x > a, lo escribimos como
lim f(z) =L

Tt —a
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Figura 2.3. Limites por la izquierda y por la derecha.

Si el Iimite por la izquierda de una funcidn cuando z tiende a a es

igual al Iimite por la derecha, lo lamamos limite por ambos lados, o
simplemente limite. Si los Iimites son distintos o alguno de ellos no
existe decimos que no existe el Iimite.

2.2.1 Limites al infinito

Decimos que una variable z tiende al infinito si toma valores
arbitrariamente grandes, es decir x > r,Vr € R, y lo denotamos
como x — oo. En cambio, si x toma valores arbitrariamente
pequenos, ¢ < r,Vr € R, decimos que x tiende a menos infinito y
lo denotamos como © — —o0.
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Por ejemplo, consideremos la siguiente tabla de valores para la

funcién f(z) = 2

T

10 0.1
100 0.001
1000 0.0001

10000 0.00001
100000 | 0.000001

1000000 K 0.0000001

Vemos que, conforme x aumenta su valor, f(z) va disminuyendo y

acercandose cada vez mas a 0, por lo tanto

lim f(z) =0

T—r00
Decimos que una funcién f(x) tiende a infinito si su valor aumenta
indefinidamente conforme los valores de x se acercan al valor a, lo
denotamos como

lim f(z) = oo

r—a
Si el valor de f(x) disminuye indefinidamente entonces decimos

que tiende a menos infinito y lo denotamos como
lim f(x) = —oc0

T—a
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2.2.2 Propiedades de los limites

Sean f(x) y g(x) funciones y k € R, se cumplen las siguientes
propiedades

Una constante limk =k
T—>C

El producto de una funcién y una limkf(z) = klim f(z)
constante ee ee
Suma de funciones hin(f(w) +g(z)) = lim fz)+ lim 9(zx)
Resta de funciones lim(f(z) — g(z)) = lim f(z) — lim g(z)

T—C T—cC T—C
Producto de funciones liin(f(ac) *g(z)) = lim f(z) = lim g(z)
Cociente de funciones lim flz) _ 1%mch f(x) lim g(z) £ 0

T—C g(a}) llm$_>c g(a)) T—C

5 9@) _ 1 limg e g(z)

Una potencia i:nif(a:) }Ul_)nzf(m)  f(z) >0
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2.3 Razon de cambio en la naturaleza.

2.3.1 Velocidad media

La velocidad media de un objeto es la razén de cambio del
desplazamiento durante un intervalo de tiempo.
As

T At

v

El siguiente interactivo muestra la grafica de la posicion de un
objeto en relacion al tiempo, mueve los puntos azules para cambiar
los valores de ty y t1 y observa como cambia el valor de la

velocidad promedio dependiendo del intervalo de tiempo.

| Pasieidn-fmpLU

- T

Tiempa 5]

Figura 2.4. Velocidad media
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2.3.2 Velocidad de reaccidon

La velocidad de reaccién de una reaccion quimica es la medida del
cambio de concentracion de los reactantes o el cambio de
concentracién de los productos por unidad de tiempo.

AConcentracion

loci P
Velocidad de reaccién ATiempo

2.3.3 Capacidad calorifica de un cuerpo

La capacidad calorifica de un cuerpo es la cantidad de calor
necesaria para aumentar la temperatura de un cuerpo en una
unidad y esta dada por el limite

AQ

— lim —X
¢ A:}’%o AT

A(Q es la cantidad de calor aplicada al cuerpo necesaria para
aumentar su temperatura en AT.

2.3.4 Dilatacion de un cuerpo

La dilatacidn de un cuerpo por calentamiento o dilatacidén térmica
es el aumento de alguna dimensiéon de un cuerpo debido al
aumento de temperatura, existen tres tipos: dilatacidon lineal,
dilatacion superficial y dilatacion cubica. La dilataciéon lineal ocurre
cuando la variaciéon predomina en una Unica dimension, esta
dilatacion ocurre en cuerpos como: varillas, vias del tren, alambres,
etc. Esta dada por la férmula:
Lr = Lo(1+ XA+ AT)
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Donde Lr y Lg son la longitud final e inicial y A es el coeficiente de

dilatacion lineal. La dilatacidn superficial ocurre cuando aumenta la
superficie de un cuerpo, es decir, cuando sus dos dimensiones se
incrementan en la misma proporcion, esta dilatacion ocurre en
cuerpos como laminas. Estad dada por la formula:

Sp = So(1+4 o x AT)

Donde Sr y Sy son la superficie final e inicial y o es el coeficiente
de dilatacion superficial.

La dilatacién cubica ocurre cuando las tres dimensiones de un
cuerpo aumentan en la misma proporcion.

Esta dada por la férmula:
Vg = %(1+7*AT)

Donde Ve y V| son el volumen final e inicial y vy es el coeficiente de
dilatacidén cubica.

2.3.5 Difusién

La difusion es un proceso que consiste en el movimiento de
moléculas dentro de un material de una regidon de alta
concentracidn a una regién de baja concentracidn. La velocidad en
la que las moléculas se difunden por un material estd dada por la

primera ley de Flick:
d
J=-D|—
(@)

Donde J es el flujo, D es el coeficiente de difusion vy %c es el
gradiente de concentracidn.
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2.4 Tangente a una curva. Cdnicas.

Como vimos anteriormente, la razén de cambio promedio es igual a
la pendiente de la recta que pasa por los puntos extremos del
intervalo. A esta recta la llamamos la recta secante.

La recta tangente es una linea recta que sdlo toca a la curva en un
punto. La pendiente de la tangente de una funcién en un punto a

es igual a la derivada de la funcidn en a que es igual a la razdn de
cambio instantdnea de la funcion en a.

En el siguiente interactivo se muestran los puntos (a, f(a)) y (a +

h, f(a + h)), observa que, al acercarse h a 0 los puntos
conectados por la recta secante se acercan uno al otro y la recta

secante se convierte en la recta tangente.

~ | o
\ |
J61.90,3:15 |'|
| J \ ||
/ r’ |
| lf III
|
T |
| ! ! JI
7 e
| f
[ 4 |
f |
[ 1 I
IJ| ! ./
|I ."lr \\.‘ I."
|| ! '\‘ /
H \
‘ /
*‘4.00,-4.00) ~
a = -4.00 wlfn h e 2.10 wlfn

Figura 2.5. Tangente a una curva.
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2.4.1 Tangentes a secciones conicas

Para obtener la ecuacidn de la tangente de una seccidn cdnica en el
punto (x1,y;) reemplazamos z? en la ecuacién de la cdnica por

Xy, y2 por yy1, 2xy por xy; + 1Y, 2 por x + x1 y 2y por y + ;.
A continuacidn veremos como obtener la ecuacién de la recta
tangente a una seccidn cdnica a partir de su ecuacidn estandar.

2.4.2 Tangente a una parabola

La ecuacidn de la pardbola en su forma estandar es:
1
= —(x—h)>+k
y 4p( )

Realizamos operaciones para poder hacer la sustitucion:

2y — - (z — h) + 2k
2p

1
2y = — (x? — 2zh + h?) + 2k
2p
Al realizar la sustituciéon tenemos que la ecuacion de la tangente es:

1
y+uy = 2—p(ww1 — (x4 z1)h + h?) + 2k

En el siguiente interactivo mueve el punto azul para cambiar las
coordenadas (1, y1) de la recta tangente.
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. §i 1
Ecuacion de la recta tangente: y + () = T(()_r —0x +0)y+0)+ 0

h m=| 000 |ufu k = | 0.00 |wfm p w=| 050 |wm

Figura 2.6. Tangente a una pardbola.

2.4.3 Tangente a una elipse

La ecuacidn de la elipse en su forma estandar es:
— h)? — k)?
@—h W=k
a b2

Escribiéndola de otra manera:
z2 — 2zh + h? n y? — 2yk + k?

a? b2

=1

Realizando la sustitucion nos queda que la ecuacidén de la recta
tangente a una elipse es:
rx1 — (T + 21)h + h? Ly (y+y)k+ Kk

a? b2 1
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” Sx+0x 43+ Oy -0y +M+0
Ecuacion de la recta tangente: = +— '9 —
25

|

a Yso00 b *a.o00 c |4.00 h  *o.oo

0.00

Figura 2.7. Tangente a una elipse.
2.4.4 Tangente a una hipérbola

La ecuacidn de la hipérbola en su forma estandar es:

(=0 -k _,

b2

Escribiéndola de otra manera:
x® —2zh+h* Yy —2yk+ k>
a? B b2 a

1
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Realizando la sustitucion nos queda que la ecuacién de la recta
tangente a una hipérbola es:
zz1 — (z+z)h+ P yy — (y+y)k+ k>

a? b? 1

i | 20+ 2D 0 Oy —((y + 0) + ON
Ecuaion de la recta tgfigente: il ) P _'t"‘ )
441 | 4

a 2.10 b 2.00 c 2.90 h 0.00 k 0.00

Figura 2.8. Tangente a una hipérbola.
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2.5 Derivada. Calculo de la derivada de
algunas funciones simples.

Recordemos que la pendiente de la recta tangente de una funcién
en un punto nos da la razén de cambio instantdnea en ese punto,
gue es igual a la derivada de la funcidn en ese punto. La definicidn
formal de la derivada es la siguiente:

Sea una funcién f. La derivada de f, denotada por f’ es la funcidn
cuyo dominio consiste de los valores de x tal que existe el limite:
x+h)— f(x

h—0 h

Decimos que una funcién f(x) es diferenciable en a si existe f'(a).
Una funcidn es diferenciable en el conjunto S si es diferenciable en
todos los puntos de S, y una funcién diferenciable es una funcidn
tal que f'(x) existe en su dominio.

También podemos denotar la derivada de la siguiente manera:

a
dx

A esta notacidn la llamamos notacién de Leibniz y se lee como: “la
derivada de y respecto a x”. Por ejemplo, otra forma de escribir

y' = 2z seria %y = 2zx.

60



2.5.1 Derivada de algunas funciones simples

e La derivada de una constante c es igual a 0.
d

—c=0
dr
¢ La derivada de la funciéon identidad es igual a 1.
d 1
—r =
dr

e Sean € N, laderivada de f(z) = z" es
d

— " n—1
dx

=nx

¢ La derivada de la funcién seno es igual a la funcién coseno.
d

%sm(x) = cos(x)

¢ La derivada de la funcién coseno es igual a la funcién -seno.
d

—cos(x) = —sin(x)

dx

e La derivada de la funcién tangente es igual a la funcién
secante al cuadrado.

%tan(m) = sec?(x)
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e La derivada de la funcidon exponencial es igual a la funcién
exponencial.
d

i X
—e
dz

=€

e La derivada de la funcidn logaritmica es igual a %

9 ey = L

dx T



2.6 Propiedades de la derivada.

Sean f(z) y g(z) funciones diferenciables, la derivada tiene las
siguientes propiedades.

2.6.1 Derivacion de suma o resta de funciones

La derivada de la suma o resta de funciones es igual a

(f(z) £ g(z))" = f'(z) + g'(x)

Demostracion: Usando la definicion de derivada tenemos que
. fle+h)+g(z+h)— (f(z)+ gz
(f(z) + g(x)) = lim (z +h) + g h) (f(z) +g(x))

Que esigual a
i L& TR — f@) +g(z+ k) — g(z)
o h

Lo separamos en dos fracciones recordando que el limite de una
suma es igual a la suma de los limites

. fl@+h)—f(x) .. g(@+h)—g()

lim + lim

h—0 h h—0 h

Que es igual a la definicién de la derivada para f(z) y g(x)

f'(z) +4'(z)
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2.6.2 Derivacion de multiplicacion de funciones

La derivada de la multiplicacidon de funciones es igual a

(fg) =fg+ fd

Demostracion: Iniciamos con la definicidn de derivada
h h) —
(o) — tim T@ 3@+ 1)~ F(@)g(a)
h—0 h

Agregamos el término f(x + h)g(z) — f(z + h)g(x)
i £ (& T R)g(z +h) — f(z + h)g(z) + f(z + h)g(z) — f(z)g9(z)

h—0 h

Separamos el limite en dos fracciones

lim J@ Mgz +h) —g(2) . 9(@)(f(e+h)— f(z))
h—0 h h—0 h
= lim f(z + h)g(w + hlz — g(z) +lim () flz+ h}i — f(x)

Usando la propiedad de limites de multiplicacién de funciones
tenemos

(im (o + h)(im ZLEERIZ 9D 1 () am LR 11

Que esigual a
() (tim ZEEW =9y 0y i

h—0 h h—0

flz+h) - f(a?))
h
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Los limites son igual a la derivada de g(z) y f(«), por lo tanto

(f9)' = f(2)d () + g(z)f'(z)
2.6.3 Derivacion de cociente de funciones

La derivada del cociente de funciones es igual a

(1)' _fl9—fd
g g

Demostracion: Utilizando la definicién de derivada
f / flz+h) _ f(z)
(_) _ i 9 @)
g h—0 h

f(z+h)g(z)—f(z)g(z+h)

— lim g(z+h)g(z)
h—0 h
1 f(e ot ha(z) — f@)g(a + B)
h—0 g(xz + h)g(x)
Agregamos el término f(x)g(x) — f(z)g(z)
1 f(z t Wg@) -~ f(z)o(e) + F@)ala) - Flz)ole + )
h=0 h g(z+h)g(z)

Reescribimos el cociente

i 1 flz+h)g(z) — f(z)g(z) + f(x)g(z) — f(x)g9(z + h)
h

P g(z + h)g(z)
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Separamos el cociente y factorizamos

i 1 (wwnﬂx+m—f®)_uwnﬂw+m—g@0

h—0 g(x + h)g(x) h h
Usando las propiedades de los limites

. 1 f(xz+h) - f(z) g(z +h) —g(=)
e 1 . f(z+h)— f(=) g(x +h) —g(z)
_ 1 : fl@a+h) - flz) g(z +h) — g(=)
= oo ) () T — ) =)
= oo e (e iy G o £

Aplicando los limites tenemos que

1 . flz+h)— f(z) . g
9@)9(@) <(9(=’13))}L1§(1) Y — (f(z)) lim Y
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2.7 Crecimiento y decrecimiento de una
funcion. Maximos y minimos.

Sea f(x) una funcién y [a, b] un intervalo en el dominio de f(z).

Decimos que f(z) es creciente en [a, b] si para cualquier z1, 3 €
[a, b] tal que x; < x5 se cumple que f(z1) < f(z2).

Decimos que f(z) es decreciente en [a,b] si para cualquier
x1, T € [a,b] tal que z; < x2 se cumple que f(z1) > f(x2).

En el siguiente ejemplo observemos la grafica de la funcién

f(z) =23 -5z +3
o]

Figura 2.9. Crecimiento y decrecimiento de una funcidn.
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La funcién es creciente en los intervalos ( —/2]y [\/g, o],y

es decreciente en el intervalo | \ﬁ, \[

Podemos saber si una funcidn es creciente o decreciente en un
intervalo utilizando su derivada. Sea f(z) una funcién continua en

el intervalo [a, b] y derivable en (a, b),

e Si f'(z) > 0en (a,b) entonces f(z) es creciente en [a, b].
e Si f'(z) < 0en (a,b) entonces f(x) es decreciente en [a, b].

Utilizando el ejemplo anterior, la derivada de la funcién f(z) =
3 _5x+3 es f'(x)=3x?—5, calculamos las raices de la
derivada

322 =5
R

3
_/?
T= V3

Las dos raices son wlz—\/g, Ty = f con las raices

obtenemos tres intervalos: (—oo \/7 \/;, \/> \/7

Para saber si la funcién es creciente o decreciente en cada uno de
los intervalos escogemos un punto que pertenezca a cada uno de
los intervalos y calculamos f’(x) en ese punto.
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Para el primer intervalo escogemos el valor o = —2

fl(zg) =3(-2)*—-5=12-5=7
Por lo tanto la funcién es creciente en el intervalo (—oo, — g)
Para el segundo intervalo escogemos el valor g = —1

f(wo) =3(-1)>-5=3-5=-2
Por lo tanto la funcién es decreciente en el intervalo (—\/é, \/g)

Para el tercer intervalo escogemos el valor xy = 2
flz) =327 -5=12-5=7

Por lo tanto la funcidn es creciente en el intervalo (\/g 00).

De esta forma podemos calcular los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de una funcidn sin necesidad de utilizar su grafica.

2.7.1 Maximos y minimos

Sea f(x) una funcién definida sobre el intervalo I y sea c € I,
decimos que f(z) alcanza un mdximo absoluto en ¢ si f(c) >
f(x),Vx € I. Decimos que f(z) alcanza un minimo absoluto en ¢
si f(c) < f(x),Vx € I. En cualquiera de los dos casos decimos
que f(z) alcanza un extremo absoluto en c.
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En el siguiente interactivo se muestran distintas graficas de
funciones definidas sobre el intervalo (—o0, 00) con sus extremos
absolutos si es que tienen.

\ / =

f(x) | Funcién con minimo absoluto v

Figura 2.10. Extremos absolutos de una funcién.

Como se ve en el ejemplo una funcidén puede tener un maximo y un
minimo absoluto, sélo un extremo absoluto o ninguno. El teorema
de los valores extremos garantiza que una funcién continua f(z)

sobre un intervalo cerrado [a,b] tiene una mdximo y minimo
absoluto.

Teorema 2.1. Sea f(x) una funcidn continua sobre el intervalo
cerrado [a, b], entonces existe un punto en [a, b] en el que f(x)
alcanza un mdximo absoluto y un punto en [a, b] en el que f(x)
alcanza un minimo absoluto.
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Una funcién f(x) alcanza un mdximo local en ¢ si existe un
intervalo abierto I, tal que ¢ € I, contenido en el dominio de f(c) y

f(c) > f(z),Vx € 1. Decimos que f(x) alcanza un minimo local
en c si existe un intervalo abierto I, tal que ¢ € I, contenido en el

dominio de f(c) y f(c) < f(z),Vx € I. Decimos que una funcién
f(x) alcanza un extremo local en ¢ si f(x) alcanza un maximo o

minimo local en c.
Por ejemplo, a continuacién se muestra la grafica de la funcién

0

f(z) = 3x3 — 4x? definida sobre el intervalo [—o0, 0o].

Figura 2.11. Extremos locales de una funcién.

©|00

La funcidén alcanza sus extremos locales en =0 vy = =

marcados con rojo en la grafica.
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Aunque f(0) no es el valor mdximo de f(x), el valor f(0) es mayor
que el valor de f(z) para valores de x cercanos a 0. De la misma
manera, f(3) no es el valor minimo de f(z), pero el valor de f(3)
es menor que los valores de f(x) para valores de z cercanos a g.
Notemos que si f(x) alcanza un extremo absoluto en cy f(x) esta
definida sobre un intervalo que contiene a ¢ entonces f(c) también
es un extremo.

Nos interesa saber los valores de x en los que f(x) alcanza sus

extremos locales, al igual que con los intervalos de crecimiento y
decrecimiento utilizaremos la derivada de la funcidn.

Regresando al ejemplo anterior, la derivada de f(z) = 3z — 4z?

es
f'(z) = 92* — 8z

©|co

Sabemos que f(z) alcanza sus extremos localesenx =0y z =
el valor de la derivada en esos puntos es igual a 0

f'(0)=0

()

Si una funcién f(z) alcanza un extremo local en = ¢ la derivada
f'(c) debe satisfacer una de las siguientes condiciones: f'(c) = 0o
f'(c) es indefinida. Si alguna de las dos condiciones se cumple
decimos que c es un punto critico.
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En el siguiente interactivo mueve el punto azul para cambiar el
valor de ¢ y observa que al acercarse c a los valores donde f(x)

alcanza sus extremos locales el valor de la derivada se acerca a 0.
o7l

c=0.5,f(c)=-1.75

Figura 2.12. Teorema de Fermat.

Teorema 2.2. Sea f(x) una funcién, si f(z) alcanza un extremo

local en cy es derivable en ¢, entonces f'(c) = 0.

Del teorema podemos concluir que los extremos locales son puntos

criticos, pero, no todos los puntos criticos son extremos locales, por
3
= x°.

ejemplo, veamos la grafica de la funcién f(x)
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c=0, f(c)=0 /

Figura 2.13. Puntos criticos de la funcién f(z) = z°.

La funcidn tiene un punto critico en z = 0 ya que f'(0) = 0, pero,

la funcién es creciente sobre el intervalo (—o00, ), por lo tanto, no
es un extremo local.

Ahora, veamos como encontrar los extremos absolutos de una
funcidn. Recordemos que el teorema de los valores extremos
garantiza que una funcién definida sobre un intervalo cerrado
tendrd un maximo absoluto y un minimo absoluto. Una funcién
puede alcanzar un extremo absoluto en los puntos extremos del
intervalo o en los puntos criticos. Los pasos para encontrar los
extremos absolutos de una funcidn son los siguientes:

e Evaluar f(x) en los extremos del intervalo [a, b).
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e Encontrar los puntos criticos de la funcién y evaluarla en sus
puntos criticos.

e Comparar los valores obtenidos, el mayor es el maximo
absoluto de f(x) y el menor es el minimo absoluto de f(x)

Por ejemplo, sea la funcién f(z) = 3z% + 5x — 2 definida sobre el
intervalo [—2, 1].

Primero evaluamos f(x) en los extremos del intervalo, x = —2 y
z=1

f(=2)=0

f(1)=6

Ahora, encontramos los puntos de inflexidn, para esto derivamos
f(z) y resolvemos f'(xz) = 0
f'(z) =6x+5

6x+5=0

6x = —5

La funcién sélo tiene un punto critico = —2, evaluamos f(z) en

6’
5 49
I (‘6) Tk

ese punto
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Finalmente, comparamos los valores obtenidos, el valor mayor es

f(1) = 6y el valor menor es f(—2) = —32, por lo tanto, la funcién
f(x) = 32% + 5z — 2 definida sobre el intervalo [—2,1] alcanza
sus extremos absolutosenx =1y x = —%, su grafica se muestra

en la siguiente figura

57l

Figura 2.14. Extremos absolutos de la funcién f(z) = 3z* + 5z — 2.
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2.8 Derivadas de orden superior. Aceleracion.
Convexidad y concavidad de una curva.
Puntos de inflexion.

Al derivar la funcién f(z) obtenemos la funcién f’(x), esta funcidn
la podemos volver a derivar a esta nueva derivada la llamamos
segunda derivada y la denotamos como f”(x) o Zﬂ La segunda
derivada es un ejemplo de derivada de orden superior, podemos
seguir derivando para obtener derivadas de orden de cualquier
entero positivo, por ejemplo, al derivar la segunda derivada
obtenemos la tercera derivada y asi sucesivamente, y las
denotamos de la siguiente manera:

Primera derivada: ¥/, f'(z), Ly

Segunda derivada: 3", f"(z), dmzy

. 3
Tercera derivada: y"”', f"(z), d‘igy

Cuarta derivada: y¥, f¥(z), 4 ﬂy

n-ésima derivada: y™, f(")(:c), dd:ny

Por ejemplo, si tenemos la funcién f(z) = 3z® — 5x% + 4z, su
primera derivada es igual a
f'(z) = 92" — 10z + 4
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Su segunda derivada es igual a
f"(xz) =18z — 10

Su tercera derivada es igual a

f"(z) =18
Su cuarta derivada es igual a
() =0

Notemos que al continuar este proceso todas las derivadas de
orden mayor a 4 seran igual a 0.

Sea f(x) un polinomio de grado n, entonces
f(k)(ac) =n,Vk>n+1

2.8.1 Aceleracion

Sea s = f(t) la funcién posicién de un objeto, la velocidad
instantdnea del objeto en el instante t estd dada por

o(t) = s = £()

La velocidad puede ser negativa o positiva dependiendo de la
direccidon en la que el objeto se estd desplazando, si la velocidad es
igual a 0 significa que el objeto esta detenido.
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Al derivar la funcién velocidad obtenemos la funcidén aceleracion, es
decir, la funcién aceleracién es la segunda derivada de la funcién
posicion y se denota como

at) = v = (1)

2.8.2 Convexidad y concavidad de una curva

Anteriormente vimos como encontrar los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de una funcidn utilizando su derivada, ahora
veremos la informacidon que nos proporciona la segunda derivada
sobre la grafica de una funcidn con otro concepto importante
llamado concavidad. Observemos las siguientes graficas:

57l

Concava hacia arriba,
decreciente

Concava hacia arriba,

creciente

Cdncava hacia abajo,
decreciente

Concava hacia abajo,

creciente

Figura 2.15. Concavidad.
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Decimos que una funcidon es cdncava hacia arriba o convexa si su
grafica “abre” hacia arriba, y una funcién es céncava hacia abajo o
simplemente cdncava si su grafica “abre” hacia abajo. Notemos que
una funcién puede ser céncava hacia arriba o hacia abajo
independientemente de si la funcidon es creciente o decreciente.
Para dar una definicidn mas concreta de concavidad, analicemos
las rectas tangentes a las curvas (mueve los puntos azules para
mover las rectas tangentes a las curvas):

_ [ ;ll
\\ [m]
Concava hacia amba_. Concava hacia arriba,

decreciente N | creciente

N

Cdncava hacia.ahajo, Concava hacia abajo,
decreciente creciente

Figura 2.16. Recta tangente, concavidad.

Podemos ver que cuando la gréfica es cdoncava hacia arriba la
grafica de la tangente queda por debajo de la gréafica y cuando la

grafica es concava hacia abajo la tangente queda por arriba de la
grafica.
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También podemos observar que cuando la grafica es cdncava hacia
arriba la pendiente de la recta tangente va aumentando, mientras
que cuando la grifica es cdncava hacia abajo la pendiente va
disminuyendo. Esto quiere decir que la concavidad esta relacionada
con el sentido de crecimiento de la derivada, recordemos que para
saber si una funcién es creciente o decreciente en un intervalo
utilizamos su derivada, por lo tanto, para determinar la concavidad
de una funcidn utilizaremos su segunda derivada:

* Siparatoda z en un intervalo [a, b] se cumple que f"(z) > 0,
entonces la gréfica de f(x) es céncava hacia arriba en [a, b].

 Sipara toda z en un intervalo [a, b] se cumple que f(z) < 0,
entonces la gréfica de f(z) es céncava hacia abajo en [a, b].

2.8.3 Puntos de inflexion

Un punto & = ¢ es un punto de inflexion si la funcidn es continua
en ese punto y la concavidad de la grdfica cambia en ese punto.
Como la concavidad de una grifica depende del signo de la
segunda derivada los puntos de inflexion ocurren en todos los
puntos donde la segunda derivada cambia de signo. Los puntos en
los que una funcién cambia de signo ocurren cuando f(x) = 0oen
los que la funcién no esta definida, esto nos dice que los puntos en
los que la segunda derivada es 0 o es indefinida son posibles
puntos de inflexion.

Notemos que no sdlo porque la segunda derivada sea 0 o
indefinida en un punto serd un punto de inflexion. Para saber si ese
punto es realmente un punto de inflexidn tenemos que determinar
si la concavidad de la gréafica es distinta de ambos lados del punto.
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Veamos un ejemplo, sea f(z) = 2z* + 2z® — 622 encontraremos

sus puntos de inflexion. Primero, calculamos la primera y segunda
derivada de f(x)

f(z) =82 + 62 — 122
f"(x) = 24x* + 12z — 12

Luego, igualamos f"(x) a 0 y resolvemos
24x? 4+ 122 — 12 =10

2w2+m—1:0

(z+1)(2z—-1)=0

Tenemos dos soluciones x = -1y x = % ahora verificamos que
realmente sean puntos de inflexién escogiendo un punto en cada

uno de los intervalos.

Para el intervalo (—oo, —1) escogemos ¢ = —2, f"(—2) = 60, por
lo tanto la gréfica es céncava hacia arriba en (—oo, —1)

,3) escogemos = = 0, f”(0) = —12, por lo

tanto la gréfica es céncava hacia abajo en (—1, 3)

Para el intervalo (—1

Para el intervalo (3, 00) escogemos z = 1, f”(1) = 24, por lo tanto

la gréfica es céncava hacia arriba en (3, 00)

La gréfica es cdncava hacia arriba en (—oo,—1)U(3,00) vy
céncava hacia abajo en (—1, %) lo que significaquex = —1lyx =

% si son puntos de inflexidn.
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Finalmente evaluamos f(z) en z = —1 y = = £ para obtener la
coordenada y de los puntos de inflexidn

f(-1)= -6

Por lo tanto, los dos puntos de inflexién de f(z) = 2z* + 223 —
6z* son (—1,—6) y (3, —3). su gréfica se muestra en la siguiente
figura

-
|

/

Figura 2.17. Ejemplo puntos de inflexidn.
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Capitulo

Integral de funciones reales de una
variable real

3.1 Distancia recorrida a partir de la velocidad
instantanea. Area de la region limitada por
una curva.

Supongamos que una particula se mueve con velocidad variable
v(t) durante un intervalo de tiempo y queremos calcular la
distancia recorrida durante ese intervalo, como la velocidad de la
particula no es constante durante todo el intervalo lo que podemos
hacer es dividir este intervalo en intervalos mas pequenos, durante
los cuales la velocidad no va a variar mucho.

Entonces, suponiendo que queremos calcular la distancia recorrida
por la particula en el intervalo [a,b] primero lo dividimos en n
intervalos mds cortos de duracion At (siendo At igual a b_T“
trataremos la velocidad de la particula dentro de cada uno de los
intervalos como si se mantuviera constante. La distancia recorrida

dentro del intervalo que inicia en el instante t; es aproximadamente
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Para obtener la distancia total recorrida sumamos las distancias

recorridas durante cada uno de los intervalos
n—1

Ar=Azyg+ Az +---+ Az 1 = Z'v(ti)At
i=0

A esta suma la llamamos suma de Riemann. Graficamente se veria
de la siguiente manera:

I T E

Area bajo la curva: 3.5

Numero de intervalos = 4.00 offo

Figura 3.1. Area bajo la curva de la funcién f(z) = 223 — 422 + 3 en el intervalo
[0,2].

La suma de Riemann es una aproximacion del drea total bajo la
gréfica de una funcién f(zx). Notemos que al aumentar el nimero

de intervalos obtenemos una mejor aproximacién y el ancho At de
los intervalos disminuye.
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A este método lo llamamos suma de Riemann por la izquierda ya
que la altura de los rectangulos es igual a la funcién f evaluada en
el extremo izquierdo de los subintervalos. Existen otros métodos

dependiendo de que punto de los subintervalos se utilicen para la
altura, si utilizamos el extremo derecho de los subintervalos lo

llamaremos suma de Riemann por la derecha y si utilizamos el
punto medio de los subintervalos lo llamaremos suma de Riemann
de punto medio, tengamos en cuenta que los tres métodos de

suma de Riemann convergeran al mismo valor.

57l

Area bajo la curva: 3.5

I
= 4.00 == | Método de suma | Suma por la derecha

Numero de intervalos

Figura 3.2. Sumas de Riemann por la izquierda, por la derecha y por punto medio

Sea f(x) una funcién continua no negativa sobre un intervalo |a, b
ysea Y . . f(x;)Azx una suma de Riemann para f(z). El drea bajo

la curvay = f(z) en [a, b] estd dada por

—hmz.f:rz

n—oo
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3.2 Integral definida.

La integral definida de una funcién continua f(z) sobre el intervalo

/ab f(x)dx

[a, b] denotada por

es el numero real dado por

b n
z)dxr = lim i) Ax
@i = Jim 3 1)
1=
donde Az = }%, z; =a+1tAx parai=0,...,n, y z] satisface
Ti1 <z <z para t=1,...,n, es decir, estamos tomando

cualquier punto dentro de cada subintervalo en lugar de restringirlo
al extremo derecho o izquierdo.

Al simbolo f lo lamamos signo de integracion, los valores a y b son
los limites de integracién, la funcién f(z) es el integrando, y el
simbolo dz, llamado el diferencial de la variable z, indica la variable
de integracién.

El valor de la integral f;f(a:)da: es igual al drea acotada por la
funcién f(x) y el eje x en el intervalo [a, b].

: 3 -
Veamos los pasos para resolver la integral fl 322 + 1dz utilizando
la definicidn.
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Utilizaremos el extremo derecho de los subintervalos para ;. La
longitud de cada subintervalo serd igual a

b— 3—1 2
Aaj = a = = —
n n n
Los subintervalos serdn
1n—|—2 n+2 n+4 n+4 n+6 3n—23
Y n 9 n Y n Y n 9 n VAR n Y
El extremo derecho del i-ésimo subintervalo serd igual a
., n+2
n

Utilizando la definicién tenemos que

> saae =35 () 2

i=1 =1

n

8n? + 24in + 244>
nd

1=1

Evaluando la suma obtenemos

", 8n? -
> PR >
i=1 =1

24in i 2472
menit ) D
=1
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"8 24N 24
;E—I—EZ;Z%—E;'LZ

12n+12 8n2+12n+4
=8+ - + 3

28n% + 24n + 4
o 2

n

Evaluando la integral tenemos que
3 n 2
2 24 4
/ 3z% + 1dz = lim Zf(xf)Aa:: lim Sn” + 24n +
1 i=1

n—00 4 n—00 n2

o 28n%2 . 24n . 4
= lim + lim — + lim —
n—oo M2 n—oo M2 n—o00 N2

24 ) 4
=28 + lim — + lim —

n—oo M n—oo ’n2

3
:/ 322 + 1dz = 28
1

De esta manera podemos evaluar la integral definida de una
funcidn simple utilizando la definicién de la integral, mas adelante
veremos una manera mas simple de hacerlo.

En la siguiente figura se muestra la grdfica de la funcién f(z) =
3z® 4+ 1 con el drea bajo la gréfica en el intervalo [1, 3] marcada en
rojo.
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Figura 3.3. Area bajo la gréfica de la funcién f(z) = 3z% + 1.
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3.3 Relacion entre la integral y la derivada.
Teorema fundamental del calculo.

El teorema fundamental del cdlculo establece la relacidon entre la
derivada vy la integral de una funcién.

Teorema 3.1. Teorema fundamental del cdlculo: Sea f(z) una
funcién continua sobre un intervalo [a, b], y sea la funcién F'(z)
definida de la siguiente manera:

/f

Lo que el teorema nos dice es que la integracion y la derivacidn son
operaciones mutuamente inversas. Por ejemplo, sea

T /53
= —dt
IRE

Por el teorema fundamental del cdlculo la derivada de la funcién es

igual a
5x3
! _
g(z) =4/ =

entonces F'(x) = f(x) en [a, b]
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3.3.1 Interpretacion geométrica del teorema
fundamental del calculo

57l

| Area = h*f(x)

Figura 3.4. Interpretacién geométrica del teorema fundamental del célculo.

En el interactivo anterior se muestra la grafica de una funcion
continua f(x), si queremos calcular el drea bajo la curva en el
intervalo [z, z + h] podemos realizar la substraccién A(z — h) —
A(z), siendo A(z) el drea bajo la funcién f(x) entre 0 y z. Otra
forma de aproximar el valor del drea en ese intervalo seria
calculando el drea marcada por las lineas punteadas que seria igual
a hf(x), es decir:
A(x — h) — A(z) =~ hf(x)

93


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_3/teorema_fundamental.html

Notemos que al mover el punto rojo para disminuir el valor de h
esta aproximacidn mejora y cuando h se acerca a 0 esta
aproximacion se convierte en una igualdad. Ahora, dividiendo
ambos lados entre h tenemos que f(z) ~ w, cuando h
tiende a 0 tenemos que: : ) @)
. Az —h) — Az
f(z) = lim .

En el lado derecho de la ecuacién se encuentra la férmula de la
derivada de la funcién A(z), esto es, f(z) = A'(z). Lo que quiere
decir que la derivada de la funcién del drea bajo la curva A(z) es
igual a la funcién f(x), por lo tanto, la integracidn y la derivacién
son operaciones inversas.

3.3.2 Segundo teorema fundamental del calculo

El segundo teorema fundamental del cdlculo nos permite evaluar
integrales definidas sin la necesidad de utilizar sumas de Riemann.

Teorema 3.2. Segundo teorema fundamental del calculo: Sea
f(x) una funcién continua sobre un intervalo [a,b], y sea F(x)
una antiderivada de f(x) entonces

/f F(b) - F(a)

La antiderivada de una funcién f es una funcion diferenciable F

cuya derivada es igual a la funcidn original f. El segundo teorema
fundamental del cdlculo nos dice que si podemos encontrar una
antiderivada para el integrando entonces podemos evaluar la
integral definida evaluando la antiderivada en los Iimites de
integracidn y restando los dos valores.
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Por ejemplo, para evaluar la integral del ejemplo anterior
3

/ 3z% + 1dx
1

iaf”—l—ac:3zz:2+1
dx

Como

El segundo teorema fundamental del célculo nos dice que

3 3
/3332—|—1dx::133—|—x
1 1

3
2o =(3+3)—(1°+1) =28
1

3
/ 322 + 1dz = 28
1

Como podemos ver, de esta manera es mas facil evaluar integrales
definidas que utilizando la definicién, aunque no siempre serd
sencillo encontrar una antiderivada para una funcidn.
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3.4 Integral indefinida.

Como vimos anteriormente, decimos que una funcién F'(z) es una
antiderivada o primitiva de g(z) si satisface la ecuacién

d

—F(z) =¢g(x

——F(z) = g(x)

Notemos que si F'(z) es una antiderivada de la funcién g(z)

entonces la funcidn
H(z)=F(z)+C,CeR

también lo es, ya que

H'(z) = (F(z) + C) = F'(z) + C' = g()

Sea g(z) una funcién definida sobre un intervalo I y F(z) una
antiderivada de g(z), llamamos integral indefinida a la antiderivada
mas general de f(x) y la denotamos como

/g(w)dw =F(z)+C,CeR

C' es cualquier constante y la llamamos constante de integracion.
Para una funcién f(z) y antiderivada F'(z), a las funciones de la
forma F'(z) + C las llamamos la familia de antiderivadas de f(x).

Al proceso de encontrar la integral indefinida de una funcién lo
llamamos integracion, si necesitamos especificar la variable de
integracién decimos que integramos f(x) con respecto a .
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En la siguiente tabla se muestran las integrales indefinidas para
algunas funciones comunes

Integral indefinida

/adac:a:r+C /cscmcotwd:v:—cscaH—C’

xn-ﬁ-l
/:c”d:p: +C /secmtanwd:p:seca}—i-(}’
n

+1
/emda}:e””—FC’ /csc2x=—cota:+C
/ldm—1n|w|+0 / ! dr =sin"'z+C
z V1 — g2
. 1 1
sinazdx = —cosz + C de=tan "z +C
1+ 22
/ dx =sinz + C / L4 Tzl +C
coszdr = sinzx ———dz =sec |z
zvz:—1
/seczwdxztanx—i-C /azdw: a +C
Ina
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3.5 Propiedades de la integral.

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en [a, b], la integral cumple
las siguientes propiedades:

e Sea k € R, podemos mover la constante afuera de la integral
b b
/ kf(xz)dx = k/ f(z)dz

Demostracion: Usando la definicion de integral tenemos que:

b n
/ kf(z)de = lim > kf(z})Az
a i=1

n—00 4

Usando propiedades de la suma sacamos la constante de la
suma

b n
a i=1

Usando la propiedad de los limites sacamos la constante del
limite

n—00 4

b n
/ kf(z)de =k lim ) f(z})Az
a 1=1

Por lo tanto

/ab kf(x)der = k/abf(x)d:c
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e La integral de una suma o resta de funciones es igual a la
suma o resta de las integrales

[ 1@+ g@rie = [ s@rae + [ oo

Demostracion: Usando la definicion de la integral tenemos
qu

[ @ £ gla)do = lim " (#(a) £ g(e)Aa

Al separar la suma obtenemos

b n
[ @)+ gla)do = lim 3" f(e]) A £ g(e])Ax
a i=1

/ f(z) £ g(z)dx = lim (Z flz)Az + Zg(w;)Aw>

b n n
[ @) £ gla)de = lim 3" f(ai)Ae + lim Y g(e))Ae
¢ i=1 i=1

/ ' F(a) + g(a)da = / ' fle)de - / g(@)da

99



e Sj el limite superior de una integral definida es igual a su
limite inferior entonces la integral es igual a 0

a
/ f(z)de =0
a
Demostracion: Usando la definicion tenemos que:

/a f(z)dz = lim Zn: f(z)Ax
a n—00 P

Donde Az es igual a

Por lo tanto
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e Al cambiar el signo de la integral intercambiamos los limites
superior e inferior

/a " f@)dz = - /b " Fa)de

Demostracion: Usando la definicidon tenemos que:

b b—a
[t = m > @)

Y que
. ) - na—Db
/b f(z)de = lim ;:1 fa7)—

Entonces, reordenando la resta en Az tenemos que
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e Sea ¢ un punto en el intervalo [a,b], entonces la integral

102

definida sobre el intervalo [a b] es igual a la suma de las
integrales sobre [a, c|

/f m_/f M+/f

Demostracion: Usando el segundo teorema fundamental del
célculo tenemos que:

/ ' f(z)dz = F(c) - F(a)
/ f(z)dz = F(b) — F(c)

Sumando las dos ecuaciones anteriores tenemos que

c b
!/ﬂ@m+/f@m:F@—F@+F@—F@

/acf(m)dw + /cbf(:c)dm = F(b) — F(a)

Por el segundo teorema fundamental del célculo

Por lo tanto

/acf(x)dx + /cbf(x)da: = /ab f(z)dz



e Si f(x) > 0, entonces su integral definida serd positiva para
a<z<b

b
/ f(z)dx > 0,si f(x) > 0en [a,b]
Demostracion: Usando la definicidon tenemos que:

b n
[ @y = tim Y s
a =1

Como f(x) > 0y Az > 0 entonces

D f(x)Az >0
=1

Aplicando el limite en ambos lados de la desigualdad
tenemos que

n—o0

nh_)rglozlf(:cz)Am > lim 0=0

Por lo tanto

b
[ #@yde = tim 3" flai)ae > 0
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3.6 Ejemplos vy aplicaciones. Trabajo.
Distribuciones de Probabilidad.

3.6.1 Area entre dos curvas

Sean f vy g funciones continuas en [a, b], supongamos que f(x) >

g(z) para todo z € [a, b], queremos calcular el drea entre las dos
curvas como se muestra en la siguiente figura:

57l

2(x)

Figura 3.5. Area entre dos curvas.

Para calcular el drea, primero dividimos el intervalo [a,b] en n

. . Y
subintervalos con ancho Az y de altura f(z}) — g(z}), siendo z;
cualquier punto en el subintervalo 1.
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fx)

g(v)

Figura 3.6. Divisién en subintervalos.

El drea de cada subintervalo serd igual a
AA; = [f(z}) — g(a7)] Az

1

Para obtener el drea total sumamos el drea de los n subintervalos y

tomamos el limite cuando n — oo
n

AA = lim AA;
n—00 i1
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Que es igual a la integral

b
AA= / f(z) — g(x)] Az

3.6.2 Trabajo

Decimos que una fuerza realiza un trabajo cuando desplaza un
objeto. Si la fuerza que realiza el trabajo es constante su definicidn
es la siguiente:

Definicién 3.1. Trabajo realizado por una fuerza constante: El
trabajo W realizado por una fuerza F' que desplaza a un objeto
una distancia D es igual al producto

W =FD

Si la fuerza es variable, es decir, la cantidad de fuerza cambia
conforme a la posicidn del objeto, entonces utilizaremos un método
similar al utilizado para calcular la distancia recorrida a partir de la
velocidad instantdnea. En este caso, el objeto se mueve en una
recta, desde x( hasta x,, y dividiremos la recta en n subintervalos
de tamafio Az, suponemos que la fuerza dentro de cada intervalo
serd constante, entonces, sea ¢; un punto dentro del z-ésimo
subintervalo, el trabajo realizado en el i-ésimo subintervalo serd
igual a

AW; = F(¢;) Az
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Figura 3.7. Célculo del trabajo realizado por una fuerza variable.

El trabajo total serd igual a la suma del trabajo realizado en cada
subintervalo

S aw

i=1
W = Z F(c)Ax
i=1

Recordemos que al aumentar el nimero de subintervalos Az se

acercard a 0 y obtendremos una mejor aproximacion, por lo tanto
n

W = lim F(ci)Ax
n—oo
i=1
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Que es igual a la integral

W= / ' F(a)da

3.6.3 Valor medio de una funcidn

El valor medio de una funcién f(x) en el intervalo [a, b] esta dado

por la férmula
1 b
7 a/ f(x)dx

Viéndolo graficamente, el valor medio de una funcién es igual a la
altura del rectdngulo cuyo ancho es igual a la longitud del intervalo
y cuya area es igual al drea bajo la funcidn en ese mismo intervalo.

6]
/.K\

a = 1.00 afs b — 4.00 sl

Valor medio: 4.61

Figura 3.8. Valor medio de la funcién f(z) = § — % + 4 en el intervalo [a, b].
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3.6.4 Distribuciones de probabilidad

Decimos que X es una variable aleatoria continua si X puede
tomar cualquier valor dentro de un intervalo I, por ejemplo,

cantidades como distancia, altura, presién, temperatura, etc., son
variables aleatorias continuas.

Las variables aleatorias continuas tienen una funcidon de densidad
de probabilidad (FDP) f(x) que nos dice la probabilidad de que la

variable aleatoria este dentro de un rango particular de valores. La
FDP cumple las siguientes propiedades:

e f(z) >0, paratodax

o % f@)de = 1

La probabilidad de que una variable aleatoria continua X tome un
valor en el intervalo [a, b] es igual a:

Pla<X <b)= /bf(x)dw

Que es igual al drea bajo la funcién f(x) en el intervalo [a,b]. A

continuacidn veremos algunos ejemplos de funciones de densidad
de probabilidad.

3.6.5 Distribucién uniforme continua

Decimos que una variable aleatoria X tiene una distribucion
uniforme continua en el intervalo [a, b] si su funcién de densidad es
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f(x) = —— ,paraa<x<b
a

a — 0.00 = b — 1.50 o+

Figura 3.9. Gréfica general de la funcién de densidad de una variable aleatoria con
distribucién uniforme continua.

Esta distribucién se utiliza para variables aleatorias que toman
valores continuos dentro de un intervalo.

3.6.6 Distribucion exponencial

Esta distribucién es utilizada para modelar tiempos de espera para
la ocurrencia de un evento especifico, por ejemplo, la cantidad de
tiempo antes de que ocurra un terremoto tiene una distribucion
exponencial. Su funcién de densidad es de la forma:

f(z) = Xe™*® ,paraz > 0
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Donde A representa la cantidad de ocurrencia de eventos en
promedio por unidad de tiempo.

o

A — 1.00 +

Figura 3.10. Grafica general de la funcidn de densidad de una variable aleatoria con
distribucidn exponencial.

3.6.7 Distribucién normal

La distribucion normal o gaussiana es una de las distribuciones
mas importantes ya que puede ser utilizada para modelar varios
fendmenos como la presidn de sangre, la altura de un grupo de
personas, errores de medicidn, etc. Su funcion de densidad esta

dada por la expresién
1 —(z—p)*

fl@) = ——e

2
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u — 0.40 o=

o} - 0.40 o=

Figura 3.11. Gréfica general de la funcién de densidad de una variable aleatoria con
distribucion normal.

La grdfica de la funcidén tiene forma de campana, donde u es el
centro de la campana y o es la distancia del centro a cualquiera de

los dos puntos de inflexién de la curva.
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Capitulo IV

Calculo de las derivadas

4.1 Diferencial, aproximacion por medio de la
derivada. Cero de funciones. Método de
Newton.

Sea y = f(x) una funcién diferenciable, los diferenciales dz y dy
estan dados por la relacién

dy = f'(z)dz
Donde dx es cualquier nimero real distinto de 0.

Si Az es el cambio en z, entonces Ay = f(z + Az) — f(z) es el
cambio en y correspondiente al cambio en z. Si Az es
suficientemente pequefio podemos utilizar dy como una
aproximacion del cambio en y, es decir

Ay ~ dy = f'(z)dz

Por ejemplo, sea y = z3 + 322 comparemos los valores de dyy Ay
cuando ¢ cambiadex = 1ax = 1.01.
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Primero calculemos el cambio en y, Ay.
Ay = f(z + Az) — f(z) = f(1.01) — f(1) = 4.090601 — 4 = 0.090601

Ahora, calculemos dy.
dy = f'(z)dz = f'(1)(0.01) = 0.09

Como podemos ver para valores de Az suficientemente pequerios

se cumple que Ay =~ dy.

En el siguiente interactivo se muestra la interpretacion geométrica
del diferencial, la linea punteada negra representa Ay mientras que

la linea punteada roja representa dy, observa que al disminuir Az
los valores de dy y Ay se acercan el uno al otro.

57l

X e 0.50 aff AX e 0.85 off

Figura 4.1. Interpretacién geométrica del diferencial.
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4.1.1 Aproximacion por medio de la derivada

Sea f(x) una funcién diferenciable en el punto = = a, la recta
tangente a la grafica de f(z) en el punto a estd dada por la

y = f(a) + f'(a)(z — a)

Por ejemplo, usando la funcién del ejemplo anterior: f(x) = x> +
3z2, la ecuacidn de la recta tangente a la funcién f(z) en el punto

a = 1esigual a
y=4+9(x—1)

¥(0.9)= 3.1 ' |
|

£(09)=3.16

vt =49

fhy=496

1.00

Figura 4.2. Recta tangente a la funcién f(z) = 2 + 3z2.
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Notemos que para valores cercanos a a la grafica de la tangente se
acerca a la gréfica de f(x), por lo tanto podemos usar la ecuacién
de la tangente para aproximar los valores de f(z) para valores de
& cercanos a a.

Por ejemplo, sea £ = 1.1 utilizando la ecuacidn de la recta tangente

tenemos que
y=9%0.1+4=49

Y f(1.1) esigual a
£(1.1) = 4.961

Obtuvimos una buena aproximacion utilizando la ecuacion de la
recta tangente, pero si utilizamos valores mas alejados a a la

aproximacidn sera peor, por ejemplo, sea x = 10, utilizando Ia

ecuacion de la recta tangente tenemos que
Yy=9%x9+4=285

Mientras que f(10) esigual a
£(10) = 1300

Por lo tanto
f(z) =~ f(a) + f'(a)(z — a) para valores de = cercanos a a
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4.1.2 Cero de funciones

Llamamos cero de una funcién f(x) a toda x que cumpla

f@)=0

Visto graficamente, los ceros de una funcién son todos los puntos
donde su gréfica intersecta el eje x.

Consideremos el problema de encontrar los ceros de una funcion, si
la funcién es un polinomio de primer grado de la forma f(z) =

ax + b podemos simplemente despejar la funcion para encontrar z,

si la funcién es un polinomio de segundo grado de la forma
f(z) = ax® + bx + c podemos utilizar la férmula general. Pero si la

funcidn es un polinomio de grado mayor a 2 o si no es una funcién
polinomial el problema se complica, para esto veremos un método
gue nos permitird aproximar los ceros de una funcion.

4.1.3 Método de Newton

El método de Newton nos permite aproximar soluciones a f(z) =
0. Primero trazamos la gréfica de f(x) y encontramos una
aproximacidn inicial a la solucién de f(z) = 0 a esta aproximacién
inicial la llamaremos x(. Esta aproximaciéon probablemente no sera

muy buena, entonces, para encontrar una mejor aproximacion
trazaremos la recta tangente a f(:c) en el punto xg

y = f(z0) + f'(20)(x — x0)
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La recta tangente va a intersectar al eje = en el punto (z1,0). El
punto x; estard mas cerca a la solucidon que x(, para encontrarlo
simplemente despejamos en la ecuacidn de la tangente

0 = f(zo) + f'(z0)(z1 — z0)

—/(@0) = —T

f/(x()) 1 0

2 =z 1(%0)
f' (o)

Podemos repetir este proceso para seguir mejorando la
aproximacion. La siguiente aproximacidn, xs, sera el punto donde la

tangente a f(z) en x; intersecte al eje x, xo estard dado por la

féormula
- f(z)
f'(z1)
Si continuamos este proceso obtendremos nudmeros que se

acercaran cada vez mdas a la solucidon actual, a este proceso lo
llamamos método de Newton.

Io = I1

Algoritmo 4.1. Método de Newton: Si x,, es una aproximacién a
la solucién de f(z) =0y f'(z) # 0 la siguiente aproximacién
esta dada por

f(zn)

Lny1 = Ln — fl(x )
n
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Veamos un ejemplo, utilizaremos el método de Newton para
calcular \/5 Primero, recordemos que la funcién debe ser de la
forma f(z) = 0, entonces la funcidn a calcular sera:

=15

El siguiente paso serd escoger una aproximacion inicial xg, en este
caso xy = 3. Después utilizaremos la férmula:

Lnt+l = Tn — 7

f'(xn)

Hasta que encontremos una aproximacidn suficientemente buena.
En el siguiente interactivo se muestran las iteraciones realizadas
del método de Newton.
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Siguiente ‘

Figura 4.3. Método de Newton utilizado para aproximar /5.

Notemos que obtuvimos el mismo valor para x4 y x5, por lo tanto,
podemos dejar de aplicar el método de Newton ya que es poco
probable que el valor cambie si volvemos a aplicarlo. Entonces,
podemos suponer que

V5 ~ 2.36068

El método de Newton puede fallar cuando:

» La derivada de x,, esigual a 0y f(z,) # 0, esto significa que
la tangente nunca intersecta al eje .

e Existe mds de una x que cumple f(z) =0, en este caso

debemos elegir un xy que esté mds cerca a la solucidon que
buscamos.
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e En ocasiones puede fallar completamente, por ejemplo, si
escogemos un xy tal que las aproximaciones continden
alternando entre dos valores y nunca se acerquen a la
solucion.
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4.2 Regla de la cadena. Derivada de la funcion
inversa.

La regla de la cadena nos permite derivar composiciones de
funciones. Sean f(x) y g(z) funciones diferenciables y sea h(z) la

composicién de ambas funciones h(z) = (f o g)(«) la derivada de
h(x) es igual a:

W (z) = f'(g(x))g' ()

Siy = f(u) yu = g(z) la derivada de y es igual a:
d d d
dz? T Y
Por ejemplo, usemos la regla de la cadena para derivar la funcion
h(z) = v/3x% — 5. Lo primero que haremos serd identificar f(z) y
g(z), que en este caso son

flz)=vz  g(z)=32" -5
Ahora, derivamos f(z) y g(w)1
fl(z) = N

Por ultimo, aplicamos la regla de la cadena

W(x) = f'(g(z))g'(z)

1
h'(z) = ————6x
2322 -5

g (z) =6z
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3x

W) = ———
() 3x2 -5

4.2.1 Regla de la cadena para potencias de
funciones

Podemos utilizar la regla de la cadena para derivar funciones de la
forma h(z) = g(z)", h(x) es una composicién de las funciones
f(z) = z™y g(x), entonces, f'(z) = nz" ! y aplicando la regla de
la cadena tenemos que

b (z) = ng(z)"'g'(z)

4.2.2 Derivada de la funcién inversa

Sea f(x) una funcién invertible y derivable, como f(z) es derivable
podemos pensar que su inversa también lo es. Para encontrar la
derivada de f~!(z) empecemos recordando que:

f(F(2) =2

Derivamos ambos lados de la ecuacidn
d 1 d
—_ Tr)) = —=x
(@) = o

Como el lado izquierdo de la ecuacién es una composicion de
funciones podemos aplicar la regla de la cadena

@) @) =1
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Despejamos del lado izquierdo para obtener |la derivada de la

inversa
1

FFi@)
Veamos un ejemplo, usemos la ecuacidn anterior para encontrar la
derivada de g(z) = v/ + 1. La funcién inversa de g(z) es f(z) =

z? — 1 con derivada f'(z) = 2z, entonces, la derivada de g(z) es
igual a

d ., 4 B
%f (z) =

, B 1
9 = @)
(@)= 5 —
I = Sz +1)

Ahora, derivamos la funcion directamente para comprobar que el
resultado sea correcto

g9'(z) = %(33 +1)712 = TCES))
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4.3 Curvas parametrizadas c(t) = (z(t), y(t)).
Derivadas de y respecto a .

Supongamos que queremos encontrar la derivada d%y de una
funcién f(z) escrita en forma paramétrica, es decir, f(x) estd
descrita por el par de ecuaciones:

z=f(t), y=g(t)

Una manera de encontrar d%y serfa eliminar el pardmetro, otra
manera de hacerlo sin tener que eliminar el pardmetro seria la
siguiente: Consideremos la derivada de y respecto a ¢, usando la

regla de la cadena tenemos que %y esigual a

d B d d
at? = azvar”
Ahora, despejamos la ecuacion para obtener d%y
d
dx im

dt

Veamos un ejemplo, sean = =t y y = t3 — 2t calculemos %y.

Primero derivamos x y y respecto a t:

d d )
£$—2t Ey—?)t —2

Aplicando la regla de la cadena obtenemos:

126



Figura 4.4. Gréfica de la curva paramétrica z = t2, Y= t> — 2t en el intervalo [0, 3]

4.3.1 Segunda derivada

Para calcular la segunda derivada aplicamos la regla de la cadena
dos veces de la siguiente manera:

£ d(d
da:2y_d:13 dwy

d (d\ d[iy
dz \dz?) " dz |\ 2

dat '’
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A d

dx 7T

: (_y) 4,4 ()

d
Por ejemplo, calculemos la segunda derivada del ejemplo anterior
2 d d
& & (&Y
2 d
dw ﬁx
d [ 3t*—2
d? odt \
a2’ 2t
dx? 2t
? 3P 42
d2? T T
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4.4 Polinomios. Raices de polinomios.
Métodos numéricos.

La diferenciacidn numérica es un método para aproximar la
derivada de una funcién definida como un conjunto discreto de
puntos o si la funcién es dificil de derivar. Sea la funcién f(z) vy el

punto x( lo primero que haremos serd aproximar la funciéon usando
un polinomio de interpolacién de Lagrange.

Definicion 4.1. Interpolacién de Lagrange: El método de
interpolacion de Lagrange es una forma de encontrar el
polinomio que toma ciertos valores en puntos arbitrarios. Sea un

conjunto de N puntos:
(213‘1, y1)7 (332, y2)7 ) (xNa yN)

El polinomio de interpolacion de grado N — 1 esta dado por:
P(z) = ¢1(z)y1 + pa(z)y2 + -+ - + o (T)yn

Donde la funcién ¢;(x) estd dada por

iy (z—zm)(z—=m)...(z —zi1)(® —Tit1) ... (z —zN)
#ilz) = (i —x1)(zi —x2) ... (T — 1) (T — Tig1) - - - (i — W)

Si usamos un polinomio lineal L1 necesitaremos dos puntos:
(330, f(x())) (330 + h'7 f(lE() + h’))
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Entonces:

f(z) = Ly(z)
f(z) = ;0__((200“:_};3)]‘(390) + 0 i_hg?xof(wo + h)
F@) ~ T )+ T g )

Ahora, diferenciamos el polinomio de interpolacién para obtener
una aproximacidn a la derivada de f(z):

—(z — g — h) f(z0) + (x — x0) f(x0 + h)

f(z) = .
f(a) ~ B2 @0 1) _ (z — zo — R) f (o)
fla) ~ MU0 £ 1) Jan)
fz) ~ LB T h})l — f (o)

A esta aproximacion la llamamos aproximacidn progresiva, sih < 0
obtenemos una aproximacidn regresiva:
f’(:c) ~ f((E()) B f(xO - h)
h
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Para obtener una aproximacién de segundo orden de la derivada
necesitaremos un polinomio de interpolacién cuadrético Ls(z),

para esto utilizaremos tres puntos:

(21, (1)) (22, f(22)) (23, f(3))

El polinomio de interpolacion serd igual a:

f(z) = L(z)

f(z) = Pif(z1) + Paf(x2) + Psf(x3)

(x — z2)(x — x3)
h= (z1 — z2) (21 — 23)

(x — z1)(x — x3)
B= (z2 — z1) (22 — 23)

(x — z1)(x — x2)
B = (z3 — z1) (23 — T2)

Derivando el polinomio de interpolacion tenemos que:
f'(x) = P{f(z1) + Py f(x2) + P3f(x3)

2r — Ty — I3

P! =
! (331 — $2)(331 - 5173)
2r — x1 — T3
P, =
2 (372 — 531)(332 - 533)
ng _ 20 — 1 — T

(z3 — z1) (23 — T2)
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Realizando las siguientes sustituciones tenemos que, =1 = =z,
To =2+ h, 3 =+ 2h:

F@)~ 5o (&) + 3+ h) + o fa+ 2h)
—3f(x) +4f(z+ h) — f(x + 2h)

/ ) ~
e o
A esta formula la llamamos férmula progresiva de segundo orden,
si reemplazamos h por —h obtenemos una férmula regresiva de
segundo orden:

3f(x) —4f(x — h)+ f(z — 2h
Fla) ~ CRIORS (CR)

Si realizamos las siguientes substituciones, ©1 = x, 9 = x — h,
x3 = = + h, obtenemos una férmula centrada de segundo orden:
o . J@+h)— f(z—h)
f(z) ~ =

Veamos un ejemplo, sea f(z) = z?Inz usemos las férmulas de
derivacién numérica para calcular f’(2) y compararemos los

resultados obtenidos con el resultado real f'(z) = 4.772588.

Primero, veamos las férmulas de primer orden:
, (2 + h)?sin(2 + h) — 4sin(2)
f(@) ~ -

21n(2) — (2 — h)’In(2 — h)
h

f'(z) ~
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- Progresiva [ Error | Regresiva| Error

7.1149 | -2.3423  2.7725
0.1 49935 | -0.2209 | 4.5549 |0.2176
0.01 4.7945 | -0.0219 | 4.7506 | 0.0219

0.001| 4.7747 | -0.0021 | 4.7704 | 0.0021

Ahora, veamos las funciones de segundo orden:
£ () —12In(2) + 4 % (2 + h)*In(2 + h) — (2 + 2h)* In(2 + 2h)
Tr) =
2h

12In(2) — 4 % (2 — h)*In(2 — h) + 2 % (2 — 2h)* In(2 — 2h)
2h

fz) ~

(2+ h)?In(2 + h) - (2 — h)?In(2 — h)

f(z) =~

- Progresiva Error Regresiva Error Centrada Error

4.5257 0.2468 4.9437 -0.17

0.1 4.7693 0.0032 4.7691 0.0034 4.7742 -0.0016
0.01 4.7725 0.000028 4.7725 0.000028 @ 4.7726 | -0.000021
0.001| 4.7725 |-0.0000012 | 4.7725 |-0.0000012 | 4.7725 |-0.0000012

Notemos que el error disminuye al reducir el valor de h y que las

formulas de segundo orden son mucho mds precisas que las
formulas de primer orden y que entre las formulas de segundo
orden la férmula centrada es mds precisa.
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En el siguiente interactivo se muestra la grafica de la funcidn
f(z) = z*Inz, usando el mend puedes cambiar el tipo de funcién
para aproximar el valor de f'(a:) usando derivacion numérica y al
arrastra el punto azul puedes cambiar el valor de x, observa como
se va acercando mds la aproximacién al valor real de f'(z) al
acercarse h a 0.

o7l

Valor de la derivada en x|= 2: 4.772589

Valor obtenido con-derivacion numérica: 4.99355

h 0.10 Tipo de funcién | Progresiva primer orden

Figura 4.5. Derivaciéon numérica.
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4.5 Funcion exponencial. El numero e.
Logaritmos.

Llamamos funciones exponenciales a funciones de la forma:

f(z) =a*

Donde a es un ndmero positivo real distinto de 1. Supongamos que
gqueremos derivar una funcidn exponencial, si a = e ~ 2.7128

entonces podemos utilizar la formula:
(em)/ — em

Ahora, veamos el caso donde a # e. Usando propiedades de los

logaritmos podemos escribir a a como:

a — eln(a)

Y usando propiedades de las potencias podemos escribir a la
funcidn exponencial como:

a® = (eln(a)> _ ea;ln(oL)

Entonces, aplicando la regla de la cadena tenemos que:

(am)/ — (exln(a)>,

!/
(em ln(a)) — e” In(a) (Q? ln(a))'
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e In(a) (m ln(a))' — e° In(a) ln(a)
e*2(@ In(a) = a®In(a)
. (a®) = a”In(a)

: ., 2
Veamos un ejemplo, sea la funcién f(x) = 732" _ €57 calculemos

f'(z):
F(z) = 6(7% In(7)) — 5

Notemos que el primer y el segundo término son de la forma a“ y
e" respectivamente, por lo tanto, utilizamos la regla de la cadena
con la féormula de las derivadas de una funcion exponencial. En el
caso del primer término u = 3z2 y v/ = 6 por lo que su derivada es
igual a 6(739"2 In(7)), para el segundo término u = 5z y v’ = 5 por
lo que su derivada es igual a —5e°*.

4.5.1 Logaritmos

Recordemos que la derivada del logaritmo natural, In(x) o log,(z),

es igual a:

d 1
1 -
dx n(z) T

Utilizando la férmula de la derivada del logaritmo natural podemos
encontrar la férmula de un logaritmo de base a. Sea f(z) =

log,(x) tal que a >0y a # 1, primero aplicamos la férmula de
cambio de base del logaritmo.
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Definicion 4.2. Cambio de base de un logaritmo: Sean b, x y k

ndmeros reales positivos tenemos que:
log,,(z)
logy(z) =
) = Tog, )

Entonces, aplicando la formula de cambio de base reescribimos al
logaritmo de la siguiente manera:

log,(z) =

Derivamos ambos lados de la ecuacidn:

d d In(x)
el | .
iz %8 = o)
Factorizamos la constante:
d 1 d
—1 = —1
dz 084 () In(a) dz n(2)
Por lo tanto, la derivada del logaritmo de base a es igual a:
1o, (2) = —
—_ €T =
dz o z1n(a)

Veamos un ejemplo, sea la funcién f(z) = e** log,(2x — 5)
calculemos la derivada de f(z):

f'(z) = (% log,(2z — 5))

f'(z) = (%) log, (22 — 5) + €** (log,(2z — 5))’
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3 23 2
f'(z) = (62° % € ) logy(2z — 5) + ¢ ((233 —5) ln4>

262333
(22 —5)In4

o fl(x) = (627 * 62“’3) log,(2z — 5) +
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4.6 Funciones trigonométricas y sus inversas.

Para calcular las derivadas de las funciones seno y coseno, primero

consideremos las siguientes propiedades:
. sinf . cosf—1
lim =1 lim —— =0
6—oc0 0 0— o0 0

Entonces, utilizando la definicidn de derivada tenemos que:
: . sin(z + h) —sinx
— sinx = lim
T h—0 h

Utilizamos la siguiente identidad trigonométrica y sustituimos en la
ecuacién anterior:

sin(x + h) = sinx cosh + coszsinh
sinz cosh + cosxsinh — sinx

— sinz = lim
dx h—0 h

Reordenamos la fraccidn:
] . sinxzcosh —sinxz cosxzsinh
— sinxz = lim
T h—0

_|_
h h
Factorizamos sin x y cos x:

d sinxz = lim sinxCOSh_ 1 —|—cosa:Sinh
dx _h—>0 h h
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Aplicamos los limites:

. sinh
lim =1
h—0
. cosh—1
lim —— =0
h—0 h
d | .
;. — sinz = sinz(0) 4 cos z(1)
T
Por lo tanto:
d |
— sinx = cosx
dr
Para la derivada de cos x realizamos un proceso similar:
d . cos(x+ h) —coszx
— cosz = lim
T h—0 h
d . coszcosh —sinxzsinh — cosx
— cosx = lim
dx h—0 h
d . cosxcosh —cosx . sinzsinh
— cosx = lim — lim ——
dx h—0 h h—0 h
d . cosh—1 . sinh
—cose = cosx lim ———— — sinz lim
dx h—0 h h—0 h
d .
— cosx = cos z(0) — sinz(1)
dr
d .
— Ccosx = —sinz
dr
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El resto de las funciones trigonométricas puede ser expresado

como cocientes de seno o coseno de la siguiente manera:
1 1 sin x
CsC T = tanz =

SeC T —

cosS I sin CoS T

Por lo que podemos calcular sus derivadas utilizando la regla del
cociente, por ejemplo, para la derivada de la funcién sec x:

d d 1
dz '~ drcosz
d 1  (0)cosz — (1)(—sinz)
dr cosz cos?
d sin
oo SeCT = o
d sinz 1
dz T Coszcose
d

—secx = tanxsecx
T

Las derivadas de las funciones trigonométricas restantes pueden
ser obtenidas de manera similar, las formulas son las siguientes:

d
—secxr =tanxsecr —cscxr = —cscxrcotx
T T
d d
_ 2 . 2
—tanx =sec"rx —cotx = —csc’x
dx dx

141



En el siguiente interactivo se muestran las graficas de distintas
funciones trigonométricas junto con las graficas de sus derivadas,
utiliza el menu para seleccionar entre las funciones seno, coseno vy
tangente. Mueve el punto rojo para observar el valor de la

pendiente en ese punto.

A
o]
Valor de la pendiente en (): 1

f{x) = sin(x)

f'(x) = cos(x)

| 1.00 e b w=| 100 |=f=

Funcién |seno v a

Figura 4.6. Funciones trigonométricas y sus derivadas.
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4.6.1 Funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas, como su nombre lo indica,
son las funciones inversas de las funciones trigonométricas, son
utilizadas cuando queremos obtener el dngulo a partir del seno,
coseno, etc. Se denotan de manera similar a las funciones inversas:
sin_l, cos!, tan~!, etc. y se leen como: seno inverso, coseno
inverso, tangente inversa, etc., también podemos denotarlas
agregando el prefijo “arco”: arcsin, arccos, arctan, etc. , y se

leen como: arcoseno, arcocoseno, arcotangente, etc.
Recordemos que la derivada de una funcidn inversa es igual a:
2 @) =
z f'(f ()
Empecemos con la derivada del seno inverso:
d 1

& (@)= cos(sin ! (z))

dx
Podemos utilizar la siguiente identidad trigonométrica para
sustituir la funcidn coseno en la ecuacidn:
sin?0 + cos?0 =1
2 . 2
cos“0=1—sin"0
. 2
cosf@ =1 —sin“0

Sustituyendo en la ecuacion tenemos:

143



d () = 1
dz \/1 — sin’(sin" ' (x))

d 1

.1

— sin (:c = —

dz ) V1 — x2

Podemos obtener la derivada de la funcidn coseno inverso de
manera similar:

d cos '(z) = !
dz ~ —sin(cos1(z))
sinf = /1 — cos? 6
d 1
—cos " (z) =
dz (=) —+/1 — cos?(cos(z))
d 1

-1 _
7, 08 (z) = g

Las férmulas de las derivadas de las funciones trigonométricas
inversas restantes son las siguientes:

d o _ 1 d o _ 1

dz " T T 112 dz " TT T1i a2

d 1 d 1
1 —csc lx =

—sec 'pr= —+ R
dx lz|vx? —1 dx |z|vx? —1
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4.7 Derivacion implicita.

Las derivadas que hemos visto hasta ahora son para funciones de
la forma y = f(x) donde y depende explicitamente de x. Por otro
lado tenemos ecuaciones como esta:

2’ +y* =9

Que es la ecuacion que describe a un circulo de radio 3. En este
caso y no estd expresada enteramente en términos de x, a este

tipo de ecuaciones las llamamos ecuaciones o funciones implicitas.
Para encontrar la derivada de la ecuacidn anterior podriamos
despejar la ecuacién para obtener y:

y =119 — z2
El problema es que al despejar obtenemos 2 soluciones diferentes:

y=1v9—x2 vy y=—+/9—x2, en el siguiente interactivo se

muestran las graficas de las tres ecuaciones:
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_\'3+_\-'2=9

Graéfica | Ecuacion 1 bl

Figura 4.7. Gréficas de las ecuaciones 2> + 4> =9, y =v/9 —22 y y =

—V9 — 2.

Podemos ver que ninguna de las dos soluciones representa la
grafica completa. La técnica de derivacién implicita nos permite
calcular la derivada de funciones implicitas sin tener que despejar
variables. Los pasos para realizar la derivacién implicita son los
siguientes:

e Derivamos ambos lados de la ecuacidn, tratando y como una
funcién de .

e Separamos los factores que contienen %y en distintos lados

de la ecuacidn.

e Despejamos d%,y.
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Usando derivacion implicita podemos encontrar la derivada del
ejemplo anterior. Primero derivamos ambos lados de la ecuacidn,
tratando a y como una funcién de x:

d, 9 d
- — 9
dav;(aj +y) dx
d d d

G4 2, @ a2 @

d:I:sC +dwy dwg
d

20 +2yx —y =0
dz

Pasamos el factor 2x al lado derecho de la ecuacidn:

d
20« —y = —2x
Y da:y
Por ultimo despejamos d%y:
2z
da:y 2y oy

Con lo que obtenemos la derivada de la funcién implicita z? +

y2 = 9 que esigual a:
d T

dx Y
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Capitulo V

Métodos de integracion

5.1 Integracion por partes. Integracion por
substitucion.

La integracion por partes nos permite integrar funciones que son el
resultado del producto de otras dos funciones. Sea h(z) =

f(x)g(x) usando la regla del producto tenemos que:

W(z) = (f(z)g(z)) = f'(z)9(z) + f(2)g'(z)
Integramos ambos lados de la ecuacion:

/ (f(z)g(z)) dz = / (f'(z)g(x) + f(z)g (z))dx

= [ @@+ [ ()9 @

Ahora, despejamos el termlnoff z)g'(x)dz:

[ 1@y @)de = f@)g(z) - [ 1'(@)g(e)da
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Para que la formula sea mas facil de leer hacemos las siguientes
substituciones: u = f(x) y v = g(«), sus derivadas serfan du =

f'(z)dz y dv = ¢'(x)dz. Entonces, la férmula seria la siguiente:

/udv:uv—/’udu

A esta férmula la conocemos como la formula de integraciéon por
partes. Para usar la féormula primero identificamos u y dv vy

calculamos du y v, sabremos si identificamos correctamente u y dv

si la integral que obtenemos al usar la férmula es una que si
podamos integrar.

Veamos un ejemplo, usemos integracién por partes para calcular la
siguiente integral:

/332 cos(2x)dz

Lo primero que tenemos que hacer es identificar que términos
serdan u y dv. Generalmente, la funcién que escogeremos como u

serd la primera que encontremos de la siguiente lista:

1. Logaritmos

2. Funciones trigonométricas inversas
3. Funciones algebraicas (como z? + 1)

4. Funciones trigonométricas

5. Funciones exponenciales
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En este caso, 22 tiene precedencia sobre cos(2z) ya que es una

funcidn algebraica, entonces, aplicando la férmula de integracion
por partes tenemos que:

1
u = dv = cos(2z) v = — sin(2z)

1
/:cz cos(2z)dx = 5:152 sin(2z) — /msin(2w)d:c

Para resolver la nueva integral obtenida volvemos a aplicar
integracidn por partes:

1
u==zx dv = sin(2z) V=g cos(2z)

/xsin(Zx)da} = —%w cos(2z) — / —% cos(2x)dx

1 1
/a: sin(2z)dx = —3% cos(2x) + B sin(2z) + C
Sustituimos el resultado en la ecuacidon anterior:
1 1 1
/:c2 cos(2z)dx = 5:132 sin(2z) — (—53; cos(2z) + 2 sin(Zm))

1 1 1
/a:2 cos(2z)dx = 53:2 sin(2z) + 2T cos(2z) — 1 sin(2z) + C
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5.1.1 Integracion por substitucion

La integracion por substitucion, también llamada integracién por
cambio de variable, es una técnica de integracion relacionada con
la regla de la cadena que nos ayuda a encontrar antiderivadas. Para
aplicar la integracidon por substitucion lo primero que haremos es
buscar que la integral este escrita de la siguiente forma:

[ #atag @)

Por ejemplo, en la siguiente integral:

/23:\/ 1+ 22dx

f(x) =z, g(z) =1+2*y ¢ () = 2z. Una vez que la integral
estd escrita de esta forma podemos sustituir g(x) por la variable u

y ¢’ () por du:
2
/\/—du — Zy

Finalmente, sustituimos u por g(z):

/2m\/1+m2daz— 1+2?)% +C

Decimos que la integracion por substitucion esta relacionada con la
regla de la cadena ya que podemos verla como si fuera la inversa
de la regla de la cadena.
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Veamos otro ejemplo, podemos usar integracion por substitucion
para resolver la siguiente integral:
xdx

V14 22
1

2
En este caso, f(z) = T g(z) =1+ 22°y ¢'(z) = 4zdz. Pero el
término 4x no se encuentra en la integral por lo que haremos la
siguiente substitucion:

u=1+ 2z
du = 4xdzx
d

Zu = xdx
du 1 Vu
2 (9 _ V=

/ Tya g Vw =5 FC
Sustituyendo u por g(z) tenemos que:

V14 222

+C

/ zdzx B
V14 222 2
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5.2 Cambio de variable.

Los pasos a seguir para integrar una funcién por cambio de
variable son los siguientes:

1. Escoger una substitucién tal que u = g(z).
2. Obtener du = ¢'(z).

3. Utilizando las ecuaciones de los dos pasos anteriores,
reescribir la integral tal que sdlo quede la variable u.

4. Evaluar la nueva integral obtenida.

5. Reemplazar u por g(x) en el resultado obtenido en el paso
anterior.

5.2.1 Cambios de variable comunes

e Funciones exponenciales: En el caso de una funcién
exponencial escogemos u como el exponente y calculamos la
integral [ e“du. Ejemplo:

e dx
u =>5xr du=>bdx

du
S5x . U
/e dw—/e —10

/e5wdac = i e“du
10

154



/e5$dw ~ &
10

5 65:10
/e dm:E—I—C

e Fracciones: Generalmente, es conveniente escoger u como el
denominador de la fraccion. Ejemplo:

3z
/ 22 + 7dglj

u=22x>+7 du=4zdz

3z dp — 3z du
2m2+7w_ u 4x

3z 3 1
/2x2+7d$_1/5du

3 3
/ v der = -1nu

22 + 7 4
3z _ 3In(2z* +7)
/ 2 7= 4 +C

e [Funciones bajo un radical: Las funciones que se encuentren
bajo un radical son una buena opcién para escoger como u.

Ejemplo:
42/ 3 + 2dx
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u=12>+2 du=3z’dzx
d
/4:1:2\/ z3 + 2dz = /4:1:2\/63—;2
4
4z%\/ 23 + 2dz = 3 / Vudu
8u%
/4:1:2\/ 3 + 2dx =

9

8(x3 + 2)3
/4x2\/x3+2dm:w+0

e Composicién de funciones: Si identificamos una composicién
de funciones en el integrando y conocemos una regla para

integrar la funcidén externa entonces escogemos u como la
funcidn interna. Ejemplo:

/sin(7:c + 6)dz
u=Tzx+6 du="Tdz

/sin(7x +6)dz = %/sin(u)du

1
/sin(?:c + 6)dz = — cos(u)

1
/sin(7w + 6)dz = — cos(7x + 6) + C
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5.3 Métodos numéricos.

Los métodos numéricos de integracion son Utiles para aproximar el
valor de la integral definida de funciones cuya antiderivada es dificil
de calcular. Anteriormente vimos una forma de aproximar
derivadas definidas dividiendo el drea bajo la curva en rectangulos
y sumando el drea de todos los rectangulos, podemos mejorar este
método utilizando trapecios en vez de rectangulos.

Namero de intervalos e 4.00 aff

Figura 5.1. Regla del trapecio.

A este método lo llamamos regla del trapecio. Recordemos que el

area de un trapecio con altura h y bases de longitud b; y by esta
(b1+b2)h

dada por la férmula a = ==>~.
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En este caso, los trapecios tienen una altura de Az con bases de
longitud f(x;) vy f(z;11), por lo tanto, el drea de cada trapecio estd

dada por:
(f(zi) + f(@is1))Az
2

a; =

Si sumamos el drea de los n trapecios tenemos que:
(fz) + @Az | (f) + fl@)Ae  (flan) T fla)Ae
2 2 2

(f(fL'O) + f(z1) + f(z1) + f(z2) + -+ + f(@n1) + f(Tn1) + f(ﬂfn)) As
2

= (L5204 e+ fla o+ o) + L2 ) o

Entonces, sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b]
podemos aproximar su integral usando la regla del trapecio con la
siguiente férmula:

b
lim T, :/ f(x)dz
n—oo a

Veamos un ejemplo, usaremos la regla del trapecio para aproximar
. 2 . : .

la integral fo 32?2 — 2dx utilizando 5 subintervalos. Utilizando la

formula de la regla del trapecio tenemos que:

Ts = (f(2mO) + f(z1) + f(z2) + f(z3) + f(zg) + f(§5)) Ax
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Recordemos que Ax = b;—“ en este caso Az es igual a:

20 2
A:—:—
TT Ty 5

Los valores de la funcidn en cada punto x; seran los siguientes:

£(0) = 3(0)* 2 = 2

2 2\’ 38
7(5)-2(5) 2=

f(2)=3(2?%*-2=10

Sustituyendo estos valores obtenemos:
2 38 2 58 142 10) 2
5

= (-2 _2_ 2 2
’ (2 55 25 25 " 25 T 2
104

25

2
/ 3z% — 2dx ~ 4.16
0
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5.3.1 Método de Simpson

El método de Simpson es similar a la regla del trapecio, sélo que en
lugar de utilizar trapecios para aproximar el drea bajo la curva se
utilizan polinomios de segundo grado. Para obtener una
aproximacion de la integral fa f(x)dz primero dividimos el
intervalo [a,b] en un ndmero par n de subintervalos de longitud
Az. Por cada par de intervalos consecutivos [z; 1, ;] [©i, Zi11]
. Tit+1 . Tit+1 .
aproximamos fo f(x)dz con la integral me p(x)dz, siendo
p(z) la funcién cuadrética p(z) = ax? + bx + ¢ que pasa por los

puntos (z;—1, f(zi-1)), (s, (), (Tit1, f(@iv1))

Par de intervalos = 1 offn

Figura 5.2. Método de Simpson.

160


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Notas_Matematicas_para_las_Ciencias_1/interactive/cap_4/simpson.html

Definicién 5.1. Método de Simpson: Sea f(z) una funcidn
continua en el intervalo [a, b]. Sea el intervalo [a, b] dividido en
un ndmero par n de intervalos, cada uno de longitud Az = b_T“
con sus extremos en los puntos P = {xz,x1,...,2,}.

Definiendo la siguiente ecuacion:

Sn = %(f(wo) + 4f(21) + 2f (22) + -+ + 2f(2n-2) + 4f (@n-1) + f(an))

Entonces,

b
lim S, =/ f(z)dz
n—oo a

Veamos un ejemplo, utilicemos el método de Simpson con n = 6

: . : 5
intervalos para aproximar la integral fo z2. Notemos que los

coeficientes de la ecuacidn del método de Simpson siguen el
siguiente patrén:
1,4,2,4,2,...,4,2,4,1

Entonces, aplicando el método de Simpson tenemos que:

5
Az = -
“T%
v (o () (3) 0 () (3) - () (3)
g _ 5 (0 100 200 . 200 625 25)
6—1_8 +%+%+ +T+?+
125
S. =
°7 3
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Capitulo VI

Series

6.1 Polinomio de Taylor.

Definicion 6.1. Expansion en serie: Llamamos expansiéon en
serie al método de aproximacion de una funcidon por medio de la
suma de un nimero n de términos.

El polinomio de Taylor, también llamado serie de Taylor, es una
expansion en serie de una funcién f(z) en el punto = a. Si f(z)
tiene n derivadas en a, entonces el polinomio de Taylor de orden n
estad dado por la férmula:

pu(e) = f(@) + F@)e — o) + 0@ —ap + Ty
(n)
-I-f n!(a) (z —a)"

En caso de que a =0 el polinomio p,(z) también es conocido

como polinomio de Maclaurin. En la siguiente tabla se muestran
algunos polinomios de Maclaurin usados cominmente:
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Funcién Polinomio de Maclaurin

! pu(@)=1+ac+a*+2°+-- +2"
1—=z
ew .’B2 .’E3 "
pu(@) =14z + o op o+ —
2 4 2n
COoS T T T x
12 L2 (o
Po(2) 2 D G
2 & 5 2n+1
sin x L ww B 1yt
@)=z =gt g = U Gy
1132 $3 n
2 3
tan 'z 2 2 oozt
e i A

En el siguiente interactivo se muestran las graficas de las funciones
de la tabla junto con las graficas de sus respectivos polinomios de
Maclaurin, aumenta el valor de la variable n para aumentar el orden

del polinomio y observa lo que sucede:
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n s 0.00 o= | f(X)= |1/(1-x) v

Figura 6.1. Polinomios de Maclaurin.

Veamos un ejemplo, sea f(x) = xe® encontremos el polinomio de
Taylor de orden n = 4 centrado en a = 1:

Do =€

pr=e+2e(x—1)

p2=e—|—2e(az—1)—|—§(w—1)2
4
p3=e—|—2e(w—1)—i—32—6(33—1)2—#3—?(:1@—1)3
3 4 5)
pr=et2e(e—1)+ —(z 12+ —(z— 1) + —(z — 1)*

2
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(L. f(n)

o)

Figura 6.2. Polinomio de Taylor de orden n = 4 centrado en a = 1 para la funcién

f(z) = ze®.

Utilizando el polinomio de Taylor pudimos obtener una buena
aproximacién de f(x) para valores de x cercanos a a = 1.
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6.2 Calculo de valores de una funcion con
ayuda de las series.

Uno de los usos mds importantes de las series es utilizar una
porcién de la serie de f(x) para aproximar la misma funcién f(z).

El teorema de Taylor nos ayuda a acotar el error cuando usamos un
polinomio de Taylor para aproximar el valor de una funcién.

Teorema 6.1. Teorema de Taylor: Sea f(z) una funcién que

puede ser diferenciada n + 1 veces definida sobre el intervalo 1

conteniendo el ndmero real a, entonces para cada x € I se
cumple que:

f() = f(a) + f'(a)(z — a) +

£ (a)

n!

f"(a)
2!

( — a)" + Ry(z)

(z —a)? + ...

+

Donde R, es llamado el resto y estd dado por

(n+1)
Rufa) = IS e = o

Para alglin nimero real centre a y .

Si R,(z) se aproxima a 0 conforme n se aproxima a oo decimos
que la serie de Taylor generada por f(x) en x = a converge a f(x)
en I. Si existe un nimero real M tal que |f"*(z)| < M para
toda = € I entonces

Ro(z)] < —2

n+1
(n+1)!" al

|x
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Veamos un ejemplo, utilizando el polinomio de Taylor obtenido en
el ejemplo anterior para la funcién f(z) = xe®, aproximemos el
valor de 2e%. Primero aumentaremos el orden del polinomio a 7
para obtener una mejor aproximacion:

3 1 5
pr=et2e(e—1)+ (2 12+ —(z— 1) + —(z — 1)*
2 3! 4]
ps=c+2e(— 1)+ (2 -1+ 30—+ Tl — 1)+ (e — 1)
3! 4! 5!
3e o 4e 3 . oe 4
pe =e+2(x—1)+ 5 (x — 1) —%-gi(x —1) +o - 1)
be Te
+§($—1)5+a(w—1)6
de 4e 5e 4
pr=et2e(z—1)+ S (z -1+ (@ —-1)°+ (e - 1)
6e Te 8e
Evaluamos p; con z = 2:
3e 4e e
p7(2) =e+2e(2 1)+ 2(2—1)2+§(2—1)f”+ﬁ(2—1)4
e Te 8e
5'(2—1) + o F(2-1)°+ 7!(2—1)7

de 4e b5e 6Ge Te 8e
pr(2)=e+2e+ o+ or+ ot T o

pr(2) = 14.77742
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El resto estd dado por:

f(8) c g
Ri(2) =190 )
@) (c

No conocemos el valor de ¢ pero podemos dar una cota superior
para el resto, como la derivada f(® = e®(x + 8) alcanza su valor
maximo en el intervalo [1, 2] en ¢ = 2, entonces:

Ro(2) <T@y g

8!
F®)(2) = 73.8905
|R:(2)| < 73'2'905 — 0.00183260

Ahora, comparemos el valor obtenido con el valor real de f(z).
f(2) esigual a:
F(2) = 2¢* = 14.77811

El valor del resto es igual a:
R:(2) = f(2) — p7(2) = 14.77811 — 14.77742 = 0.00069

Podemos ver que la cota superior que obtuvimos fue correcta, ya
que: 0.00183260 > 0.00069.
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Al usar el teorema de Taylor pudimos obtener una aproximacién
cercana al valor de 2e? y acotar el error obtenido. En el futuro

podemos utilizar este teorema para aproximar funciones que
pueden llegar a ser dificiles de calcular.
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