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Prefacio

Este libro digital interactivo se ha disenado utilizando el editor de
DescartesJS, de tal forma que se pueda leer en ordenadores y
dispositivos moviles sin necesidad de instalar ningun programa o

plugin.

La herramienta Descartes se caracteriza por una innata interactividad,
por permitir realizar representaciones de objetos bi y tridimensionales,
por gestionar expresiones de texto y de férmulas, por integrar objetos
multimedia como imagenes, audios y videos, por tener la posibilidad de
reflejar casos concretos y también potenciar la conceptualizacion de
tareas y procedimientos mediante la utilizacién de semillas aleatorias y
controles numéricos, graficos y de texto, y con ellos poder abordar la
evaluacion de manera automatica, tanto la correctiva como la formativa.
Con Descartes es posible el disefio y desarrollo de objetos educativos
gue promueven el aprendizaje significativo, posibilitando esa deseada
construccion del conocimiento?

El contenido del libro se basa en dos trabajos previos: el primero de
ellos es un blog denominado "Integrando con Paco", que tiene por
objetivo que el estudiante se acerque, a través de discusiones de tipo
coloquial, a los conceptos del Calculo Integral y, de esa forma, pierda
el temor que por tradicidn se tiene hacia esta asignatura; el segundo
es un grupo de discursos Descartes disenado en el Instituto de
Matematicas de la Universidad Nacional Autonoma de México,
liderado por el doctor José Luis Abreu Ledn.

El libro se ha elaborado con fundamento en el curriculo de la
asignatura "Calculo Integral" de la Institucion Universitaria Pascual
Bravo, pero ampliandolo con algunas secciones y bloques adicionales
con objeto de poder cubrir las necesidades de cualquier otra
Institucidn que incluya en su desarrollo curricular esta materia.

1 véase https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/descripcion.htm

7



https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/descripcion.htm

Este curso se plantea a través de un didlogo entre Paco, un estudiante
gue representa a cualquier alumno o alumna de nuestras aulas, y su
profesor. La presentacion en estilo coloquial de la interaccion del
docente y el discente busca hacer mas ameno el aprendizaje del
Calculo, asi como reflejar las situaciones usuales que acontecen en la
docencia directa las cuales quedan obviadas en los planteamientos
académicos que suelen primar cuando se escriben monografias y
libros de texto. Aqui, se mantiene la formalizacién y rigurosidad
académica de todo libro cientifico, pero se complementa con las
anécdotas, bromas y comentarios, tanto jocosos como serios, que
suelen acontecer en toda relacion educativa.

El libro ha sido elaborado mano a mano a una distancia fisica de casi
ocho mil kildmetros entre la ciudad de |la eterna primavera, Medellin
(Colombia), y la ciudad en la que la primavera es efimera, Cérdoba
(Espana). Pero esa lejania es intrascendente gracias a la cercania
aldeana que aportan las tecnologias de la informacién y de la
comunicaciény a la amistad de los autores que se conocieron a través
de la Red con el proyecto Descartes como nexo inicial. Dadas estas
circunstancias, no es de extranar que en el texto se amalgamen giros
y expresiones linglisticas de un idioma comun enriquecido con los
matices paisas y andaluces de los autores.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Paisa_(Colombia)
https://es.wikipedia.org/wiki/Andaluc%C3%ADa
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Capitulo |

Introduccion al Calculo







Introduccion al Calculo Infinitesimal

1.1 ;Qué es el Calculo?

—iHola Paco! En esta ocasidon vamos a abordar el estudio de una
parte de las Matematicas que se denomina “Calculo integral” y que
tiene su origen en un problema antiquisimo que ocasioné grandes
guebraderos de cabeza a muchos sabios de la Grecia antigua,
provocd arduas peleas y enemistades entre grandes sabios mas
contemporaneos nuestros —me refiero en este caso a Newton y
Leibniz, quienes formalizaron y sistematizaron su resolucién—, y aln
hoy en dia, aunque conocemos la solucion tedrica, no siempre puede
hallarse de manera exacta y tenemos que conformarnos con una
aproximacion.

iNo pongas cara de sorpresa! Las Matematicas se hacen dia adiay el
conocimiento humano es muy, muy limitado. Hace casi dos mil
quinientos afos lo dijo Socrates: “Sélo sé que no sé nada". ;Cudl es
ese gran problema? jEl calculo del area de un recinto!

—Profe, usted esta de guasa, jpero si eso lo aprendi en Primaria! El
area de unrectangulo es base por altura.

—Si, el area de un rectangulo dices que lo aprendiste en Primaria:

Area=axb b

a

Pero ;viste y comprendiste por qué el area de un rectangulo es base
por altura? o ;por qué el area de un triangulo es base por altura
partido por dos?
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—;Por qué abro la boca? jSiempre me encuentro con una nueva
pregunta! jAsi me dijeron que era como se calculaba el area!

—Ya, jme dijeron! , jme dijeron! ;Y si quien te lo dijo estaba
equivocado? Vas a ser pronto un cientifico o un ingeniero y para ello
has de recuperar tu caracter critico, el que te llevaba en tu infancia a
preguntar continuamente ;por qué? y ;por qué?, y a no admitir las
respuestas sin saber el porqué. En lugar de preguntar yo, tu eres el
gue me debias de preguntar o, mejor, el que me debias de explicar
todo con su porqué.

Pero dejemos ahora el porqué de esa formula? y centrémonos en el
problema que tu precipitacion habia obviado. Yo lo que te he referido
es el drea de un recinto cualesquiera:

—iSeguro que tiene alguna férmula!

—Avancemos despacito y mas que fijarnos en esa hipotética formula
en la que tanta fe pones, pienso que es mejor que te exponga un
procedimiento usado en la vida cotidiana y extensible al mundo
matematico:

2 La medida del 4rea se realiza mediante la comparacion con la unidad, en este caso el metro
cuadrado o area de un cuadro de longitud un metro, y/o sus mdltiplos y divisores. La
formula se obtiene en base a la comparacion esencialmente de longitudes, es decir,
proporciones o razones, y no esta exenta de dificultades conceptuales que llevé a los
griegos clasicos a la incomprensiéon de los nimeros irracionales y a etiquetarlos asi, como
no racionales, esto les condujo a adentrarse en las magnitudes conmensurables e
inconmensurables.
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i¢Como te comerias un elefante?!

—;Abriendo mucho, mucho, la boca?

—ilLa unica forma es a trocitos, y ademas trocitos que seamos
capaces de digerir!

Pues, de manera andloga, un problema podemos tratar de
descomponerlo en otros problemas mas sencillos, mas asequibles. Y
asi, el calculo propuesto del area podriamos inicialmente aproximarlo
—fijate que digo aproximarlo— por uno mas sencillo como es el
cdlculo del area de un poligono y la de éste se reduce al cdlculo de
areas de tridngulos, que son faciles de calcular?.

3 Gracias a la férmula de Herdn, el drea de un tridngulo es facil de calcular sin mas que
conocer la longitud de sus lados. Si a,b,c son los lados y s = (a+b+c)/2 es el

semiperimetro, el 4rea viene dada por A = 1/(s(s — a)(s — b)(s — ¢))
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—;Si! Pero es una aproximacion.

—iCierto! Es una aproximacion. Pero de partida, al menos una respuesta
aproximada siempre es mejor que no poder dar ninguna respuesta. Y
fijate que si aumentamos el numero de lados del poligono la
aproximacion es cada vez mejor?. Compruébalo tu, incrementando en |a
siguiente escena el valor de V.

Area= Iim A,

AL | T2
N o

Escena 1.1. Adaptacion de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
—iEs verdad! Llega un momento en el que no hay diferencia.

—Si la hay, te esta enganando tu vision. Si haces un zum —pulsando el
botén derecho de ratén y desplazando éste—, que es como mirar con un
microscopio, en la escena podras ver que sigue habiendo diferencias y si
N es grande puede que no se observen, pero realmente las hay®. Con
este método, |la Unica forma de que no haya error al aproximar un recinto
por un poligono es que ese recinto sea poligonal.

4 Este método es atribuido a Eudoxo (390 a. C- 337 a. C.), fue utilizado por Euclides y
sistematicamente usado por Arquimedes. Es conocido como “método de exhaucién” o “método
exhaustivo”.

> Cuando en una pantalla se representa una curva sélo se puede reflejar un ndmero finito de
puntos, dado que se dispone de un nimero finito de pixeles. Por tanto, en la representacién
grafica de una curva lo que realmente se muestra es una poligonal y consecuentemente si N es
suficientemente grande no habra error. La representacién grafica tiene sus limitaciones, pero el
microscopio matematico —el calculo infinitesimal, que aqui es el objeto de estudio— si permite
determinar el error existente.
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Mira vamos a hacer algo analogo, pero utilizando rectangulos que es
como actualmente se plantea a nivel tedrico.

&7

'S

Zum v
jesplaza *
esplaza
A

N v

Escena 1.2. Recinto conformado por rectangulos

En esa escena he dividido el recinto en dos partes, puedes separarlas
con el control etiquetado como “desplaza” y puedes incrementar o
decrementar el nimero de rectangulos a considerar. También puedes
hacer zum.

—iMe gusta! Pero aqui la aproximacion es peor ;verdad? Al hacer
zum se observa que hay trocitos sin rellenar, incluso cuando utilizo
muchos rectangulos.

—Tienes razoén en tu observacién, pero no vamos a adentrarnos en
ello porque ahora lo que buscamos es determinar de manera exacta
el area y no analizar la eficiencia de los métodos aproximados que
estamos utilizando. De esto ultimo se encarga un éarea de las
Matematicas que se denomina “Andlisis numérico”, cuando necesites
hacerte competente en este tema, te recomiendo el libro “Métodos
Numéricos” [4] de... j;adivina quiénes son co-autores de ese libro?!

—No hace falta adivinarlo, lo estoy viendo.
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—Para determinar el valor exacto del area de esa figura nos queda
dar un importante paso matematico, analogo a un gran salto “mortal”
circense, que es un salto al infinito o “paso al limite”. Y jojo! que este
salto es verdaderamente mortal si no sabemos darlo adecuadamente.

—Ese salto mortal ya lo analizamos cuando estudiamos la derivada
como medio para poder determinar la recta tangente. Entonces
tomamos también limite y hablamos del "Calculo diferencial”.

—iMuy bien Paco! Estaba convencido que recordarias esa situacion
en la que también aplicamos ese paso. Es mas, tu ejemplo ha sido muy
oportuno porque el problema de determinar la recta tangente veras
qgue tiene relacién con el del calculo del area.

—Todavia no sé cuando usted esta de broma o en serio. jQué tendra
gue ver una cosa con otra!

—Pues hablo muy en serio. ;En qué se parece la caray la cruz de una
moneda? Ambas son distintas ;verdad?, si no, no podriamos jugar a
cara o cruz. Sin embargo, forman parte de una uUnica moneda, y lo
Unico que cambia es la perspectiva desde la que la observamos. Ya
veremos que el problema del area y de la recta tangente no son mas
gue dos caras de una misma moneda cuando analicemos un resultado
gue lleva como nombre el de “Teorema Fundamental del Calculo”,
fijate que es tan importante que lleva el calificativo de FUN, DA,
MEN, TAL.

—EN, TEN, DI, DO, cuando me lo ensefe no lo olvidaré. («jJé! Ese
resultado saldra en el examen», pero que no lea mis pensamientos el
profesor...—reflexioné Paco—).

—Perfecto. Vayamos cerrando caminos. Al tomar limite en el area de
esos poligonos, cuando el nimero de sus lados tiende a infinito, o en

18



el area de esos rectangulos cuando el niumero de estos tiende a
infinito; si ese limite existe, es decir, si converge a un numero real,
éste es el valor del area del recinto. Ya no es una aproximacion del
area, sino que hemos obtenido el valor exacto de la misma®.

—Me ha quedado muy claro profe. Es como cuando a mi padre le
insisto para que me dé la paga. Insisto, insisto e insisto hasta que lo
dejo exhausto y asi, al alcanzar el limite de su paciencia, me suelta el
dinerito.

—Si, conceptualmente es una analogia aceptable, pero en ese caso tu
insistes un numero finito de veces y sin embargo el calculo exacto del
area no se obtiene hasta que abordamos el paso al limite. jAhi es
donde se encuentra el quid de la cuestién! Es el detalle que no quedo
formalizado hasta finales del siglo XVII en lo que se denominé el
Célculo infinitesimal o simplemente Calculo (que engloba el calculo
diferencial, que antes has citado, y el integral que vamos a aprender
en este curso). Esto se reflejo en los trabajos de Newton y Leibniz y
de otros muchos matematicos mas, pero ellos dos son reconocidos
como los descubridores del calculo infinitesimal.

Pero avancemos con cierta légica que parece que estamos bailando la
cancion “Maria” de Ricky Martin:

“Un, dos, tres,
Un pasito pa’lante Maria,
Un, dos, tres,
Un pasito pa’atras...”

—iMe gusta esto de aprender Matematicas con ritmo musical!

6 , , ;s e . . ,
El calculo de areas clasicamente ha sido denominado como célculo de cuadraturas, pues,
en definitiva, calcular el area de una figura es determinar un cuadrado que tenga la misma
superficie que ella. Como ejemplo tenemos el famoso problema de la “cuadratura del
circulo".
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—Es que la musica no sélo puede oirse, sino también verse con ojos
matematicos. Pitagoras, el del famoso teorema entre los catetos y la
hipotenusa, expresé las escalas musicales como proporciones
numéricas... jPero no me hagas dar un pasito pa’atras, qué ahora toca
pa’lante!

—iBueno profe, no converja a su limite! que se aprende yendo pa’lante
y pa’atras.

—Cierto. Vamos a volver pa'atrds, a la recta tangente, para poder ir
pa’lante.

—Ya me va a liar. ;En qué quedamos vamos pa’lante o pa’atras?

—Tu sigue bailando, pero atiende pues vamos a situarnos en el estudio
que abordaron de manera independiente Newton y Leibniz. Ellos
descubren que hay una estrecha relacién entre los conceptos fisicos de
distancia recorrida y velocidad instantdnea y consecuentemente entre
los conceptos geométricos de areay tangente.

A ver, Paco, si un cuerpo se desplaza con velocidad uniforme ;cémo
podemos determinar la velocidad a la que se esta moviendo?

—La velocidad es la relacidon entre la distancia recorrida y el tiempo
empleado en recorrerla. Por tanto, bastaria medir esa distancia y
dividirla entre dicho tiempo.

—iCorrecto! En la siguiente grafica podemos reflejar lo que has
indicado.

d d'd

df%t
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Y observa que ese valor coincide con la pendiente de la linea recta
gue representa la posicion del movil con respecto al tiempo. Pero
;qué ocurre si el cuerpo se mueve con velocidad variable?

d v=?

—iPues ya no es tan facil! Pero siguiendo el método que antes me
expuso, la estrategia seria reducir este ultimo problema al caso de
movimiento uniforme y jdar el salto mortal! Ya le indiqué antes que
este método lo usamos para definir la derivada y que la velocidad es
la derivada del espacio o distancia recorrida.

—ijQué gratificante es comprobar que tus aprendizajes van
asentandose! Efectivamente, lo que has indicado puedes verlo
interactuando en la siguiente escena:

o7l

d(t+h)—d(r)
h

v= [lim
h—0

Incremento h |4 \H } 0,99

Escena 1.3. Adaptacion de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
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En la escena observamos que la velocidad media en el intervalo
d(to + h) — d(to)

h
pendiente de la recta secante a d(t) que pasa por los puntos de

coordenadas (tg, d(to)) y (to + h, d(to + h)). El limite es la velocidad
en el instante ¢,. Este valor, como conoces, lo denotamos como d’(to)

y seria la pendiente de la que denominamos recta tangente a la
funcién d(t) en el punto (¢g,d(ty)). Por tanto, la ecuacién de esa

recta tangente en ese puntos es:

[to, to + h] viene dada por el cociente y que es la

d —d(ty) = d'(to)(t — to)

—Pero aunque el calculo del area y la pendiente de la recta tangente
la hemos realizado mediante procedimientos analogos, sigo sin ver
eso que comenta de que son las dos caras de la misma moneda.

—Me gusta tu impaciencia porgue es sintoma de tu motivacion, pero
para llegar a ello tendremos que escribir con detalle el problema del
calculo del area en un contexto funcional —fijate que el recinto que
dibujamos antes estaba delimitado por una curva y no por una
funcion— y después enunciar el Teorema Fundamental del Calculo.

Todo lo anterior sera el contenido de un capitulo de este libro y
tendremos que adentrarnos en su formalizacion y en los detalles. No
obstante, para no hacerte esperar y saciar algo tu curiosidad lo voy a
resumir en tres paginas y aunque posiblemente no llegues ahora a
comprenderlo todo, al menos podras ubicarte y observar que lo que
denominaremos integral —concepto ligado al area, aunque no sélo a
ella— y la derivada —concepto ligado a la tangente, pero no sélo a
ella— son operaciones inversas.
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1.2 Laintegral
La integral de una funcién f(x) en un intervalo [a, b] se define mediante

b
un limite y se denota como:/ f(z)dz
a

Se considera una particion P del intervalo [a, b] formada por los puntos
g, L1, Lo, ...LN talesquea =x)g < 1 < x93 < --- < xy = b. En cada
intervalo [x,,_1, x,] se escoge un punto &n. La integral se define como el
limite de las sumas de los productos de los valores f({n) y las
longitudes x, — x»—1 de esos intervalos, cuando la particion se hace

cada vez mas fina, es decir, cuando el maximo de las longitudes
x, — x,_1 tiende acero (|| P|| — 0).

o7l

Z ‘f(-?”]{—r”_'r”—l } :81 (iﬁ ]

n=1

—_— —

N y=/(x)

a ' D
o X1 - -

X5 X5
rN
N &5 |

Escena 1.4. Adaptacion de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa

Cuando f(z) > 0 en [a, b] entonces el valor de la integral coincide con
el area del recinto delimitado por f(z), el eje de abscisas y las rectas
r = ayx = b. Aesterecinto se denomina trapecio curvilineo.
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1.3 Laderivada

La derivada de una funcién f(x) en un punto = se define mediante un
limite y se denota % o f'(z).

Yy g FE D)~ @)

dx a h—0 h

Geométricamente puede interpretarse de la siguiente forma. f(zth)-f(z) ”hh_f z

es la pendiente de la recta que pasa por los puntos

(z, f(x))y (z + h, f(x + h)) donde h # 0. Para cada h se trata de una
recta secante ala graficade f.

Si cuando h — 0 existe el limite de esas pendientes, entonces la recta
tangente a la grafica de f en el punto (z, f(x)) es aquella que pasa por
este punto y tiene como pendiente el valor de la derivada.

Flx+h)—fF(x)
i1

=0,214834

i r
> - 3,50 h w 1.000000

Escena 1.5. Adaptacion de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa

La velocidad instantanea de un cuerpo en movimiento se define como la
derivada de la posicion z(t) del cuerpo como funcién del tiempo:
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1.4 El Teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Calculo

: : dF
Si F'y f son dos funciones tales que f(x) = % (x)
para toda x en un intervalo [a, b], entonces

b
[ @z = FO) - F@

Otro enunciado equivalente de este teorema dice que si
f es una funcién en un intervalo |a, b] y se define

/fdt

entonces € (z) = f(z) para z en [a, b]

El teorema dice que, en cierto sentido, la integracion y la
derivacioén son operaciones inversas.

Gracias a este teorema, el Célculo permite obtener resultados
importantes. Por ejemplo, si conocemos la velocidad de un cuerpo en
todo momento, y su posicién inicial, podemos saber su posicién en
cualquier instante. También podemos calcular el area bajo la grafica
de una funcién f(z) si encontramos una funcién F'(z) cuya derivada

sea precisamente f.
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—iSi, es mucho correr para un aprendiz! Lo de la derivada me es mas
familiar y observo que se relaciona derivada e integral, pero hasta
gue no me de mas explicaciones no podré llegar a comprender la
importancia de este resultado y sus aplicaciones.

—Tienes razén. No hay que querer avanzar tan rapido. Vayamos paso
a paso que como dijo el poeta Antonio Machado:

Caminante, no hay camino,
Se hace camino al andar.

Y como te gusta la musica te dejo enlazado un video con una cancion
en la que se incluye este poema. jTres minutos de relax!, Pero
después te dejo unas indicaciones histéricas para finalizar esta
introduccion. ;De acuerdo?

—Gracias profe, se agradece.

1.5 Notas historicas

—Paco para finalizar esta introduccion puedes ver el siguiente
fragmento de un video titulado “Sobre hombros de gigantes” donde
se cita el Teorema Fundamental del Calculo.

La frase “Si he visto mas lejos es porque estoy sentado sobre los
hombros de gigantes” fue escrita por Newton en una carta a Robert
Hooke y muchos le atribuyen su autoria, no obstante, no fue pionero
en su uso’. Con esa frase, en un rasgo de modestia no usual en este
gran genio, nos transmite cémo el nuevo conocimiento se construye
sobre el saber creado y transmitido con anterioridad. Que es posible
avanzar en la construccion gracias a la existencia de pilares
anteriores sobre los que asentarse.

7 Consultar el articulo https://es.wikipedia.org/wiki/Bernardo de Chartres.
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Pero, obviamente, la existencia de un conocimiento anterior no es
suficiente. Newton, y también Leibniz y otros muchos, llegaron a
saber mas no sélo por ir a hombros de gigantes, sino porque todos

supieron mirar muy lejos.

7

Recta tangente y Area
Dos caras de una misma moneda

Si deseas ver el video completo "Sobre hombros
de gigantes" pulsa el boton

Video 1.1. Video "Sobre hombros de gigantes" de la coleccion Universo Matematico.
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Como se cita en el video anterior Newton y Leibniz fueron dos genios
mal avenidos. Ambos fueron capaces de descubrir de manera
independiente, de forma diferente, pero simultdneamente, el calculo
infinitesimal. Y a ambos se les reconoce actualmente ese mérito, pero
sus vidas estuvieron repletas de acusaciones de plagio y en esa lucha
Leibniz fue el gran perdedor principalmente por la gran influencia de
Newton en el entorno cientifico oficial. En el siguiente video se
resume en un planteamiento humoristico esta disputa.

&7

Newton vs. Leibniz
la autoria del calculo infinitesimal

Newton Vs. Leibniz - Grandes pe... Y ~»

Ver mas ta..  Compartir

Zay
5

L ]

Ver en B3 YoulTube

Video 1.2. Video "Newton Vs. Leibniz - Grandes peleas de la ciencia" - Proyecto G
A raiz de este hecho la comunidad cientifica formulé el principio de
gue la autoria de un hallazgo cientifico corresponde a quien lo publica

primero.
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Capitulo Il

Integral Indefinida







La integral indefinida

2.1 Funciones primitivas
—;Qué es eso de primitivas?

—iEstupendo Paco! Me alegra que seas tu quien abra el didlogo. Para
responder a tu pregunta hemos de ubicarnos en el "Calculo
Diferencial" del que ya hemos hablado en el primer capitulo y que
estudiamos en un curso anterior. ;Recuerdas como calculadbamos las
famosas derivadas? En ese curso de Calculo Diferencial a partir de
una funcién y = F(x) halldbamos lo que denominamos su funcion

derivada:
dy

== F'(z)

Por ejemplo, dada F/(z) = z?, suderivadaes F'(z) = 322

—Si, lo recuerdo. Usted nos decia que habia varias notaciones para la
derivada. Entre ellas escribiamos F’ —que se lee "efe prima’— o

dy/dx —"diferencial de y entre diferencial de z”"—. Pero, aliin no

entiendo qué es eso de primitivas. El diccionario dice que primitiva es
el origen de una cosa...

—iExacto! En el analisis matematico es comun encontrar problemas
en los cuales dada una funcién f(z) es necesario hallar otra funcién

F(z) de manera que se cumpla que F'(z)= f(z). Es decir,

gueremos realizar el camino inverso a la derivacién. Nos dan la
derivada y queremos hallar su origen. Por ello, se dice que F'(z) es

una primitiva de f(z)o una antiderivada o una integral de f(x). Por
ejemplo: si f(z) = 3z2, entonces una primitiva es F((z) = z3, dado
que se verificaque F'(z) = f(z).
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—iAh! Entiendo... la primitiva, la antiderivada o la integral es el
origen de una funciéon dada, que llamamos derivada de ese origen.

—Muy bien Paco, aunque es un poquito trabalenguas tu definicidn
¢no te parece? Vamos a tratar de dar una definicién mas precisa:

"Si f es una funcidn definida en un conjunto D, la funcién F' definida
en ese mismo conjunto decimos que es una primitiva de f siy sélo si

F' es derivable en D y f es su derivada"; o, mejor, expresandolo en
lenguaje matematico:

F esunaprimitivade fenD <= Vz € D, F'(z) = f(x)

—De acuerdo, pero ¢por qué dice "una primitiva de f" y no "la
primitivade f"?

—Pensé que se te iba a pasar preguntarlo, pues ya he dicho mas de
una vez lo de "una", que es un articulo indeterminado y no "la" que es
determinado.

Veamos. Dime Paco ;cudl esla |:|| ;-l
derivada de cadaunade las
siguientes funciones?:

y=a’, y=2"+5y=a"+n

—Pues... Es curioso, jqué
casualidad! todas me dan 32

7 v

—;Curioso? iSi, lo es! ;Pero es algo que ocurre casualmente o algo
gue tiene una causa, que tiene una32xp|icacién? :Qué opinas?


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/interactivos/interactivo9.html

—Observo que esas tres funciones son primitivas de 3z2, y por tanto,
comprendo ahora porgque no se debe hablar de "la primitiva". Pero...
:Cual seria, entonces, la antiderivada o integral de 3x2?

—Te volviste a perder Paco. iNo es la antiderivada, la primitiva! jNo
existe sélo una! jExisten muchas primitivas! jUna funcion tiene
infinitas primitivas!

—iCaray! ;Cémo puede ocurrir eso? Se volvié a complicar el asunto.

—Si, Paco, se complica algo, pero no mucho si vemos cual es la causa.
Ya has reconocido que las tres funciones anteriores son tres primitivas
de 322 ;Tienen algo en comun esas funciones?

—Todas tienen el término z3... humm... jAh! Todas tienen un segundo
término que es un numero.

—Correcto Paco. Pero he de precisar un poquito lo que has dicho.
Todas contienen a la funcién z2 y a ella se le suma una segunda funcién
—no un numero—, que es una funcién constante cualquiera. Por tanto,
la integral de 322 es igual a 2 + C, donde C es cualquier funcién
constante. Usualmente, se abrevia, y diremos z* mas una constante.

La causa se encuentra en este resultado: "Si F'(z) es una primitiva de
f(z), también lo es F(z) 4+ C para cualquier funcién constante C"®.

Pero, ain mas: "Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f(z) en un
intervalo abierto I entonces F(z) = G(z) + C, donde C es una

funcién constante"?.

® Se verifica que F'(z) = f(z)y por tanto (F(z) + C) = F'(z) + C' = f(x) + 0 = f(x).

?Dado que F'(z) = G'(z) en I entonces (F(x)— G(x)) =0 y por tanto, por las
propiedades de las funciones derivables F(z) — G(z) = C
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Este resultado es muy importante, pues nos dice que si somos capaces
de hallar una primitiva, entonces conocemos todas sin mas que sumarle
una funcion constante.

—Tenia razoén profe. No es tan dificil. Busco una primitiva y ya tengo
todas.

—Ahora Paco terminemos esta seccidon introduciendo una notacion
habitual en este contexto. El conjunto de todas las primitivas de la
funcién f(z) es conocido como la integral indefinida de f con respecto

ax,y sedenota:
/f(m) dz

que de acuerdo con el teorema anterior, podemos escribir:

/f(:c F(z)+ C

—:Podriamos hacer un ejemplo adicional profe?

—Claro Paco. Intenta hallar la integral de f(z) = z*

—Bueno... humm... Para que la derivada de z*, una funcién primitiva
debe tener el término x° y otro término constante.

—Vas bien Paco. Entonces cudl podria ser una primitiva?
—Yatengo una... z° + 10.

—Deriva esa primitiva que sacaste para verificar que sea f(x) = z?.

—Bueno. Oh no, la derivada de z® es 5z*... ya sé profe, la primitiva
deber ser...
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—Eso es correcto Paco. De forma general, seria:

1
/zc4dac = ng’ +C

Ahora, continuemos con el siguiente apartado.

2.2 Primeras reglas de integracion
—;Hay algunaregla paraintegrar?

—Hola Paco, veo que te has motivado con el tema. Efectivamente
existen reglas para algunas integraciones sencillas, otras requieren
de métodos de integracién que iremos viendo mas adelante. Y otras,
por muchos métodos que aprendamos, no seremos capaces de
expresarlas en términos de funciones elementales.

—i¢Pero qué me dice?! ;Qué no sabe calcularlas usted?

—No, Paco. De algunas funciones nadie puede hallar una expresion
elemental para sus primitivas. Se demuestra que es asi. Te enlazo una
pagina donde se detalla esto.

Pero seamos positivos y comencemos con una de las reglas mas
elementales. Ya vimos que la integracion es un proceso inverso a la
diferenciacion. ;Qué haces tu para derivar y = ax"?

—Bueno, muy sencillo. Multiplico n por a y le resto uno al exponente

—Esa es una regla para derivar, Paco. Si haces lo que dices, entonces
para esa funcion:
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d
Y _ ez

dx

El proceso de integracion es totalmente inverso. Cuando derivaste
actuaste sobre el coeficiente de x y luego sobre su exponente. Para

integrar primero actuas sobre el exponente y luego sobre el
coeficiente.

—iAh! ;Le resto uno al exponente y luego multiplico por el
coeficiente?

—No, Paco. jConcéntrate! Recuerda que todo el proceso es inverso.
En lugar de restar, sumas. En lugar de multiplicar, divides. En otras
palabras:

/aa:"d:z: = Lm”“ +C

n—+1
—Es decir laintegral de z* sera:
L 5
— 10
57 T

iVaya! Con la regla es mas facil

—Es cierto, pero en lugar de 10 debes generalizar toda la familia de
primitivas con una constante C. Lo importante es que pudiste sin

regla. Para varios ejercicios, la regla es util. Ahora te hago una
pregunta: ;Como puedes demostrar que dicha regla es valida?

—Déjeme pensar profe. Humm... jclaro!, derivando.

—EXxcelente Paco. Veamos si es cierta tu afirmacion:
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a

Derivemos f(z) = ——2" "1, Segln la regla para la derivada que

recordaste, entonces
+1)a .
! ) = (n xn—i—l 1 — xn
Fe) =" ’

—Lo mismo que la funcion original, la famosa primitivay = ax"

—Asi es Paco. Ahora trata de realizar los ejercicios incluidos en la
escena interactiva incluida en la pagina siguiente. Se trata de
determinar la familia de primitivas de las funciones que se van
mostrando.

—Ya empezd a complicar la cosa profe ;qué es eso de familia de
primitivas?

—Disculpa Paco. Tienes razon, he introducido otro término nuevo. La
integral de una funciéon da como resultado un conjunto de primitivas
y a ese conjunto también se le llama familia ya que, como en las
familias humanas, todas ellas se parecen. Aqui sélo se diferencian en
la constante de integracion. Y ahora, fijate, que usamos el articulo
determinado "la" en "la integral", pues es una familia aunque con
infinitos miembros.

—Ya, ya, son detalles lingtiisticos, pero como le dije, si conozco una
primitiva conozco todasy, por tanto, la integral. No me lie, no me lie...

—Dejémoslo ahi y pasemos a los ejercicios. Paco, observa que en la
siguiente escena interactiva se usa la letra K para representar la

constante de integracion, obviamente puedes denominarla con
cualquier letra, la que desees en cada instante.
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[ (@ x7-6x%) dx

[ @ x-6x% ydx =

_7x®12%°
18

Escena 2.1. Ejercicios de calculo de integrales
de funciones polinémicas
(escena de Consolacién Ruiz Gil
con licencia CC by-nc-sa)

+K
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OR)
n Video

—Aqui tienes un video que explica lo visto en este apartado.

sotucion

ar todos los ejercicios que desees. [
3%

ero por lo gque he visto son demasiado sencillos estos ejercicios.

1 v asi sera todo este curso. En los dos clases siguientes vas a calcular mi
, uno con funcioneas polindmicas y exponentas racionales y otro con funci
5. En lugar del simbolo de la integral usaremos F(x).

prmo Rivera Berrio
Juan Guillermo Rivera Bemio

Los contenidos de esta unidad didactica interactiva estén bajo una licencia Creative Commons, si no se in

Video 2.1. Video "Primeras técnicas de integracion"

—Por lo que he visto son demasiado sencillos estos ejercicios.

—Tienes razon, pero ;por qué los ejercicios han de ser
dificiles? Iremos, progresivamente, viendo diferentes
tipos de funciones y aprendiendo a hallar su integral.
Pero antes fijémonos en unas propiedades basicas, que
nos ayudaran bastante en el calculo de integrales y que
hemos aplicado implicitamente en los ejercicios
anteriores.
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2.3 Linealidad de la integral, método de
descomposicion

—La integraciéon se dice que es lineal por verificar las siguientes
propiedades:

€ La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las
integrales

4@+ g@yie = [ @)z + [ gorie

& Laintegral de una constante por una funcion es igual a la constante
por laintegral de la funcion.

/cf(a:)da: = c/f(:v)dm

La demostracion de estas propiedades es facil sin mas que aplicar la
linealidad de la derivada.t®

—Era de esperar que ocurriera eso, ;verdad? Si derivada e integral
son dos caras de una misma moneda, han de compartir propiedades.

—La intuicion lleva a predecir que eso puede ocurrir, pero mientras
gue no se aborde y se disponga de una demostracién cualquier
prediccion no deja de ubicarse en la nebulosa de la posibilidad y no de
la realidad matematica.

195i F(x) y G(z) son respectivamente las integrales de f(z) y g(z), es decir F'(z) = f(x)
y G'(xz) = g(z), entonces:
(F+G)(z) = F'(z) + G'(2) = f(z) + 9(x) = (f + ) ), es decir (F + G)(x) es1a
integral de (f + g)(z).
(cF)(z) = cF'(z) = cf(z) = (cf)(x), es decir, (cF')(z) es laintegral de (cf)(z)
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Estas propiedades nos han permitido resolver los ejercicios
anteriores, ya que en su calculo hemos aplicado, por ejemplo, que:

/(8:132 — 32%)dx = /8w3da: — /3w3dm
/Swzd:c = 8/w2da:

Esta manera de proceder se conoce como "Método de
descomposicion" que es la aplicacion directa de la maxima de Julio
César: "divide y venceras".

y también:

—Pues observo que Julio César sabia muy bien cobmo comerse a un
elefante, a un ejército y aun mundo.

—Si Paco, hay muchos gigantes a los que poder subirse para ver mas
lejos. Pero ;qué te parece si ampliamos el tipo de funciones que
podamos integrar?

—iEstupendo! Avancemos un poquito mas.

—Pues mira que facil te lo voy a poner. jAhi va!:

wa—i—l
/madm: 1,a7é—1a€]R

o+

—Menos mal que le conozco y me he parado a pensar antes de
hablar. Iba a decir que es la misma regla que habiamos visto antes,
pero... ino! ha puesto como exponente de la potencia un numero real
cualquiera, salvo el —1.
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—iMe alegra que seas reflexivo y no impulsivo! Aristételes dijo: "El
hombre es esclavo de sus palabras y duefo de su silencio"
Efectivamente, esta regla es una ampliacion de la que hemos usado
anteriormente. En los ejercicios que has hecho antes, siempre
aparecian exponentes que eran numeros naturales y en la regla puse
n porque mentalmente estamos acostumbrados a que cuando vemos
escrito n interpretamos que es un numero natural. Pero en general, el

exponente puede ser entero, racional (recuerda que son radicales) o
irracional y el calculo de la integral sigue siempre la misma pauta,
pues es fruto de interpretar la regla de derivacién de una potencia
cualquiera, pero en sentido inverso.

Asi pues, usando el método de descomposiciéon y la regla anterior
podemos calcular la integral de la siguiente funcion y de infinitas
funciones analogas. Te detallo su calculo y tu podras realizar infinitas
mas.

/(433 +— 2z + 62" ) da

:4/:132d:c—|—5/:r:7dm—2/w%d:13—|—6/33”d:13

p2+1 2 7+1 pitl 2
=4 5 — 2 6 C
211 °TT+1 §+1+ Tl
3 26 Z 2T

— 47 5T 6
7 +5—¢ 2£ + 7T+1+C
4 3 +1
— g3 2 _° z" C
3" 6:c6 +1 -

a4



—iSi, profe! "Al infinito...y jmas alla!".,

—Vale Paco, vale. Buzz Lightyear es un gigante del mundo animado,
pero habria que pararse a que me detallaras detenidamente eso del
imas alla!...y como le ocurrié a Galois, "no tengo tiempo", ahora.

—Vaya, japarece otro gigante!. Recuerdo que, en otro momento, me
citd a Galois y su Teoria sobre la resolucién de ecuaciones
algebraicas! Me esta poniendo delante de mis ojos a tantos gigantes
gue me siento como Don Quijote en el Campo de Criptana, pero yo
no lucharé con ellos, no, jme subiré a sus hombros!

—iAcertada decisién! Pero continuemos que te pareces al Universoy
siempre estas en continua expansion y diluyéndote en cualquier
detalle.

Resumiendo, lo que hemos hecho es descomponer la integral y
reducirla a un conjunto de integrales de funciones potenciales, las
cuales diremos que son "integrales inmediatas"”, pues para
calcularlas basta aplicar |la regla antes citada —o, en otros casos,
alguna de las reglas que iremos viendo—. Progresivamente
construiremos una "Tabla de integrales inmediatas".

Y ahora, de nuevo, jte
toca practicar!...y para
satisfacer tu deseo te
enlazo la cancion del
grupo "Morrigans"
titulada "El infinito y mas
alla". Pero trabaja como
las hormiguitas de este

videoyanday anda, y

anda, hasta...
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Generar ejemplo

Escena 2.2. Célculo de la funcion antiderivada (escena de Alejandro Radillo Diaz CC
by-nc-sa)

iHaz clicen el botdén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

—iVaya! Se complicé la cosa, y yo que habia
dicho que eran demasiado sencillos.

—Tranquilo Paco, son igual de sencillos.
Posiblemente tu problema no esté en el
Caélculo Integral, sino que quizas lo que
necesites sea repasar las operaciones con
numeros racionales.
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Bueno Paco, veamos como estas sobre este tema. Realiza algunos
ejercicios. Debes usar hasta dos decimales de precision de ser
necesario (puedes usar la calculadora de la caja de herramientas).

DI A |
8T
X

Se tiene la funcién fi(x) = —7.5—-.J ’ —?._i_m'T + 10x7 y se busca su antiderivada, que es
delaforma F(x)=Ax"+ Bx" +Cx expresada en forma decimal.

Para el primer término: vix) = -7‘5%!1_’ A= l|—|? a= | | m

Ve Respucsta

Escena 2.3. Célculo de la funcion antiderivada (escena de Alejandro Radillo Diaz CC
by-nc-sa)

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escenal!

—Hola profe, no me fue tan mal con los ejercicios. Tenia razén, es
so6lo practicar con los niUmeros racionales

—iQué bien Paco! Para terminar esta sesion, te dejo un video que
resume lo anteriormente tratado.
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IO .
Se tiena la funcesn T x )= 3 3= -.|r1 r 2% + &x°° v a& busca su anhdervada. Que es

cde ka foma F{x ) =Hdx™ & Bx = axprasada an Tommesa dec sl

Para &l primer términa: v x ) 3 5= '-‘ x

3.5

Ver en [EBYouTube —

Video 2.2. Video "Antiderivada de una funcion"

—Me parece muy bien lo del video, pero creo profe que tiene prisa
por terminar...

—No, no tengo prisa Paco. ;Quieres hacer mas ejercicios?

—No, con los que resolvi tuve suficiente. Lo que ocurre es que se
olvidé explicarme el caso en que el exponente vale —1.

—iCierto Paco! jQué bien que estuviste atento! Vamos a ello.

Observa en la expresion de la primitiva que si consideramos el caso
a = —1, entonces estariamos dividiendo por 0 y ;tu sabes dividir por
0?
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an"H
a — —
/mdm—a+1,a7é laeR

—i;Ja! Eso si que me lo aprendi muy bien, pues como siempre, usted
insistio e insistio sobre ello. Y mi respuesta es que jNOOOOOOQOO se
puede dividir por cero! porque si se pudiera hacerlo entonces la
Aritmética seria muy facil: sélo existiria el jcero!

—:;Como es eso, Paco?

—Soy consciente de que ahora me esta examinando vy, por ello, me
fuerza arazonarselo:

Si al dividir un nimero a por cero obtuviera un nimero b, es decir, si
b= %, entonces tendria que cumplirsequea = b - 0,y por tanto

a = 0. Todos los numeros serian 0.

—iOh! pobre alumnado su nota siempre seriaun cero.Y sia = 0 en

la expresion anterior ;qué seria 0/07?

—No me va a liar profe. 0/0 no es nada, no tiene sentido dividir por
cero sea cual sea el numerador. Ya le he razonado el por qué.

—iMuy bien Paco!, de acuerdo, pero recuerda que en el contexto del
célculo de limites cuando nos aparece 0/0 decimos que es una

indeterminacion. No hemos de confundir una situacioén con otra.

Regreso a tu pregunta. Cuando a@ = —1 tenemos la integral de
x~! = 1.;Conoces alguna funcion primitiva de =?

—Si, seria In(z) + C, porque al derivar esas funciones siempre
1

'

obtenemos
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Perfecto Paco. ;Pero el dominio de definicion de la funcion 1/z es
(00,0) U (0, +00) y sin embargo el dominio de In(x) es sélo (0, +00).
iAqui hay algo que no cuadra! ;no te parece?

—Si, algo no cuadra. jLo que si cuadra es que siempre hay alguna pega!

—No te enfades Paco, entiende que si no somos precisos en nuestro
analisis las conclusiones serdn imprecisas e incluso erréneas. La
respuesta exacta es:

1
/a:_lda: = / —dz = In|z| + C
T

In(—z) siz <0
y = Injz| = :
In(z) siz>0

puesto que

1/z siz <0
"= siz #0
Y {1/m siz >0 #

Ahora el dominio de la funcién integrando y de la integral coincide.

—iMe convencid, profe! La precisidon es una propiedad basica de las
Matemadticas y si no se es preciso, no estaremos haciendo
Matematicas.

iYa tengo otra integral inmediata que anadir a mi tabla de integrales
inmediatas. Ahora tengo dos: la de las funciones potenciales menos el
exponente —1y la correspondiente a z 1. jAh! y también la integral de

la funcién idénticamente nula que es una constante. jTres!, json tres!

—iCierto! Me gusta cuando estas positivo. Asi pues, continuemos
avanzando.
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2.4 Funciones primitivas de funciones
trascendentes

—Bueno Paco, como ya dominas bien los primeros conceptos, vamos
a recordar las funciones trascendentes, que son aquellas donde
aparecen funciones trigonométricas, logaritmicas, y exponenciales.
Dame algunos ejemplos de funciones trascendentes.

—Claro que si, profe ;qué tal éstas?:
f(z) = e, f(x) = In(x),y f(z) = sec*(x).
—iExcelente Paco!, esas son funciones trascendentes.

—Pero, ;por qué tenemos que invitar a esas "sefioras" a nuestro
curso?

—Vamos Paco, ya empiezas a predisponerte.

—Es una broma profe, me gusta predisponerlo a usted. Lo que si me
preocupa es que nos vamos a llenar de férmulas y no les veo su
aplicacion.

—No te preocupes Paco, en proximos apartados veremos la
importancia del Calculo Integral y de sus aplicaciones. Lo de las
férmulas, técnicas y procedimientos los iras asimilando a medida que
planteemos y resolvamos ejercicios. Por ahora, solo te he pedido que
comprendas que...

—...que laintegral es una antiderivada!

—Muy bien Paco, ahora me gusta tu disposicion. Observa, entonces,
las siguientes funciones: f(z) = 3sec?(2z) y g(z) = 3tan(2z).
¢Qué obtenemos de derivar g(z)?
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—Al calcular la derivada, tenemos que:

d 3 . 2 _
L ofa) = 2 sect(22)(2) = Boec(20) = f2)

—iMe sorprendes!, veo que no ta va tan mal con esas "sefioras".

—Amo las funciones trigonométricas... jJa, ja! jEs otra broma, profe!
Pero, de verdad, me gustan mucho.

—Me tranquilizas. Observa que al derivar g(z) obtuviste f(z), de tal
forma que g(x) satisface la definicién dada en los conceptos basicos
y, por lo tanto, es una antiderivada de f(z).

Paco, te propongo que a continuacion veas unos ejemplos de calculo
de integrales de algunas funciones trascendentes y después realices
unos ejercicios analogos. En los ejemplos se recuerda cémo se aplica
la linealidad de la integral o método de descomposicion.

Considera la siguiente funcién trascendente: f (x)=—3,5¢ """ =3,5¢"". é)

Primer término: y(x)=—3,5¢ ™.

Para obtener la antiderivada, utilizamos:

Y"")Z(ﬁ)—iﬁ«"“‘ =7e 0%

Segundo término: y(.r):—S,Se'm
Para obtener la antiderivada, utilizamos:

—Ay

Y(.\-)=(L()-3.5e —0,58¢ ",
—0

Aplicando la propiedad de que la integral de una suma es la suma de las integrales de cada
sumando, la expresion de la antiderivada de /(x) seria:

F[A’}:7a_[l'5't'+ﬂ‘581.'_m.
Puedes derivar F(x) y corroborar que, en efecto, obtienes la expresion para f (x).

Escena 2.4. Célculo de la funcidon antiderivada de funciones trascendentes (escena de
Alejandro Radillo Diaz CC by-nc-sa)
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—Mucha trascendencia, pero dificultad asequible.

—Pues continuemos buscando la trascendencia. Resuelve los
ejercicios completando los campos de texto. Si se llegan a requerir
decimales, procura responder con al menos dos decimales de
precision. Después da clic en el botén "Verificar". Recuerda que e*

también se puede expresar como exp(x).

&7

Se tiene la funcion f(x) = -3, 4 cos ( %_1‘) + 2.6 exp | -TS_L')

v se busca su antiderivada F(x) .

N = ol L, Verifi
ler término: v(x) =-3,4 cos (%,\'] . F) _( 5Y)

Ver Rozpussia

Escena 2.5. Célculo de la antiderivada de funciones trascendentes (escena de
Alejandro Radillo Diaz CC by-nc-sa)

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!
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—Profe, he realizado todo lo que me habia dejado como tarea. Y por
iniciativa propia he ampliado mi tabla de integrales inmediatas
incluyendo las que hemos visto en los ejemplos anteriores.

—iMagnifico! Situémonos a continuacién en otro aspecto Paco.

2.5 Constante de integracion y condiciones
iniciales

—Ya te habia explicado que una familia de primitivas se caracteriza
por tener una expresion funcional comun vy, para constituir la familia,
usamos una constante. Es lo que hemos denotado como
y=F(z)+C

—Lorecuerdo profe, ;a que viene regresar a ese detalle?

—Porque quiero que comprendas bien lo que esto significa y porque,
a veces, es necesario calcular esta constante de integracién, de
acuerdo a unas condiciones dadas.

Fijate que si conocemos la grafica de una funciéon y = F'(x), entonces
conocemos la graficade y = F(z) 4+ C, pues ésta no es mas que una
traslacion de la anterior en la direccidn del eje de ordenadas. Y si x
es un valor del dominio de definicién de F'(z) entonces sea cual sea
el valor de yy podremos determinar un valor de C' de manera que
F(x) + C pase por el punto de coordenadas (xg,yo). En concreto
C = Yo — F(Clto)

—Le observo algo "acelerado" ; Podemos ver algunos ejemplos?

—iClaro que si! En la siguiente escena tienes cuatro ejemplos. Ve
seleccionando cada uno de ellos y fijandote en lo que ahi se muestra.
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En la columna de la izquierda podras observar el procedimiento
analitico que comienza especificando la funcién f(z) que se quiere

integrar. A continuacion se realiza el célculo de la integral F'(z)
(familia de primitivas) y la determinacion de la constante de
integracién C para que pase por un punto P dado.

A la derecha se representa graficamente f () y la primitiva

F(x) + C donde C puede variarse con el control inferior etiquetado
con ese nombre. Al ir variando C se va dejando el rastro de las
primitivas anteriores.

Con el botén "otro punto" puede cambiarse el punto por el que
deseamos pase la primitiva de f(x). A la izquierda en verde se

muestra el calculo de la constante buscada y cuando el control C

tome ese valor la grafica de la primitiva buscada, la que pasa por el
punto P, se mostrarad también en verde.

&7

funcién‘eiemplo 1° v
f(x) = x
v
F(x)= [ xdx ==—+C
(x) fx x 2+

_ _X
F(x)—fx ox —?—l

Si queremos gue sea
F(0)=0
entonces

P(0, 0)
£+C‘:O
2

C‘:O.O_:O
2

luego

-1.0 otro punto

4>

Fog=2

Escena 2.6. Constante de integracién
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—Fueron clarificadores esos ejemplos. Y las primitivas se
correspondian con integrales inmediatas que ya conociamos, pues
todas eran potencias. ;Tiene algunos ejemplos un poquito mas
complicados?

—"Voila!" Observa los ejemplos siguientes y después haras algunos
ejercicios.

" A
I i
\\ Se tiene la funcion [(x)=— 1,5 —dx—0,4 y se
“ -1 busca su antiderivada F(x) tal que en el punto

x=-0,5 suwvalor es 1,5. Es decir, F(-0,5)=1,3.
\ La integral indefinida esta representada por:

Fx)= [ (~1,55"~4x-0,4)dx =

N _ 4 -
/ ==L> x— i_\" —04x+c=
/ & ENES 3 2

/ = 0,55 =220, 44¢

-

_,_,_,_.—
._______.--

(He
T

Por la condicidn inicial F(—0,5)=1,5 tenemos que
—0,5(=0,5)"=2(—0,5) —0,4(—0,5)+c¢=1,5.
Desarrollando:

0,06—-0,5+0,2+c=1,5.

Despejando:

Rl

F(X)=—0,5x"-2x"=0,4x+1,74

[
et

A

v Genera ejemplo Paso a paso :a

T——]
I
—

Escena 2.7. Integrales indefinidas y condiciones iniciales (escena de Alejandro Radillo
Diaz CC by-nc-sa)

iHaz clicen el boton de la esquina superior derecha, para ampliar
la escenal!

—Ahora Paco, para afianzar lo de la constante de integracion,
resuelve estos ejercicios. En caso de ser necesario, utiliza dos
decimales de precision.
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Una antiderivada es

F(x)=0,33x"=3x"43,8x+¢

¢Cudl es el valor de ¢ si se tiene que en x=1
la antiderivada que buscas vale -27?

L

\5 Se tiene la funcién f(x)=1x"—6x+3,8. 0

/

enerar ejercicid er Respuesta

Escena 2.8. Constante de integracion y condiciones iniciales (escena de Alejandro
Radillo Diaz CC by-nc-sa)

iHaz clic en el botdn de la esquina superior derecha, para ampliar
la escenal!

—Gracias profe, por los ejemplos y
ejercicios. Ya he comprendido lo de las
famosas familias.

—;Qué bien Paco! Te vas dando
cuenta que el Calculo Integral es
sencillo y divertido.
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—Bueno, lo de divertido puede que sea para usted.

—Y seguro que para ti también, poco a poco te lo parecera. Mientras
tanto observa el siguiente video, que muestra una explicacion de esta
sesion

o
B video

Ver en BB YouTube

Video 2.3. Video "Constante de integracion”

—Bueno profe, de veras que me he motivado bastante con ese video
que resume todo lo anterior. Ahora, entiendo que es posible
determinar una sola primitiva si se da una condicion.

—Eso es cierto Paco. A esa condicion, en el contexto de problemas de
Fisica, se le suele llamar condicién inicial. Si te parece, vamos a
plantear a continuacién una aplicacion fisica de lo que hemos visto.
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—iClaro que si! Abro mis ojos, oidos y mente a su planteamiento.

2.6 Una aplicacion fisica: el tiro vertical

—Pues hablemos sobre el tiro vertical de un objeto que es un caso
particular de movimiento uniformemente acelerado. Este consiste en
lanzar un objeto en direccién vertical, normalmente en sentido
ascendente (sentido positivo) y sobre él actua la gravedad con una
aceleracion constante (en sentido negativo). Si ¢t representa el
tiempo, v(t) la velocidad en el instante ¢y s(t) la altura en que esta el
objeto en ese instante, y partimos de que el objeto en el instante
inicial estd a una determinada altura s(0) = sq y la velocidad inicial

con la que se lanza es v(0) = vy, entonces:

4 en el supuesto que el objeto se lanza hacia arriba, es decir, vg > 0,
el objeto primero asciende hasta que la velocidad v(t) es nula 'y
posteriormente desciende.

J en el supuesto que el objeto se suelta, es decir, vy = 0, éste
desciende incrementando su velocidad en sentido negativo.

J enel supuesto que el objeto se lanza hacia abajo, es decir, vy < 0, el

objeto también desciende incrementando su velocidad en sentido
negativo.

En la siguiente escena interactiva puedes abordar una simulacion de
este tiro vertical.

Experimenta con diferentes valores para la velocidad y altura inicial,
y observa e interpreta bien las graficas que se te presentan . Después
te haré alguna pregunta al respecto.
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En tiro vertical, la aceleracion ¢ es constante:
0 5 Mt

a(l)=-9.8—
Si la derivada de la velot':"idad es la aceleracion, en-
tonces la primitiva de la aceleracion es la velocidad.
Esto es, v(i)= fa[.f_}d.f =—9.8/+c,. La acelera-

cion siempre sera igual, independientemente de con
que velocidad iba cayendo el objeto. Dicha veloci-
dad es la velocidad inicial, de tal forma que

V(t)=—9.81+v,.

L= ]
e A
vel. inicial 0

dis. inicial :.|1 v Paso a paso :S—I

Escena 2.9. Tiro vertical (escena de Alejandro Radillo Diaz CC by-nc-sa)

iHaz clicen el botdén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

—iObijetivo conseguido! jQué interesante este ejemplo! Hay que ver
como de un simple dato se deduce todo lo que acontece. ilLas
Matematicas al poder!

—Efusivo te veo. Las Matematicas es un saber y como algo inanimado
no puede tener o alcanzar el poder, pero si ayudan a tenerlo a
aquellos que saben usarlas. A mi, mas que de poder, me gusta ubicar a
las Matematicas como herramienta para la mejora social y motor
parala Paz.

—Pues yo le veo muy filosofico.
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—Etimolégicamente "Filosofia" significa "amor a la sabiduria",
"Matematicas" puede asociarse a "conocimiento" y un matematico
seria aquel que es "amante del conocimiento". Actualmente estamos
acostumbrados a parcelar el saber, a crear especialistas, y muchas
veces los profesores olvidamos ubicaros el origen y fin de lo que
estudiamos o lo que os hacemos estudiar. Este es un tema muy
interesante, pero no olvido que te indiqué que te iba a hacer alguna
pregunta sobre el tiro vertical.

—Eso del tiro y la Paz me parece que no hace mucha liga, vy
contrariamente a lo que dice, quiere centrarse en lo primero antes
gue en lo segundo.

—Tirar (lanzar) un satélite de comunicaciones ;es algo contrario a la
Paz? ;No podemos mediante él llevar el conocimiento a casi cualquier
lugar del mundo? La bondad o maldad de una herramienta esta en
"las manos" de quien la utiliza, ;no te parece?

—Si, profe. i"Tireme" esas preguntas!, pero sea compasivo con este
aprendiz de luchador por la Paz.

—Veamos. En la escena hemos obtenido que s(t) es un polinomio de

segundo grado vy, por tanto, su grafica es una parabola. ;Significa esto
gue el objeto que lanzamos sigue una trayectoria parabdlica?

—No me lie, o mejor dicho no trate de liarme. Si estamos en "tiro
vertical" el movimiento es sélo en jvertical! Asciende o desciende
pero sin desplazarse lateralmente. s(t) nos da la altura a la que esta

el objeto en el instante t y esa grafica parabdlica representa la grafica

de la funcién altura en relacion al tiempo. No es la grafica de la
posicion del objeto. Si el objeto esta ubicado inicialmente en el punto

Py(zo,y0), entonces la posicion en el instante ¢ serd P;(zo, s(t)).
Siempre tendra la misma abscisa xy.
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—iSobresaliente, Paco! Tu dominio de las funciones vy la
interpretacion de su grafica ha sido excelente. jPremio! jA jugar con
el hombre arana!:

Ingresa el valor de la aceleracion

iParece que necesitas un
curso de Fisica!

¢ Recuerdas algo sobre la
gravedad?

Escena 2.10. Tiro parabdlico con el hombre arana

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escenal!

—Eljuego eralo mismo que habiamos
visto antes, pero ilustrado con personajes
fantasticos. Con este ejemplo se observa
gue detras de los videojuegos hay mucha
fisica y matematicas.
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—Sin duda, Paco. Por ello no estd de mas el practicar con mas
ejercicios. Por favor, haz los siguientes teniendo en cuenta que la
derivada segunda es la derivada de la derivada primeray, por tanto, la
derivada primera es la integral de la derivada segunda. ;De acuerdo?

=7

Halla f(x), si:

f'(x) =14, f(4)=4, f(3)=8

f(x)= ] 14dx = 14x +cl

Primera condicion inicial: f(4) =4 =14 - 4+ cl =4 —cl =-52

f'(x) = 14x - 52, Integrando nuevamente, obtenemos: f(x) = | (14x - 52)dx
f(x) = 7x° - 52x + c2

Segunda condicion inicial: f(3) = 8, reemplazando, obtenemos: c2 = 101

f(x) = 7x° - 52x + 101

Otro ejercicio _

Escena 2.11. Ejercicios de integracién con condiciones iniciales

iHaz clicen el botdén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

Adicionalmente, resuelve los siguientes ejercicios:
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En los siguientes apartados hallar y = f(z). Se dan
condiciones iniciales.

Jf”($)=2f’()=5f()=10
d f(z) =2 £(0) =6,f(0) =3

 fz)== 3/2 f(4)=2,1(0) =
J f(x)=2-3/2,(1)=2f(3) =

El ritmo de crecimiento de una poblacion (dP/dt) de
bacterias es proporcional a la raiz cuadrada de ¢, donde P es
el tamano de la poblacién y ¢t el tiempo en dias. En forma
simbélica dp/dt = k+/t. El tamafio inicial de la poblacién es
400. Tras un dia ha crecido hasta 500. Estimar la poblacion en
una semana.

Se lanza una bola verticalmente hacia arriba desde el suelo
con una velocidad inicial de 60 pies/s. ;Qué altura alcanza?

g = —32 pies/s? (Rta. 56, 25 pies)

:Con qué velocidad inicial ha de lanzarse un objeto hacia

arriba, desde el suelo, para que alcance la azotea de un edificio
que tiene una altura de 550 pies? (Rta. 187,617 pies/s).

Un jugador del equipo de futbol del Pascual Bravo, patea un
balén hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s.
Calcular la maxima altura que alcanza el balén (Rta. 20,41 m).
Una particula, inicialmente en reposo, se mueve por el eje x de
manera tal que su aceleracién en t > 0 es a(t) = cost. En el
instante t = 0 su posicion es x = 3. Calcular su velocidad y su
funcién posicion.

Ver soluciones
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2.7 Tabla de integrales inmediatas

—Paco, ;completamos la tabla de integrales inmediatas que tu habias
iniciado? Si te parece, parte de la tabla de derivadas y haz una lectura

inversa.

—iMe parece muy bien! Pero puede explicarme por qué dice
"completamos", que es primera persona del plural, y luego ese plural
se pierde cuando dice "parte de..", hasta llegar al imperativo "haz".
Veo que sabe manejar bien la lengua... iNo me diga mas! que ya tengo

el lapiz y el teclado en funcionamiento. ;Voy a ello!

f(x) f'(z) | flx)dx
$n+1
x® az®! f:t:“d:r=a+1+(_-' (sia#£1)
e” e fezd;r.=er+(.7
1
Inx = % =In|z|+C
T
a® (sia>0) a® Ina [a*dr = ¢ +C
Ina
sen x COS T fcos;rd:v = senxr + C
COS T —senz fsen-.rd:t: = —cosz + C
1 1
tan T dr = tanz + C
cosZr fcos?-.n
! ! d + C
arcsen T ——— dr = arcsenz )
v1—zx? / v1—x2
arctan r 1 f 1 dr = arctanzr -+ C
1+ 2?2 1+ 2?2

Tabla 2.1. Integrales inmediatas
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—Ahora, vas (segunda persona, o sea tu y solamente tu) a practicar
con estas integrales inmediatas y con el método de descomposicion.

Hazlo primero manualmente, con papel y boligrafo, y luego
comprueba la solucion.

&7

Calculo de integrales inmediatas
En la ventana inferior hemos dispuesto varios ejercicios, que se resuelven utilizando las

propiedades de las integrales que hemos estudiado. Por su simpleza, decimos que la solucidn
es inmediata, es decir, su calculo puede hacerse mentalmente.

Trata de resolver mentalmente el ejercicio propuesto y luego verificas la solucion.

@

Evalua la siguiente integral:

/ (4 VT — 4 z)dz
[J Solucion

Otro ejercicio

Disefiado por Kevin Hopkins
Redisefiado por los autores

Escena 2.12. Célculo de integrales inmediatas
(escena en GeoGebra, disefiada por Kevin Hopkins)

—Fueron muy faciles. Esto anima.
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2.8 Integrales cuasi-inmediatas

—Cuando te decia que completdsemos la tabla de integrales
inmediatas —en primera persona del plural, es decir, tu y yo— era
porque a partir de la que has preparado vamos a construir una
complementaria que cubre un abanico mas amplio de funciones.

—Movamos el abanico que hace algo de calor.

—Si recordamos la regla de la cadena para la derivacién de funciones
compuestas:

9(f(@))] = ¢'(f(z))f'(x)

y, como ya debe sernos habitual, si hacemos una lectura inversa
tendriamos que:

es decir, si en el integrando observamos alguna funcién que se
asemeja a esa forma podria ser un indicador de que se corresponde a
la derivada de una funcién compuesta. Por ejemplo:

1
arctan(x arctan(x
/e ()1+x2dm:e @ 4 ¢

Y en base a ello podemos reescribir la tabla anterior de la siguiente
forma:
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o+1 o
Jadr = +l+( (sia#1) [ f(z) ) dx =—f("1) +C
a+1
f efdz = &+0C f T .}f( dr = f_af"")+(7

fl }f’ Jdz = In|f(x)| +C

J& = ln|.z‘|+(.-.‘

f‘l.a'}l

fl..l']l E
= ) @ "x)dr =% +(C
fu dr 111 a +C f J(@)da Ina
cosrxdr = senz + C cos | dr = sen (f(x))+ C
‘ ] C ! C
f senzdr = —cosx + C f sen ( (z)dx =—cos(f(x))+ C
dr = tanx +C ! "x)dr =t )+ C
J o2 Ik ¢0~s2|{'| !_}}f( )dx = tan(f(z))

1
f\,ﬁdr = arcsenz +C [ \/,1_2 )dr = arcsen(f(x))+ C
. -x ‘ — f(z)
!‘ 1 - f(x) dr = arctan(f(z))+ C
R

dr = arctanz + f

1+me}2

Tabla 2.2. Integrales cuasi-inmediatas

—iPuff, profe! Mas que una tabla es un tablon.

—iSi! un tablén que nos va a ayudar a seguir construyendo. No te
pierdas entre tanta expresion algebraica. Observa detenidamente la
l6gica implicita de la de regla de la cadena y ese tablén sera
realmente una tabla mas de salvacion en el aparentemente proceloso
aprendizaje del calculo integral. Y ése es el motivo de por qué se
dicen que son integrales cuasi-inmediatas, ya que sin mas que hacer
una atenta observacién del integrando e identificar esa regla permite

su resolucién inmediata.

Para que compruebes que es asi te dejo una escena que te permite
practicar tanto como quieras hasta que lo domines plenamente.
iAnimo! observa, identifica y actda. jAh! y fijate que si necesitas, que
si te falta una constante multiplicando para completar la regla de la
cadena, la linealidad de la integral te lo permitira.
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Otro ejercicio

tipo funcion ‘ aleatorias v

Calcular la siguiente integral: dex
(-2x-9)

/'7‘2 dx=1__1 - T .c
(-2 x - 9)* 1 (2%-9) -2x-9

I

Observa que el numerador es la derivada del paréntesis:

f T-de =21 1 .c
fl=) n-1 0™t

Escena 2.13. Célculo de integrales cuasi-inmediatas.

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

—Ejercicios hay ahi para practicar y para hartarse. La mente ha de
adaptarse a ver la derivada de una funciéon compuesta donde esta el
integrando y a veces si se ve facil, y a veces las neuronas se vuelven
perezosas.

—No te lo voy a negar, pero la mente se vuelve agil cuando se la
incentiva y se le ayuda practicando y practicando, lo que hay quien
dice que es hacer gimnasia mental.
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—Ya, pero ;no hay nada en lo que apoyarse para darse cuenta que es
la derivada de una funcion compuesta y cual es ésta?

—Bien, vamos a tratar de sistematizar esa deteccion y para ello
primero hay que tener practica en reconocer la composicion de
funciones y calcular derivadas de funciones compuestas. Por favor, da
respuesta a lo que se te pregunta a continuacion:

&7

l. ¢ Para qué funciones f y g la composicion gof  Elige la opcion correcta
esigual a la funcién h ? y verifica tu respuesta.

hixy=(35x"+ T+ 20y’

O flx)=5x"+3x" e(u)=(2u")’
@) f{«l‘}:irﬁ a(u) = ( 3 +20°)?
O flxy=5x"+3x"+2x" g(u)=u’

O f{,r}:.r: glu) =5+ 3u” +24°

Escena 2.14. Calculo de integrales cuasi-inmediatas (escena de Maria de Lourdes
Velasco Arregi con licencia).

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

70


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/interactivos/interactivo22.html

—Ya estuve un rato en el gimnasio y casi me produzco un esguince
neuronal.

—iSiempre exagerando Paco! Pero dado que tuviste alguna que otra
torcedura voy a prepararte algo de linimento marca "Método de
sustitucion".

—Esa marca no la conozco, espero que sea relajante y reparadora.

2.9 Método de sustitucion o cambio de variable

—Vamos a tratar de sistematizar la deteccién de que el integrando es
la derivada de una funcién compuesta.

Tienes que buscar en el integrando que aparezca una funcién y
aparezca también multiplicando su derivada.

—iMejor un ejemplo!, por fa.

—iClaro! Consideremos la siguiente integral:
/ch V24 1ldz

¢Observas alguna funcion y su derivada?

—Si, tenemos x2 y su derivada que es 2z

—Muy bien Paco, pero mejor si consideras x% + 1. Su derivada
también es 2z y comprobaras que es mejor esa eleccion.

Jd A continuacién vamos a hacer u = 2% + 1, es decir, vamos a

sustituir esa funcién en la variable x por u —de ahi la denominacion
de sustitucion—.
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J’ Calculamos la diferencial de u, que es: du = 2zdz

J Y pasemos a sustituir todo en la integral, obteniendo:

2z+/ 22 + 1dz = /\/ﬂdu
llegando a una integral en la variable u —de ahi, que también se

denomine cambio de variable—.

—iBravo! jBravisimo!, jQué arte tiene profe! Esa es una integral
inmediata.

—iEl artista eres tu! pues lo has visto a simple vista. Asi pues, integra
y...deshaces la sustitucién de w.

—Aqui esta:

s 31 2 2
/ufdu:u —|—C’=§\/1F+C=§\/(a:2—|—1)3+0

1
§+1

Me gusta esto de sustituir, es jcuasi mas facil!

—iAy, Paquito, Paquito,...! Realmente es lo mismo. Si la vemos como
una integral cuasi-inmediata hacemos la sustitucion directamente en
nuestra mente y de la otra forma lo que hacemos es plasmar la
sustitucion en el papel.

;Qué hubiera pasado si hubiéramos considerado u = z? que es lo
qgue tu indicaste?

—Lo que cambia es que ahora al sustituir en la integral nos quedaria:

/2:13\/ z2 4+ 1ldx = / vu + 1ldu
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gue para mi viene a ser lo mismo... pero espere que veo venir a su
precision matematica y me va a decir que ésta es cuasi-inmediatay la
otra inmediata. jDicho!

—Pues "del dicho al hecho hay mucho trecho"... jel que te queda hasta
gue hagamos dos ejemplos mas! Aqui, el primero:

/5w(3x2 +1)*dz

—"Paco, ;por qué no te muerdes la lengua?, con lo bien que ibas" —penso
Paco—.

iSi, profe! esa integral tiene la misma pinta que la anterior. Me fijo en
la funcién 3z2 + 1 cuya derivada es 6z y... imecachis! que pone 5z y

no el 6z que necesito.

—"iQué paciencia! iEl santo Job es quien deberia ser el patron de los
profesores!" —medit6 el profesor—.

:Se te ha olvidado la linealidad de la integral? ;Qué te parece si
reescribimos la expresién asi?:

g / 6x(3z> + 1)*dzx

—Claro profe. Es que me gusta incentivarle para que haga magia
matematica.

"Eso me pasa por ser tan apresurado" —volvié a reprenderse a si mismo
Paco—.

—:Laves como una integral cuasi-inmediata?

73



—A ver, a ver... seria la integral de una potencia cuarta, u*..., pero

jdéjeme que use su linimento marca "sustitucién"! que me empieza a
doler la cabeza. Tomo v = 3z? + 1, y entonces du = 6z. Sustituyo y

obtenemos:

5 5 5 u’ 1

—63214d=—/4d:—— C=>9y"+0C

6/x(m+)w6uu65+ 6y+
Y deshaciendo la sustitucién nos queda:

1

—iMuy bien, Paco! Cuando te centras avanzas rapido. Veamos el
segundo ejemplo que te comenté. Dime Paco ;cédmo resolverias esta
integral?:

/ 2\1/5003\/5&13

—Ya hasta me parece facil. Hago u = 4/, calculo su diferencial:

du = Ld:I:

2\/z
Al sustituir me queda f cos u du, que esigualasen u + C.

—Muy bien Paco, y al deshacer la sustitucién obtenemos la solucién:
seny/x + C

—Tiene razén profe. No era tan complicado.
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—iOk! Paco. Antes de seguir practicando con mas ejercicios, te dejo
"relajarte" con un juego que se llama "Puzle Rush Hour" (Hora pico u
hora punta), que consiste en sacar el auto rojo de la zona de
aparcamiento. Por ahora, te reto en el nivel de principiante, luego, en
otraclase, te subiré el nivel.

iSaca el coche rojo de la zona de aparcamient

Problema 1
Problema 2
Problema 3

Problema 4
Problema 5

Escena 2.15. Puzle Rush Hour

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

—Ahora entiendo por qué me ha propuesto este juego. Hay que
hacer trucos como en la técnica de sustitucion.

—Asi es Paco, el puzle Rush Hour es un juego que te obliga a predecir
el camino a seguir para encontrar la solucion.
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Pero lo que llamas trucos son realmente estrategias. Retornando a
nuestra técnica de integraciéon, si identificamos que hay una
composicién de funciones, la estrategia es hacer un cambio de
variable, sustituyendo una expresién en x por otra en u. Seguro que

los siguientes ejercicios te resultan ya muy faciles.

o7l

Selecciona el tipo de 5
funcién a integrar Halla f(ﬁl""':ﬂ dx

Potencias 1 ~

Llamemos la nueva variable u=6x+3

. - _ - dlu
El nuevo diferencial sera du=6dyx ., asi dx=—

. a i l u'?
6x+3Vdr= [ L="Y 4k
f( ) f G 6 3

_(6x43)
18

[ouo sercicio | —Solucion |

Escena 2.16. Ejercicios de integracién por sustitucién (escena de Miguel Angel
Cabezén Ochoa CC by-nc-sa).

—Fueron asequibles.
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—Pues mira, a continuacién, con detenimiento unos poquitos mas.
Primero trata de resolverlos tu y después comprueba si lo hiciste
bien.

A
Calcular la integral indefinida ||:|_—|
_/ ' Z_l'ir'n.\'{‘-)_rh}m'x

Por la linealidad de la integral, sacamos la constante 2 de ella;

f 2.1"ic'.-:.v{9\'ﬁ](i\'= 2 f .t":'c'u.'.'{Q.a".‘)(.{r (1)
Llamamos
u=9x" (2)
Calculamos la diferencial de u:
elu=u' .1{](!’.1‘=54_\'5{1"_l' (3)
Necesitamos poner x'dx en términos de «, asi que despejamos x’dx de (3) y obtenemos
5 1 (4)
o xdv=—a:lu
Sustituimos (2) v (4) en (1): 54
2 f .‘5'5(‘0.‘.'('[]_1'6)d.l' =2 f éms(n)ﬂ’u =21—_ f cosiu)du
Esta ya es una integral inmediata; aplicamos la férmula de la integral del coseno:
% f coslw)du =%sm(m+r’f
Finalmente, escribimos esta expresion en términos de .
1 1 O L T
ﬁ.sm{u}H\—:—?sm{ O ) +k Otro ejemplo

Escena 2.17. Ejercicios de integracién por sustitucion (escena de Carlos Hernandez
Garciadiego CC by-nc-sa).

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

—Fueron un poquito mas dificiles, pero no mucho mas. Tenia razén
profe, se trata de pensar en la estrategia. Al igual que en el puzle de
los carritos, las soluciones no han sido inmediatas, hay que
cranearlas.

—ilnteresante término! Supongo que "cranear" significa pensar. Y asi
es Paco, hay que pensar un poco mas en la estrategia. Para ayudarte

Ve
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—:;Mas ejercicios? Profe, creo que me estd haciendo bullying.

—iHombre Paco! Yo sélo trato de aplicar un bello principio: "La
practica hace al maestro", es decir, la repeticion de una actividad,
acompanada de la reflexion y autoevaluacion de lo realizado, nos va
convirtiendo en maestros.

—Me preocupa su estrategia profe, pues es un modelo conductista.

—Me sorprende tu cultura general. Es cierto lo que dices, pero
también pienso que este modelo no tiene por qué denigrarse. En
casos como el que nos ocupa es bastante efectivo. Igual, habras
notado que mi estrategia pedagdégica también es constructivista,
construccionista y conectivista, es decir, no tengo un modelo, uso
varios modelos.

—Construccionista?, ahi me perdi.

—Simplificando, que el discente sea activo en su aprendizaje. Pero no
nos desviemos de nuestro foco actual de interés. Lo que iba a decirte,
cuando me has interrumpido, era que para ayudarte mas y antes de
pasar a analizar otros métodos de integracién, voy a hablarte de
aplicaciones informaticas que calculan integrales. Programas de
"Calculo simbdlico”. En el mercado hay varias alternativas:
Mathematica, Maple, Matlab, Desmos, Maxima, entre otros.

* Maple
P,

Wolfram
Mathematica 9

w MATLAB
i
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2.10 Calculadora de integrales
—Calculadora de integrales? ; Calculo simbdlico?

—Si, Paco. En el momento que en nuestro aprendizaje introdujimos
las letras para representar nimeros, comenzamos a adentrarnos en
el cdlculo simbdlico. Empleamos simbolos para expresar calculos
genéricos y adicionalmente aprendemos a operar con esos simbolos
trasponiendo términos, reduciendo, simplificando, etc. Lo que
continuamente estamos haciendo y aprendiendo son calculos
simbdlicos. Y lo que te comento es que al igual que disponemos de
calculadoras que nos ayudan a realizar los calculos numéricos, las hay
que realizan calculo simbdlico.

—iQué me dice, profe! Si tenemos una calculadora que hace todo eso
;para qué me hace aprender lo métodos de integracion?

—iPaciencia! jpaciencia!l... jLo primero!, jpara activar tus neuronas,
que falta te hace!, para que creen redes en base a las cuales puedas
crear conocimiento y razonar adecuadamente. Y lo segundo, entre
una larga ristra de razones, te lo voy a exponer con una simple
analogia. Una persona que va a usar un carro s6lo necesita aprender a
conducirlo, pero un ingeniero que va a disenar un carro necesita
conocer los principios y mecanismos que hacen que funcione
adecuadamente. ;Qué quieres hacer tu?

—iComprendido! Por favor, ayudeme a ser un futuro ingeniero o
cientifico, en definitiva a ser constructor y no mero usuario.

—iEn ello estamos, Paco! Pero permiteme incidir un poquito mas en
el tema acudiendo a una batallita personal, a una vifieta que vi en mi
juventud y que me marcé. Era comienzos de los 80 y el ZX80
comenz6 a popularizarse, dado que pudo llegar a las casas gracias a
su precio asequible. Estaba naciendo la informatica personal.
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En ese contexto vi lo siguiente:

Os voy a hacer una
pregunta

Qué guieren ser de

mayaor?

\ <&

Escena 2.18. Preferencias de formacioén en los afios 80
—Sinclair?
—Si, jSinclair! Ahora la nifia diria: "yo, como Steve Jobs..."

—iPues si que era lista esa chiquilla! Asi, visto con esa perspectiva,
no voy areplicarle.

Figura 2.1. Ordenador Sinclair ZX Spectrum.
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Adelante enséneme los métodos de integracion!, pero no olvide
ensefnarme también esas calculadoras de integrales, para que cuando
sepa integrar pueda hacerlo mas rapido acudiendo a ellas, lo mismo
que acudo a hacer operaciones numéricas basicas a la calculadora
tradicional.

—Vamos a ello. Adentrémonos en las diferentes herramientas que te
cité antes. Mathematica, Maxima y Maple se crearon basicamente
para calculo simbdlico. Matlab, ademas del calculo simbdlico
(utilizando el kernel o nicleo de Maple), se puede usar en métodos
numéricos y en simulaciéon de sistemas. Matlab es el programa
preferido en asignaturas de automatizacion y control de procesos
industriales.

Existen otras alternativas en el mundo del software libre y que poco a
poco van ganando terreno en el campo de las aplicaciones cientificas,
tres de ellas son: GNU Octave, Scilab y Maxima. Los tres programas
proveen una amplia gama de poderosas funciones.

Una versiéon de demostracion (trial) para Matlab la puedes bajar en
este vinculo: Matlab. Para nuestro curso, podemos usar el procesador
geométrico GeoGebra, la calculadora grafica Desmos, el programa de
calculo simbdlico wxMaxima o en su version en linea wxMaxima en
linea, una opcién de Matlab es Octave en linea y, obviamente, nuestra
herramienta DescartesJS.

Tienes donde elegir Paco. Por ahora vamos a comprobar uno de
nuestros ejercicios en tres de los programas anteriores:

—Excelente profe. Hagamos uno con radicales.

—Tu podras comprobar el ejercicio que quieras posteriormente. Yo,
ahora, por simplicidad te explicaré el procedimiento con una integral
simple. Simple, en el sentido tipografico. Todas son en realidad muy
sencillas de resolver.
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—Pues adentrémonos en la tarea.

—Tomemos la integral dada por f x2dx. Sabemos que su resultado es
z 4.

Integrando con Matlab

Matlab recoge del Maple la capacidad de trabajar con variables
simbodlicas. Esto le permite resolver integrales indefinidas y definidas
de manera analitica. Para crear una variable simbdlica usamos la
funcion syms. Las ecuaciones simbdlicas se pueden integrar
utilizando la funcién int. int(expresion) realiza la integral indefinida de
la expresidn con respecto a la variable simbdlica que tenga la misma.
Para nuestro ejemplo, observa la siguiente figura (puedes probar
estas instrucciones con Octave en linea):

-} Command Window
File Edit Yiewe ‘Web Window Help

To ger started, select "MATLAE Help™ from the Help menu.

1/37x*3

»» precty(ans)

/3 %

Figura 2.2. Ventana de comandos de Matlab
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Sistema de calculo simbdlico Maxima

Maxima es un sistema de calculo simbdlico escrito en Lisp, desciende
del sistema Macsyma desarrollado en el MIT (Massachusetts Institute
of Technology) entre 1968 y 1982. Desde 1998 se distribuye bajo
licencia GNU-GPL.

Para calcular las integrales dispone de la funcién integrate (expr, x);
gue calcula simbdlicamente la integral de expr respecto de x.

[ L ]
“ Video

Observa el siguiente video :

|

rchin Editar Ver Celda Maxirm a8 Ecuaciones Al a Analisis > ar
A IFAsic I -

Eil) integrate(x™2, x);

i 0317210

Puedes realizar el ejercicio del video, usando wxMaxima en linea.
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Software de matematicas dindmicas GeoGebra

GeoGebra es un software libre de matematica disponible en mdultiples
plataformas e idiomas. Ofrece representaciones diversas de los objetos
desde cada una de sus posibles perspectivas: vistas graficas, algebraica
general y simbdlica, estadisticas y de organizacién en tablas y hojas de
datos dindmicamente vinculadas.

Para nuestro ejercicio ejemplo, basta que escribas la funcién f(x)=x"2 en
la ventana inferior y luego el comando Integral[f]. Ademas de mostrarte
el valor de la integral, GeoGebra te muestra las graficas. En el caso de
funciones que tengan variables diferentes a x, hay que recurrir a la
ventana de Calculo Simbdlico (CAS). Observa el video:

ol
* Video

Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion. ..

| K P BY N o) &) P NN BT B2

¥ Vista Algebraica X [~ Vista Grafica *
AC

= m] H

Puedes usar la herramienta de GeoGebra de la caja de herramientas.
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Calculadora de integrales en linea

También existen varias paginas que ofrecen el servicio de calculo de
integrales, entre ellas:

(® https://es.symbolab.com/solver/indefinite- integral-calculator

(® http://es.onlinemschool.com/math/assistance/integrate/integrate/

® http://www.wolframalpha.com

® https://www.calculadora-de- integrales.com/

—Variedad para elegir hay bastante. Probaré con ellas y ya le
comentaré cual me parece mas operativa. De partida se ven faciles de
utilizar.

—Me parece muy bien Paco. Ahora te dejo un puzle para que
descanses un poquito.

Haz{clicisobres)lasjpiezas{delipuzle}
hastajarmalalimagen
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—iProfe! Mire que le dije que hiciéramos con la calculadora de
integrales un ejemplo con radicales. Lo intenté y me encontré con
algunos problemas con la sintaxis, por ejemplo con la raiz cuadrada.

—Es razonable Paco. Cuando surgen dudas, jdebes acudir y leer las
ayudas que te ofrecen estos programas! Es obvio que para los
"nativos digitales" no existen los manuales, siempre os lanzais a
probar y probar, sin reflexionar ni consultar la informacién que os
brinda el propio programa.

—Tiene mucha razoén, estoy acostumbrado a aprender toqueteando y
nunca accedo a la ayuda del propio programa. Estamos
acostumbrados a que todo funcione de manera intuitiva y
generalmente asi es.

—\Voy a detallarte algo mas lo que tienes que hacer en Maxima y en
Geogebra; ambos son software libre. La sintaxis para raiz cuadrada
es: sqrt(expresion), las siglas vienen de las consonantes (sin repetir)
de “SQuare RooT” o “raiz cuadrada”. No obstante podias haber
elevado a 1/2, ¢no te parece?

—Claro que si, puse atencion en el programa y no en mis
conocimientos basicos matematicos. Eso era mas intuitivo que
adivinar lo de sqrt, aunque también podriamos decir que es algo
l6gico.

—Vamos a probar con una integral inmediata, a ver qué obtenemos.
Integremos la funcién:
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Integrando con Maxima

Maxima utiliza el comando integrate(funcion, variable);. Observa en
laimagen que la solucion no incluye la constante de integracion.

integrate(1/sqgrt(1-t~2),t);
asin(t)

Otra forma, es definir la funcion f(t), tal como se indica en la imagen:
f(t)=1/sqrt(1-t"2):

N1 -t

Luego, usamos el comando integrate incluyendo la funcién y la
expresion. Observa la siguiente imagen:

integrate(f(t)=1/sqrt(1-t"2),1);
If{t}dt =asin(t)+%c1

—La presentacion del resultado es mas elegante.

—Interpreto que te refieres a que se presenta con la notacion usual.
Ademas, ahora, se refleja la constante de integracién. Puedes usar
estos comandos con la version wxMaxima en linea.
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Integrando con Geogebra

Con GeoGebra la sintaxis es igual. Ademas incluye las graficas tanto
de la funcién, como de la integral.

En la imagen siguiente puedes observarlo. He incluido,
adicionalmente, la ventana de cdlculo simbdlico (CAS), para que
observes dicha sintaxis. jprueba tu ahora!

©F GeoGebra - O >
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Abrir sesion. ..
= [ = Il v ff s [ {ON =[x~ | £ Lol @

» Vista Algebraica X | ¥ Vista Grafica = | X|| » Calculo Simbdlico (CAS) X
Funcién . B~y ——~ a~ ‘ Integral[1/sqrt(1-t"2)]
_ f 3 1
. f(t) = Vi — arcsen(t) +cp
- @ g(t) = arcsen (t) E 2 || al.

0

15 -1 -0§ 0 05
-1
g

Entrada: +

Figura 2.3. Vista grafica, algebraica y del CAS de GeoGebra.

—iGenial! Practicaré con estos de programas de calculo simbdlico,
pues me ayudaran bastante.

—Aqui puedes usarlos para comprobar si lo que hayas integrado
manualmente lo has hecho correctamente. No vamos a suplir el
aprendizaje del célculo integral por el aprendizaje de estas
herramientas. Pero obviamente en la resolucién de problemas
técnicos y cientificos su uso es frecuente.
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Haz clic sobre la siguiente imagen, para que veas una animacion que

muestra como calculamos

laintegral con la herramienta GeoGebra.

B Mercuric @ The Eye| File Listing [ COM

@ GeoGebra Hoja Dinsmica - Google Chrome

@ Archive | Dy/Proyecto2022/Libros/Integrando_con_Paco(v3)/GeoGebra5.0/editor_geogebra.hti

—iProf
integra
algunof

—Esr
ayudag
“nativg
probar|
brindal

—Tien{
nunca
aque ty

—Voy
Geoge|
es: sqr

< de “Sq
elevad|

RlA P> O00O &N =
A f(t}® P =

Bueno Paco, sigue ejercitdndote en estrategias. Para ello, te dejo
nuevamente el puzle Rush Hour, ahora en el nivel intermedio.

Escena 2.19.

Puzle Rush Hour nivel intermedio
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2.11 Tabla de integrales

—Paco, cuando no se disponia de ordenadores y del calculo simbdlico
;qué piensas hacian los que necesitaban del calculo integral?

—Bueno la alternativa me parece sencilla. Pues es lo que hemos
estado haciendo usted y yo hasta que me ha iniciado en el uso de
estos programas, es decir, primero jcalculo manual! y después, para
no tener que volver a calcular lo ya calculado, anotarlo en una tabla.

—Correcto, de hecho fue iniciativa tuya el ir anotando vy
construyendo esa tabla de integrales. Y eso es lo que se hacia, por ello
existe mucha documentacion al respecto, incluso hasta libros y todo
esto, ahora, se pueden consultar también en la red. Por ejemplo, en
Table of Basic Integrals, puedes encontrar 134 tipos de integrales, y
esta pagina nos sirvid de base para disefiar nuestra tabla de
integrales.

—iBuen trabajo profe! Se nota su formacién pre-digital, y eso que es
un claro innovador digital, pero yo siempre tengo mi smartphone al
alcance de mi mano.

—Muy fino Paco en tu circunloquio respecto a mi edad y formacion
inicial, la cual fue efectivamente de acuerdo a lo existente en mis
tiempos jovenes. Pero te recuerdo que el aprendizaje ha de ser algo
continuo, un aprendizaje a lo largo de la vida, y yo también suelo
tener al alcance de la mano mi celular. No obstante, detras de la
tecnologia actual hay siempre un riesgo que ha sido tratado en la
literatura y en las peliculas de ciencia-ficcién ;qué ocurre si hay un
apagoén general?
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—iQué catastréfico y pesimista! ;Piensa que eso puede ocurrir?

—Los avances se realizan gracias a los optimistas y a los pesimistas.
Un optimista inventa el avidon y un pesimista el paracaidas. Un apagén
se puede dar por multiples circunstancias por causas naturales,
bioldgicas, culturales, politicas, etc. Piensa en muchas de las culturas
precolombinas en América, en la cultura babilénica o en la del antiguo
Egipto. O sin irnos tan lejos ;fisicamente durante cuanto tiempo
permanece inalterable la informacion guardada en una USB? o
;cuanta informacién —me refiero a informacion atil y de interés, no a
tweets o whatsapps intrascendentes— desaparece cada dia en la Red?

—No me asuste profe.

—No es ése mi objetivo, pero siempre hay que tener presente y
ponderar adecuadamente jel riesgo! jAnda! volvamos a las
integrales. Te dejo un ejercicio que para ti ya es elemental, ;verdad?

o7l

Arrastra las flechas a la pestaia correspondiente-

> tan!x +c
>» e*+c
in >» Inx +c
> tan(x) +c
l >» -cos(x) +c

Escena 2.20. Ejercicio de emparejamiento
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2.12 Integracion por partes

—iCordial saludo Paco! En esta sesion vamos a trabajar con una
técnica de integracién muy interesante, "La integracion por partes".

—Creia que iba a decir muy impresionante. Algunos amigos, que ya
cursaron calculo integral, me dijeron que es la técnica que mas
problemas les causo, les dejé impresionados.

—iExageraciones! En realidad el método que vamos a explorar es
sencillo, sélo que, a veces, hay que aplicarlo varias veces hasta
conseguir la solucion final, e incluso a combinarlo con otros métodos.
Pero eso es algo usual en la integracion.

—iTenian razén mis amigos... la cosa se complica!

—iNo, Paco! Se hace mas laborioso, pero no mas complejo. Lo
interesante, insisto, no es la complejidad, es la posibilidad de aplicar
simultaneamente los conceptos previos. Empecemos y no dilatemos
mas nuestro trabajo ;Recuerdas como se deriva un producto de
funciones? Por ejemplo, f(z)g(x).

—Si, profe. La derivada del producto de dos funciones es igual a la

derivada de la primera funciéon multiplicada por la segunda, mas la
derivada de la segunda multiplicada por la primera.

—iCorrecto, Paco! Lo que dijiste en palabras es simbdlicamente lo
siguiente:

Reglade lacadena

——f(z)g(z) = f'(2)9(z) + f(2)d (2)
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—Bueno, si usted lo dice. Lo entiendo mejor con mis propias palabras.

—:Qué pasa Paco? Te noto un poco extrano ;no quieres que sigamos
con nuestro estudio de integrales?

—iQué pena profe! Tiene razén, no estoy concentrado. Tengo mi
cabeza en otros problemas, precisamente no de integrales.

—Todos los tenemos. Trata de dejarlos a un lado mientras
trabajamos. Igual no los vas a solucionar enojandote conmigo.

—Tiene razén profe. Sigamos con nuestro trabajo.

—iOk! Paco. En la expresion anterior vamos a integrar en ambos
miembros de la igualdad.

/ dlf (z)g(x)] = / [ (@)9(x) + f(2)d (x)]da

En el primer miembro, tenemos la integral de una diferencial. Por ser
inversas podemos escribir:

F(2)g() = / 7 (@)g(x)dz + / f(2)d (2)da

—iQue bien profe! Ahora si me estoy motivando, adids a los otros
problemas.

—Por el momento Paco. Ahora hagamos una trasposicion de
términos:

/ F(2)d (2)dz = f(2)g(z) — / 7' (@)g(z)d

Y iEsta es la famosa formula para integrar por partes!
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—iVaya formulita! Sera interesante tener que aprendérsela.

—Esta formula Paco se puede expresar de otra forma. Supongamos
queu = f(x)yv = g(x),¢aquéseriaigual duy dv?

—Aver...du = f'(z)dzydv = g’(x)dz ;es correcto?

—Correcto, Paco. Si reemplazamos en la formulita anterior,

obtendriamos:
Integracion por partes
/udv:uv—/vdu

—Mas sencilla profe... escrita asi me hace mucha mas "ilu
aprendérmela, porgque ;he de aprendérmela, verdad?

—Si, la verdad es que hoy estas desganado. Pero contra esa desgana
vamos a usar una técnica que ayuda a memorizar aquello que no es
facil o que cuesta hacerlo. Inventarse una frase que ayude a recordar
de alguna forma lo que se desea, es lo que se denomina una regla
nemotécnica. Por ejemplo: "un dia vi una vaca vestida de uniforme".

—iEse diaiba usted "alegre" para su casa!

—iMe alegro que el que se vaya alegrando seas tu! Mira Paco, cuanto
mas tonta sea la frase, mas facil sera recordarla. Y mira para lo que
me sirve esa frase tonta: "un dia vi una vaca vestida de uniforme".
Fijate en la primera letra de cada palabra:

/udv:uv—/vdu
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—iTres, tres, trés bien! jYa veo a la vaca con el uniforme y a la vez la
formula!

—:No decias que la férmula era muy dificil?
—Si, jdecia! Pretérito, es decir, algo pasado ya.

—Pues si es algo pasado, planteémonos el presente y vamos a resolver

la siguiente integral:
/ xcos x dx

—Huy profe... son mas sencillos mis problemas personales. Creo que
me volveré a concentrar en ellos.

—Crei que la vaca te habia distraido. Vamos a concentrarnos en la
solucién que le vamos a dar a esta integral.

J Fijate que en el integrando hay un producto, luego puede ser
candidata a aplicarle la integracién por partes.

J’ Una sugerencia inicial, es hacer u igual a una de las expresiones de
la integral de tal forma que su derivada sea una expresion mas
simple. Me explico, si eligiéramos u = cos z, su diferencial es
du = —sen x dx que es una expresion con analoga dificultad, no es
mas simple.

—Ya profe, capto la sugerencia... hagamos © = z, ya que su diferencial
es du = dz, la cual es la mas sencilla posible.

—;iQué bien Paco! Después de seleccionar u, la expresion que queda
debe serigual a dv, es decir, dv = cos x dx ;A qué es igual entonces v?

—Lahallointegrando...v = f cos ¢ dx = sen x,luegov = sen .

95



—Muy bien Paco! Ya tenemos todas las expresiones de la formulita...
reemplacemos:

/xcoswdw:xsenx—/senmdx

O sea:

/mcosxdm:xsenx—l—cosw—l—C

iSencillo Paco!
—Si, jsenor! No era tan complejo como me dijeron.

—iJuzga por tu experiencia, no por la de los demas!

Vamos a resumir los pasos que hemos dado:

4 Paso 1. Elegimos u, aqui © = z (su diferencial hace mas simple la
integral).

Paso 2. Hallamos du, en este caso du = dx
Paso 3. Hacemos dv = cos =

Paso 4. Calculamos v = [ cos ¢ dz = sen z

SIRNENEN

Paso 5. Reemplazamos en la formulita: udv = uv — f'vdu

Y de ahila solucién:/:c cosxdr =xsenx+cosx+C

—iPerfecto! Integral calculada.

—Si, pero antes de abandonar este ejemplo, ;qué hubiera pasado si la
eleccion de u hubierasido la otra?
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—iDéjeme probar!

e Pasol.Elijou = cos .

e Paso2.Hallodu,enestecasodu = —sen = dx
e Paso3.Mequedaquedv = z dx

e Paso4.Calculov = [z dz = z?/2

e Paso5.Aplicolaféormulay

2 2
T T
/mcosmdm:7c03x+/?senwdm

iMenuda integral! ;me he equivocado?

—No, Paco. Has aplicado muy bien la integracion por partes, pero
éste método lo que hace es convertir una integral en otra y lo
aplicamos con la esperanza de que la integral a la que llegamos sea
mas sencilla; y aqui, acabas de comprobar que hemos llegado a una
integral mas compleja que la de partida.

La eleccién de u es basica en el método y légicamente lo que dejamos,

pues jugard el papel de dv tiene que ser algo que sepamos integrar,
pues hemos de calcular v.

—iPues sélo nos queda probar y ver si se acierta! En definitiva lo que
usted decia que hacemos los nativos digitales.

—Pues va a ser que no. ;No sera mejor ver lo que acontece con los
diferentes tipos de funciones y sacar conclusiones?

—iSeguro que si! ya sé que me esta llevando al sendero adecuado y
yo, obediente, le obedezco.
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—Agradecido por tu confianza, pero es una postura que puede ser
peligrosa porque hay quien te podria conducir por el sendero que
lleva al matadero. jUn cientifico ha de ser critico y no dejarse llevar
por los demas, mientras que no le muestren cual es el destino, y que
el camino indicado es el correcto segun su propio analisis vy
deduccion!

—Si, profe, lo sé. Ya me lo ha dicho muchas veces. Lo que queria decir
era que estaba dispuesto a analizar el camino al que queria llevarme.

—Mejor asi. Vamos a considerar otra regla nemotécnica que nos va a
guiar en la eleccidn, a priori, mas adecuada para la funcion u y te digo

a priori porque, como te indiqué antes, pudiera ser que lo que queda
como dv no seamos capaces de integrarlo y necesitaras algun ajuste

adicional o la aplicacién de otro método. Pero, en general, funciona.
Esareglaes ALPES que es el acronimo de:

e A:funciones Arco (arco seno, arco coseno, arco tangente).
e L:funciones Logaritmicas.

e  P:funciones Polindmicas o potenciales.

e E:funciones Exponenciales.

e S:funciones Sinusoidales (seno, coseno, tangente).

Y esta palabra lo que hace es indicarnos que si en una integral
aparece un producto de dos funciones y queremos aplicar la
integracion por partes la funcién u ha de seleccionarse siguiendo la

prioridad marcada por el orden de las letras en ALPES. Asi si
quisiéramos integrar cos x arctg x dx, la funcién arco tangente es la

que ha de seleccionarse como u, pues las funciones Arco tienen
prioridad frente a las Sinusoidales, y nos quedaria dv = cos x dz,
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gue en este caso es una integral inmediata. O, por ejemplo, si el
integrando fuera (3m—|—5)ewda:, en este caso la funcién u seria

(3z + 5) al ser Polindmica frente a la Exponencial e”.

Realmente entre las funciones Arco y las Logaritmicas hay igual
prioridad de eleccién, y lo mismo ocurre entre las Exponenciales y las
Sinusoidales, pero la construcciéon de una palabra con significado en
espanol nos lleva a seleccionar ALPES. De hecho la palabra
seleccionada en el contexto anglosajon es LIATE (Logarithmic
functions, Inverse trigonometric functions, Algebraic functions,
Trigonometric functions y Exponential functions).

—Vale me aprendo lo de ALPES, pero ;por qué funciona?

—Esperaba que me lo preguntaras y que no te dejaras solo guiar. La
razén es simple pues necesitamos calcular du y al derivar las

funciones incluidas en uno de los grupos se obtienen funciones del
mismo grupo o de grupos posteriores, y con las que dejamos como dv

ocurre lo contrario. Pero considero que no merece la pena detenerse
en hacer un analisis detenido de ello.

—Tiene razon profe. Créame que me ha servido esta sesiéon para
despejar mi cabeza. Ahora atenderé mis otros problemas, los cuales
son mas simples. Hasta pronto profe.

—De acuerdo Paco, en el préximo apartado haremos ejercicios.
Mientras te comparto un rompecabezas para que te alejes de tus
problemas.

—Parece que le gustan mucho los juegos, profe.

—Asi es Paco, disipa mi mente y me acerca a mi hijo, otro enamorado
de los juegos.
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| Sinjmuestra | | Otralimagen |

Escena 2.21. Puzle de arrastre

—Gracias profe, trataré de relajarme con su jueguito.

—iJuegazo! Paco... {Descansa!
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Ejercicios del método de integracion por partes

—Hola profe, me entretuve bastante con su jjuegazo! Tiene razoén,
esas pausas que propone me ayudan a relajarme.

—Me alegra Paco que haya contribuido a tu bienestar. Ahora, dime si
has practicado la nueva técnica de integracion.

—iClaro quesi!, recuerde que soy su alumno estrella.
—Eres "uuuuuno" de mis alumnos estrella.

—Le voy a imitar profe: "como dice el dermatdlogo... vamos al grano".
Estuve consultando algunos textos de Calculo y me compliqué un poco,
pues usan diferentes notaciones para las derivadas, recuerdo que en el
curso de Calculo Diferencial, usted nos advertia sobre ello. Me lo
vuelve a explicar profe... please

—Ok Paco, no problem. The notation for differentiation can be written as...

—iOh, no!, profe, expligueme en espanol. Yo manejo dos idiomas el
espafol y el paisall, pero de english... poco.

—Estaba bromeando Paco, te lo recordaré. En la explicacién que te
hice de la técnica de "integracién por partes" usamos la funcién
f(xz) = u. Partiendo de esta funcion, pasaré a mostrarte varias
notaciones que suelen aparecer en algunos textos, de las cuales
estamos usando dos. Estan las notaciones de Newton y la de Leibniz,
nuestros amigos que han aparecido en dos imagenes del juegazo que
te divirtio, otra notacién es la de Arbogast y la de Lagrange.

1 5i bien la palabra paisa es el apécope de «paisano» o «montaiero», en Colombia define
claramente a uno de sus grupos subculturales. Linglisticamente hablando, el término
describe un tipo de lenguaje y entonacién tipica de los departamentos de Antioquia, Caldas,
Quindio, Risaralda, Norte del Valle y parte del Noroccidente del Tolima (Wikipedia).
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—Todo eso esta muy interesante pero, ;cuales son esas notaciones?
—iNo te desesperes, Pérez!...

—iNi te precipites, Pites!...

—Comprendo. Quieres oir la cancion, sverdad? Pues aqui la tienes.

Y ahora continuemos. De todas esas notaciones para la derivada,
suelen emplearse:

(® Notacién de Lagrange: f'(z)

(® Notacién de Newton: i, para la segunda derivada. La primera es con

un punto.
(® Y laque, seguramente, te ha confundido es la notacién de Leibniz:
du
dz

—Si, esa notacion es la que observé en algunos textos, para
integracion por partes.

—No hay problema Paco, la férmula que quiza viste fuera ésta:

Integracion por partes
dv
/ dx x—uv—/—vdx

—Si senor, esa es la expresion.
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—Esa expresidon también es correcta en la notacién de Leibniz. Lo que
no puedes interpretar es que se puedan cancelar los términos dx
para obtener la formula que teniamos jeso, no!

—Gracias profe, pensaba que habiamos cometido algun error.

—No, Paco, no. Veamos algunos ejemplos. Haz clic en los botones
numeéricos y podras ver paso a paso el procedimiento aplicado.

I 7l|
Para encontrar la integral ’ xsen( x) dx O
E Observa que conviene describir esta funcién como wuv' para u(x)=x y v'(x) =sen( x
ya que, facilmente, encontramos una integral indefinida de v'(x) =sen( x)

cos( x)

vix)=- i

du

E Y laderivada wu'(x) = I

=/

cos( x)

multiplicada por v(x) = - ]

nos da una funcion que es mas facil de integrar:

f v(x)u' (x)dx = ’ JeosLX) g = Senlx)

1 1
E Finalmente, sustituyendo en I u(x)'(x)de = u(x)vix)- I ' (x)v(x)dx
. SN i o cos( X) B sen( x)
tenemos: I xsen ( x)dx = -x 7 7

Escena 2.22. Integracion por partes (escena de Maria de Lourdes Velasco Arregi con
licencia CC by-nc-sa).

—Estan interesantes los ejercicios, sin embargo, estuve consultando
mas ejemplos de integracion por partes y me encontré con unos que
me gustaria discutir con usted.

—Esta bien Paco. Pero antes quiero que resolvamos unas cuantas
integrales para que estemos sueltos en el manejo del método.
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—iHagale profe!

—iQué bien! En la siguiente escena trata primero de resolver los
ejercicios propuestos y luego los comparas con la solucion.

o]

(Ax+B) In(ax+b) ¥ [ (24x+5)In(3x+3)dx

i : =
f udv=uv- f v du ISliferself Bl 3x+3 b

dv=(24x+5)dx; V=fdv= f (24x+5)dx = 12x°+5x
Conviene tomar

realizamos la integracion por partes y la nueva integral
u=In(3x+3) gue sale resultando:

dv=(24x+5)dx I=(12x%+5x -%)-In(3x+3) 62 %)HK

| OTRO EJERCICIO | | VER LA SOLUCION |

Escena 2.23. Integracion por partes (escena de Consolacién Ruiz Gil con licencia CC
by-nc-sa).

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

Y ahora Paco, haremos dos ejercicios mas para despejar posibles
dudas que tengas.
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Primer ejercicio

Vamos a integrar: / 23ln ¢ dz

—Para este caso es conveniente hacer u = In x, ya que du =
1/xdx. Nos quedaria dv = x3 y al integrar tenemos que v = z/4.
Sustituye Paco y dime por qué escogi esa u.

—De acuerdo profe. Veamos... al reemplazar en nuestra formulita:

4 4 4 4

3 z%ln x T zilnx x

— _ | gz = _Z
/a‘:lnwd.’v 1 /43333 1 16—|—C’

Entiendo porque escogié u = In x. jLos Alpes marcan el camino!

ademas de que la derivada es una potencia de x y se puede simplificar

con x4,

A proposito profe, un ejercicio similar a este no pude resolverlo en
Maxima.

—Muy bien Paco. Te recuerdo nuevamente que los programas de
calculo simbdlico traen ayudas jqué puedes consultar! En Maxima y
otros programas como MathlLab, la funciéon logaritmo natural o
neperiano tiene la siguiente sintaxis: log(x). Es decir, si quieres

resolver la integral anterior por Maxima, deberias haber escrito:
integrate(x”*3*log(x), x).

—Ok profe. Pero esta expresion se confunde con logaritmo decimal
que solemos escribir precisamente asi: log x.

Es cierto. Si tienes que utilizar la funcién logaritmo decimal, en
MatLab debes usar la funcién logl0(z), y en Maxima definirla asi

define(log10(x), log(x)/log(10)).
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Segundo ejercicio

—Vamos a integrar: /x\/a: — 1 dz. Aqui vamos a hacer u = z, y

por tanto du = dz. Por otra parte, queda dv = (z — 1)'/2dz, ;Cémo
hallamos v?

—Por sustitucién profe. Déjeme hallarla. Haré z = « — 1. Uso z ya
gue usamos u en la primera parte. Entonces dz = dx... y al sustituir,

obtendria:
2
V= /z%dz = —z
3

—Muy bien Paco. Ya tenemos los cuatro elementos de nuestra
formulita. Terminemos sustituyendo asi:

:%(a:—l)%+c

[ (VL]

Finalmente, podemos simplificar esta Gltima expresion asi:
2
/w\/sc —1dz = E\/(:c —1)30Bz+2)+C

—;Qué bien profe! Usted es mi héroe.

—Me alegra Paco que haya regresado tu buen sentido del humor.
Nos vemos en la proxima clase.

—iHasta entonces profe!
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2.13 Integracion de funciones racionales

—iHola profe! Ayer, mi primo me propuso una integral que supe
resolver exitosamente. Como usted me dijo en la sesion anterior, tuve
gue recurrir a varias integraciones, pero con las técnicas aprendidas
no tuve problema.

—iQue bien Paco! Muéstrame el ejercicio de tu primo.

Observe profe la calidad de alumno que tiene, mi primer paso fue el

siguiente:
w+1d B T n 1
w—lm_ r—1 rz—1

—iCorrecto! Aplicaste el método de descomposicion o linealidad de
la integral y descompusiste la fraccion en dos fracciones mas simples.
;Y después?

—La segunda integral es cuasi-inmediata y una primitiva es
In|z — 1|. Ahora tocaba solucionar la primera. Recurri al método de

sustitucion asi: hice u = x — 1, entonces du = dx. Para sustituir
tuve que observar que x = u + 1, despejando de la primera
expresion. Luego,

/ v dx:/u+1du=/du+/ldu=u—|—lnu—i—C
r—1 U U

—Me sorprendes Paco. jVolviste a separar las fracciones!
Finalmente, ;qué obtuviste como solucion?

—Sencillo profe. Sustitui u por x — 1y llevé el resultado a la primera
expresion, asi:

107



1
/m+1dw:(w—1)+ln\w—1|+ln\m+1+0
w_

=(x—1)+2nlz—-1/+C

—Tu solucién es correcta. También, si quieres puedes englobar
—1 + ¢ en otra constante, por ejemplo k, por lo que tu soluciéon se

puede escribir asi:

1
/33—1— de =z +2ln|z — 1|+ k
z—1

Bueno Paco, tu ejercicio me da la oportunidad de explicarte otra
técnica de integracion. La expresion que integraste es un fraccion
algebraica que pudiste descomponer facilmente, si bien tuviste que
recurrir a hacerlo dos veces.

Te — 1

—¢:Qué harias si tu fraccion fuera :
2 —2—6

—iVaya cambio respecto a mi integral!
A ver profe, déjeme pensar... no... no veo cémo. Siga explicando, por
favor.

—iOk Paco! Primero vamos a recordar algo:

. . . 4 3
:Coémo sumarias estas dos fracciones + ?
r—3 x+2

—Hallo un comun denominador y... déjeme desarrollarlo
—Adelante Paco

—Bueno. El comin denominador es (z — 3)(x + 2), entonces,
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4 n 3 4 zx+2)+3(zx—-3) Tr—1
t—3 z+2  (z-3)(z+2) = (z—3)(z+2)

iQué casualidad! he llegado a la fraccién que me habia propuesto
inicialmente.

—Muy bien Paco. No es casual, esta claro que te estoy guiando. Veo
gue haces calculos mentales, eso es bueno para evitar pasos
adicionales... ahorra tiempo.

Ahora te pregunto. ;Cémo calcularias la siguiente integral?

/ Te — 1 Ix
x2—x—6

—Humm... Con laidentidad anterior ya es muy sencillo, quedaria:

—1 4
/;w—dw:/ dw—l—/ 3 dx
‘- —2x—06 r—3 T+ 2

= 4ln|z — 3| + 3ln|z + 2| + ¢

—Pero, ;qué hubieras hecho si yo no te hubiera dado esa suma de
fracciones?

—Humm... Ni modo profe... corchado.

—iDespierta, Paco! jDespierta! Tendrias que regresarte de algun
modo en el proceso que realizaste, es decir el proceso inverso a la
suma de fracciones.

—iClaro profe! tendria que poner la primera fraccion que me dio
como suma de otras dos! ;Pero, como?
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—Este proceso inverso se conoce como descomposicidon en
fracciones parciales o en fracciones simples. Mediante él podremos
calcular la integral de cualquier funcion racional, es decir, aquella que
es cociente de polinomios (una fraccion algebraica).

P(x)
Q(z)
Te recuerdo que se dice que una fraccion algebraica es propia si el

grado del polinomio numerador es inferior a del denominador, y en
caso contrario es impropia.

R(x) =

Para plantear y efectuar la descomposicion deseada hemos recordar
un resultado de jJohann Carl Fiedrich Gauss!

—No me lo diga profe, éste con seguridad es otro
GIGANTE de la Ciencia, porque ya me lo he
encontrado en otros mundos matematicos y fisicos,
y eso es un indicador de que es mas grande que su
largo nombre.

—iAcertaste Paco! Gauss es un principe de las
Matematicas, de la Ciencia en general, un genio
desde su infancia y durante toda su vida. Su
nombre "Juan Carlos Federico" supera a los dos
nombres que habitualmente solemos tener los
iberoamericanos, pero su grandeza obviamente no
radica en esa nimiedad. Basta decir Gauss y sera
reconocido por cualquiera que sea algo letrado.

—Estupendo profe. Ya sé que puedo ir por ahi
diciendo que soy Paco jel letrado!
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—Paco, he dicho "algo letrado". Lo he cuantificado de manera
genérica, pero a conciencia, porque "letrado", segun la primera
acepcion del diccionario, lo que significa es jSabio, docto o instruido!
Y actualmente estds, estamos, andando el camino... Letrado fue
Gauss, y tanto, que siendo de origen humilde ha logrado que se le
reconozca como principe.

—iVaya! ;en la Ciencia también hay nobleza?

—Si, pero una nobleza que no es heredada, sino adquirida por valia
personal. Por ejemplo, en su tesis doctoral demuestra el "Teorema
Fundamental del Algebra". Este teorema es la base de lo que vamos a
usar aqui, pero no voy a detenerme a justificarlo. Abreviaré y
unicamente te expongo el resultado que necesitamos:

"Si () es un polinomio de grado n con

coeficientes reales, entonces puede expresarse
como el producto de un polinomio de grado cero (un
numero) por polinomios de primer grado de la forma

(z — r)y por polinomios de segundo grado
irreducibles en R de laforma (z? + az + b)" Es
decir:

Qx)=a-(x—71)" - (x—1re)™...
(z —7)% - (22 + a1z + b)P' ... (2% + ame + by )P

donde oy + ao+- -+ + a + 281+ +28,, = n.

—iVayal! El espiritu de Gauss se introdujo en su
cuerpo. Menuda capacidad de sintesis.
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—iExagerado! Lo unico que he hecho es escribir en lenguaje
matematico que es un polinomio de grado n, que tiene n raices y que

puede descomponerse en producto de polinomios de primer grado
—vamos a denominarlos factores lineales— y de segundo grado
—factores cuadraticos—. Y que hay cuatro posibilidades que pueden
combinarse:

Raices reales simples, multiplicidad 1, (z — r;)

Raices reales multiples de multiplicidad o, (z — 75)$
Raices complejas simples, (2 + axz + by)

Raices complejas multiples de multiplicidad
B, (2 + aqyz + by)!

—Por ejemplo...

—Pues, por ejemplo:

(z 4 1)(z — 3)?(2?® + 1) tiene la raiz —1 que es simple, 3 que
es unaraiz doble y una pareja de raices complejas simples.
(x — 2)(z — 5)(x? +x + 1)3 tiene las raices 2 y 5 ambas

simples y una pareja de raices complejas multiples de
multiplicidad tres.

—iBienvenido ala Tierra!

—Y tu sigues en la grandilocuencia. Pero ello no va evitar que avance
un poquito mas y que aborde ahora la...
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2.13.1 Descomposicion en fracciones parciales o
simples

Teorema. Toda fraccién algebraica propia %, es decir, que el

grado(P(z)) < grado(Q(z)), puede descomponerse como una
suma de fracciones simples donde:

& Por cadaraiz real r de multiplicidad o, se tendran a fracciones de la
forma

AL A A
z—r (x—r)? (x — 7)™

€ Por cada pareja de raices complejas conjugadas de multiplicidad S,
se tendran S fracciones de la forma

Mix + Ny Msx + Ny Mgm—l—Nﬂ
2 T 2 T2 B
z2+ax+b (22+ax+b) (2 +azx +b)

—iBravo! jBravisimo! jAplausos!

—Si, Paco, aunque lo digas con cierta
o bastante ironia, este resultado se
merece ese reconocimiento. Y lovas a
ir experimentando en los préximos
ejemplos. Comenzamos, en la
siguiente pagina, con raices reales

— factores lineales — simples 'y
multiples.
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A
Caso 1. Fraccidn propia con factores lineales E

Este caso es aquel donde tienes en el denominador factores de la

Tx—1

forma (x - r). Por ejemplo, la fraccion — , ¢queé tipo de
X —x—06
denominador tiene?
—Cuadratico profe
Tx—1

Es cierto, pero si lo factorizas te quedaria asi ——
(x=3)(x+2)

jFactores lineales!

El método de descomposicion parte del supuesto de que la expresion
tuvo su origen en la suma de fracciones simples o parciales cuyos
denominadores son (x — 3) y (x + 2). Es decir:

Tx—-1 Tx-1 A N B
r—r=6 (x=3)x+2) x-3 x+2

Donde Ay B son dos niUmeros reales. Si logramos encontrar esos
numeradores, resolvemos el problema. Si sumamos las dos
fracciones de la derecha, obtendriamos:

Tx—1 _ A(x+2)+B(x-3)
(x=3)x+2) (x=3)(x+2)

Sabemos que en ambos miembros de esta ecuacion los denominadores
son iguales, por lo que los numeradores ha de serlo:
7X-1=A(X+2)+B(x-3)

Hay dos métodos de encontrar estos dos numeros:

Método 1 Método 2 |

—Profe cuando me muestra ejemplos concretos es mucho mas facil.
Veo que tendré que repasar la factorizacion de polinomios.
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—Si te parece te hago un regalito para que recuerdes y practiques
esa factorizacion.

—Usted siempre tan amable con sus regalitos.

—La amabilidad con mi alumnado es uno de los principios basicos de
mi accién educativa y en especial con mis alumnos "estrella", ;verdad?
Practicay luego hablamos.

7

Facioriza esie p(x)= x® + 6 x® - 16 x* - 146 x° - 225 x* - 100 x
polinomio:

POO=x (% + 6 x" - 16 %° - 146 % - 225 x - 100) —raiz x=0 — factor = x

i 6 -16 -146 -225 -100

-5 5 -5 105 205 100 raiz = -5 — factor=x+5
i 1 -21 -41 -20 O

5 5 30 45 20 raiz=5 - factor=x-5
i 6 9 4 0

-4 -4 B -4 raiz = -4 — factor=x + 4
i 2 il 0

Qx)=x"+2x+1

_-264/4-4 _254/0 540
X 2 2 2 =
P(X)=x(x-5) (x+4) (x+5) (x+1)2

Escena 2.24. Factorizacion de polinomios (escena de Miguel Angel cabezén Ochoa con
licencia CC by-nc-sa).

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!

—Me ha venido muy bien este repaso, pero he observado que sélo
aparecian factores lineales, es decir, sélo raices reales.
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—Efectivamente has observado bien. Precisamente ahora vamos a
pasar a un tercer caso que analiza la descomposicion en el caso de
raices complejas simples que dan lugar a factores cuadraticos.

Caso 3. Fracciones propias con factores cuadraticos simples

2 —z—5
(x —1)(2? + 2z + 2)

—Observa la siguiente fraccion:

;qué puedes decirme sobre ella?

—Que en el denominador hay un factor lineal que se corresponde con
la raiz real simple 1 y un factor cuadratico (:c2 + 2z + 2) que es

irreducible en los nimeros reales, es decir, se corresponde con raices
complejas.

—Magnificamente expuesto. Pues entonces, de acuerdo a lo indicado
en el teorema de descomposicion, la fraccion propia la podemos
expresar asi,

22—z —5 Az + B C
(z—1)(22+22+2) z224+2x+2 =z-—1

y ahora hemos de calcular A, B y C. El proceso es similar a los

empleados en los dos primeros casos. Sumamos en el miembro
derecho de la ecuacion e igualamos numeradores,

> —2—-5=(Az+ B)(z — 1) + C(2* + 2z + 2)

Si x =1, que es la raiz real, entonces —5 = 5C, y hallamos
directamente el valordeC' = —1

Si damos, por ejemplo, el valor x = 0, entonces —5 = —B + 2C, de
donde no podemos hallar directamente ningtn valor.
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Recurramos entonces al otro método y teniendo en cuenta que ya
conocemos C, obtenemos:

?—z-5=(A-1)z>+(-A+B—-2)z— (B+2)
Igualando los coeficientes de z? y los términos independientes,

e A—1=1,dedonde A =2
e B+2=05,luegoB =3

Y consecuentemente:

x> —x—5 2z + 3 1

(x—1)(22+2x+2) 22+2x+2 z—1

—No es dificil profe, en todo caso es algo latazo esto de determinar
las constantes que aparecen en la descomposicion. Y ahora tocara el
cuarto caso...

—Deberia de tocar ese cuarto caso correspondiente a factores
cuadraticos multiples en los que aparecen tantas fracciones simples
como la multiplicidad y en cada una de ellas aparecen términos, en el
numerador, de la forma Ax + B que hay que calcular. Se haria de
igual forma, pero jmas latazo! aun, utilizando tu expresiéon. Pero no
vamos a detenernos en este caso, pues esta descomposicion en
fracciones no se usa a la hora de la integracion y se aplica otro método
que después citaremos.

—iUsted marca el paso! Pero tendremos que volver a integrar otra
vez, ;no?, jqué éste es un curso de calculo integral y no de algebra!

—Gracias por confiar en que sabré llevarte por el camino adecuado.
Pero antes de pasar a aplicar esta descomposicion en el calculo de
integrales, hay un detalle sobre el que he de preguntarte.
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El Teorema de descomposicion en fracciones decia que ésta es posible
en una fraccién propia, es decir, en la que el grado del polinomio
numerador es inferior al del denominador. Pero ;qué ocurre si la
fraccion es impropia?

—No sé profe. Estoy descolocado, no sé en qué influye.

—De acuerdo, tienes razén. Te hago una pregunta previa. £ es una
fraccion numérica impropia ;cémo puedes obtener una fraccién propia
a partir de ella?

NN

—iFacil! Divido y obtengo quei =1+ %

—Pues la respuesta es la misma en el caso de una fraccién algebraica
P R

(2) =C(z) + Elz) y obtenemos un
Q(z) Q(z)

polinomio cociente C'(x) y un polinomio resto R(x) de manera que el

grado de éste es inferior al del polinomio divisor Q(z), y por tanto
R(z)

——= es una fraccion propia.

Q(z)

—Lo comprendi... pero esta sesién fue extensa y seguro que con los
programas de calculo simbdlico todo es rapido.

impropia. Dividimos

—iSeguro, Paco! ese es el objeto de estas herramientas, jpruebal,
iprueba! y me cuentas en la préxima clase.

Te has ganado "relajarte" con el ultimo nivel del puzle Rush Hour... el
nivel avanzado.

—Muchas gracias por la actividad de relajacién, pues los ejemplos me
han obligado a repasar bastante el dlgebra de los cursos anteriores. Lo
gue no estoy seguro es que me sirva de relajaciéon porque ese puzle es
un rompecabezas que hace honor a su nombre.
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Escena 2.25. Puzle Rush Hour - Nivel avanzado

2.13.2 Fracciones parciales con Maxima y Geogebra

—Estuve usando los programas de céalculo simbdlico para abordar la
descomposicién en fracciones parciales y no lo logré... asi pues tengo
que repetirle la pregunta que ya le hice: ;cédmo lo hago con Maxima 'y
GeoGebra?

—Vuelvo a comprobar que te falta mas curiosidad, yo también te
reitero que cada uno de estos programas cuentan con una ayuda y
que, si la consultas, podrias obtener la respuesta.

—Perdone profe, pero en este caso se equivoca, si que hice la
consulta, pero tuve problemas con los resultados.
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—Si es asi, jhemos avanzado bastante, Paco! Creo saber cuales
pudieron ser tu problemas. Vamos a plantearnos la descomposicion
de la fraccién

9 — 8
x3 — 1322 + 50 — 5

—:;No podia ser un ejemplo mas sencillo?
—Pero j;Qué mas te da?! si lo va a hacer el ordenador...

Veamos como descomponer esa fraccion usando Maxima, para ello,
primero definimos la funcion, asi:

f(x):=(9*x-8)/(x*3-13*x"2+50*x-56);
—Un momento profe, ;por qué uso :=?

—iSabia que ahi era donde podias haber tenido dificultades! Tanto en
Maxima como Geogebra, para definir una funcién es necesario
utilizar el operador ":=",

—Ahora entiendo porque no obtenia resultados, en mi consulta
encontré que la expresion partfrac(f(x),x);, me servia para la
descomposicién en fracciones parciales.

Luego, opté por escribir partfrac((9*x-8)/(x*3-13*x*2+50*x-56),x); y
asi silo logré.

—Muy bien Paco, fuiste resolutivo y conseguiste tu objetivo. Fijate
cémo, si se define bien la funciéon, también lo conseguimos. Escribe tu
expresion en "Maxima on line" y luego presionas el botén clic:
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Servicio proporcionado por /} CESCA

Maxima on line

Help: Esparicl, English Galego

AVISOLEGAL

Yamw

Escena 2.26. Interface de Maxima en linea, proporcionado por CESGA!?

12 Centrode Supercomputacion de Galicia
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Y de manera analoga en Geogebra. Observa la siguiente animacién
(haz clic sobre la imagen), en la que se describe tu error inicial y su
correccion:

@ GeoGsbre Heja Dinamica - Google Chrome

(D Archivo | EyProyecto2022/Libros/Integrando_con_Paco(v3)/GeoGebraS.0/editor_geogebra.htm
— 15 7 i + —1
B = v 5 )y x=x= § [ B
O9x—8
F ) =
X = S 133 1 50x 56
1
f(x) = otk
T xd —13x? +50x — 56
2 fra
fra
FraccionContinua( <Ndmero> )

FraccionContinua{ <Nimero=, <Nivel= )
FracciénContinua( =<Ndmero=, <Nivel=, <Abreviado o no (true/false)=
FraccionesParciales( <Funcion= )

FraccionesParciales aEun:w}ns =Mariable= )

—Yano se me olvidara lo de ese operador "dos puntos igual”.

—Pues superado ese desliz, continuemos con...

2.13.3 Integracion de fracciones parciales

Nuestro objetivo Paco, para que no nos perdamos, era integrar
cualquier funcion racional y hemos dedicado un tiempo a
descomponerlas en sumas de otras mas simples. Conseguido esto,
aplicando la linealidad de la integral, lo que hacemos es pasar a
resolver las integrales de esas fracciones parciales.

—iEstos matematicos, siempre igual de aburridos! jsiempre la misma
técnica!
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—Si es efectiva ¢por qué no aplicarla? Recuerda que es una forma
eficaz de comerse a cualquier elefante... Y, ademas, no es la Unica
técnica... pero aqui, con ella, nos basta aprender a integrar las
siguientes funciones:

Aa Mgﬂ?—i—Ng
(x — 7)™ Y (2 + az + b)P

Paco, en la expresidon anterior, cuando o = 1, es decir, cuando

tenemos una fraccion parcial correspondiente a una raiz real simple,
cuales serian las primitivas de

Ay
dx
r—r
—Trivial, obvio, evidente, simple, sencillo... es una integral inmediata,
cuyas primitivas son: A;ln|z — r| 4+ C.

—iEstupendo Paco! Tanto por tu acertada respuesta como por tu
dominio de la terminologia usual matematica, jqué bonita es la
palabra obvio! ;verdad? jy qué utill... Y, ahora, obviamente contintio
preguntando, cudles serian las primitivas de

A,
/—dw cona >1

(x —r)

gue se corresponde con fracciones parciales procedentes de raices
reales multiples (también habria una fraccién en la que o valdria 1).

—Como decia Sherlock Holmes, elemental mi querido profe, si o
fuera 1 estariamos en el caso anterior, el logaritmo, pero dado que
a > 1 le respondo cuasi-inmediatamente, pues es cuasi-inmediato

observar que son integrales cuasi-inmediatas.
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Aq
(1—-a)(z—r)>l
pero no se preocupe que le detallo mis calculos para que no tenga que
forzar su intelecto:

_ —a+1
/—Aa da:zAa/(w—r)o‘dwz(x ) +C
(x —7r) —a+1
Aa

- (1—a)(x—r)e! +0

Son integrales de potencias cuyas primitivas son

—Iba a felicitarte, pero cuasi, jno!, realmente se me ha olvidado dado
gue mi intelecto estd ocioso...

—iDéjelo ocioso! que hoy estoy inspirado y me sé la siguiente
M, + N
x2+ar+b
nuevo a modo "on" ya que esa integral seria cuasi-inmediata (un

logaritmo) sélo cuando el numerador fuese 2x + a...

dx... pero mejor pase de

pregunta. Ahora toca calcular:

—Modo "on". Afortunadamente compruebo, de ‘\

nuevo, que te vas acostumbrando a acudir a la ayuda,
en este caso incluso te has superado al pulsar dos
botones: el de encendido y el de ayuda. Todo un
record. Aungue, en este caso, me ubicaomedala
impresion de asemejarme a un asistente

matematico robdtico. q\

—iNo, profe! Su voz cambia de tono y pone énfasis en*
lo que me dice, sobre todo paraindicarme que

necesito un carinoso golpe intelectual que me
despierte. El profe de Algebra es el que entra en clase

y en lugar de decir jBuenos dias!, dice jTeorema! e
inicia un mondlogo con el pizarrdn, con una cadencia
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gue si se asemeja a las robdticas; hasta que, a la vez que inicia su
marcha, dice jcomo queria demostrar!, en lugar de jhasta la préxima
clase, adiés queridisimos alumnos y alumnas!

—iMenos bulos y menos imaginacién! jPaquito!

—i¢Ve como ha puesto énfasis al nombrarme?!... Por favor, ;puede
ayudarme con la integral de esa fraccion parcial, correspondiente a
raices complejas simples?

—Si! mejor correr un tupido velo sobre lo subjetivo y continuar por el
camino de lo objetivo. Y necesitamos acudir, precisamente, al Algebra
para abordar el estudio de esas integrales.

Todo polinomio z2 + az + b con raices complejas, es decir, en el que

a’? — 4b < 0, puede reescribirse como (z — p)? + ¢?, pues basta

tomarp = Sfyq = @.

Por ejemplo: z? + 16z + 73 = (z + 8)? + 3%
—iVaya triquinuela! jLa suya si que es una gran imaginacion!

—De acuerdo, es una triquinuela cuyo objetivo es poner el factor
cuadratico como suma de cuadrados, lo cual estd garantizado que
puede hacerse siempre que las raices son complejas, y es una técnica
que se conoce como "completar cuadrados". De esta forma pasamos a
un nuevo tipo de integral:

Mz + N d / Mz + N

") @-prte

= d
w2+ax+bw v

gue se dice que es una integral del tipo "logaritmo-arco tangente”,
porque su primitiva serd precisamente un logaritmo y un arco
tangente. Los matematicos son asi de evidentes, ja las mesas le [laman
mesas y alas sillas le llaman sillas!

125



—Sobre la evidencia de los matematicos y de las matematicas creo
gue podriamos hablar mas detenidamente, pero prefiero ocultar mi
opinién bajo un velo doblemente tupido...

—iDe acuerdo! yo, ahora, también prefiero mostrarte que la integral
anterior se puede resolver de manera mecanica, siguiendo el
procedimiento siguiente:

Mz + N d _/ Mx + N
(z

—_—dxr =
z2+ax+b —p)? + ¢?
Mx + N + Mp — Mp
= dx
(z —p)? + ¢
M(x —p) N + Mp
= | o Tt e ™
P>’ +¢ (z—p)?+4q
2(m—p) / 1
= — dm—l— N + M; ———dr
/ —p)? ( P) (z—p)+¢
1
=—ln xr — + + (N + M, /—d:c
5 (z — p)? ql ( p) @t

y ya hemos obtenido el logaritmo...
—iSi, profe! jPura evidencia matematica!

—iSi, Paco! Evidencia significa certeza de la que no
se puede dudar o prueba determinante, y eso es lo
gue he hecho o ;es que tienes alguna duda?...

Pues contintio con la integral
gue nos queda:
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2
q ($;P)> +1
N + M —
_ Nt parctg(w p)—I—C’
q q
Por tanto:
Mx + N M 9 9, N+ Mp —-p
de = —In |(x — + + ——=arctg(——) + C
/(:c—p)“rq2 g inl@=p) 4 q 4 q )

iEl logaritmo y el arcotangente!

—Y ahora a aprenderme esto... ;como se introduce esto en la media
neurona que me queda libre?

—Paco, jno te hagas el bruto! El método es sencillo, primero preparas
para obtener el logaritmo que tu vaticinaste y luego ajustas el
arcotangente.

—Bueno, ya veré, porque nos quedan las fracciones
parciales correspondientes a factores cuadraticos
elevados a una potencia. Las raices complejas multiples.
:Preparo dos pizarrones para que le quepa en ellos?
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—Puedes preparar esos pizarrones, pero para resolver tu,
manualmente, todos los ejercicios necesarios hasta que domines
estos métodos. Y después te hablaré del ultimo caso que nos haria
falta. Asi pues ja practicar!

—De acuerdo, diligentemente me pongo a ello... ;puedo acudir a los
asistentes matematicos?

—Hasta que sepas hacerlo manualmente, no. Las escenas que te

incluyo para practicar te daran la solucidén paso a paso. Después si
podras usarlos y practicar con ellos.

2.13.4 Ejercicios integracion de funciones racionales

Haz clic en la siguiente imagen, para realizar los ejercicios:

&
Integracion de funciones racionales &

Descomposicion en fracciones simples

f PX) gy
Ml Raices simples q(x)
Si grado de p(x) > grado de q(x)
2. [PaEle=snldiialss  Primero se divide p(x) entre q(x)
pi . 1(x) i
—Zdx = c(x) +—=)dx =
<JRaices imaginarias f q(x) f . q(X))

L r(x)
= fc(x)dx +fwdx

T
(N
Q)
(»
fl\
gn
{

(¢
{
(D
(D
(@
(2
(®
()

Escena 2.27. Escena de Miguel Angel Cabezén Ochoa con licencia CC by-nc-sa
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—Se hace pesadito tanto ejercicio, mas sin musiquita o puzle
relajante, pero tiene razon con su dicho: "la practica hace al maestro".

—:;Seguro que alcanzaste la maestria? Veamos si es cierto,

idemuestramelo! con esta otra escena donde para avanzar tendras
gue responder adecuadamente.

Calcular la siguiente integral: f 9%X-5 4

Ejercicio

X2 -3x-4

] gx-5 q Ahora podemas escribir :
Para calcular ] 5 a. 5 OX Rx) . _ ., A B _

X5 3x-4 JQuo W=l (a1 +>g Jdx=
Factoricemos el denominador Q(x) _ L AX-4)+B(x+1) g
ke px-a >

Q(x)= |(x-H(x+1) jExcelente!

Encuentra los valores de Ay B
A=
B =

Usa el simbolo "/" para fracciones
(no dejes espacios, ni uses decimales)

Escribe |& expresian sin espacios

Practicar factorizacion 1

Practicar factorizacion 2

Practicar factorizacion 3

Escena 2.28. Escena de Miguel Angel cabezén Ochoa y Juan Guillermo Rivera Berrio
CCby-nc-sa

—iHola Paco! ;Como te fue con los ejercicios anteriores?

—Bien profe. Pero, practiqué también en Maxima y tuve dificultades.

Le describo qué me ocurrid. Tomé la siguiente integral de la escena
anterior:
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Calcular la siguiente integral: [ —<— 13x92"+' go e dx

Calculé las fracciones parciales con Maxima:

W owxMaxima 21.03.2 (Windows 10 (compilacidn 15063), edicidn de &4 bits) [ no guardado™ ]
Archive Editar Vista Celda ‘Maxima’ Ecuaciones (O} Matriz  Andlisis  Simplificar  Listade Tramade

.“ ;

m= ]

xS G = | 5|2

f(x):=(9-x—-8)/(x*3—-13-xA2+50-x—-56);
partfrac(f(x),x);

f(x)=— 9;—3
x —-13x +50x-56
1 14 11

- +
X=2  3(x-4) 3(x-T)

Pero cuando introducia en la escena las
constantes correspondientes a las fracciones,
esdecir, A = 1, B = —14/3y, finalmente,

C = 11/3, no obtengo respuesta en la escena
interactiva, no me deja continuar.

—Efectivamente Paco, la escena no te deja
continuar si introduces mal los datos.
Observa, como los ingreso yo y compara.
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e . 9x-8
Calcular la siguiente integral: f — 2’: == dx m

9x-8 " Ahora podemos decir que:
Para calcular f G 5 B - R(x) A B C
ce = B 1 Eis 5 | Q(x)dx=j(x-2+x-7+x-l+ )dx =

Factoricemos el denominador Q(x)

CrAMX-T) (x-4)+B(x-2) (x-4)+C(x-2) (x-7) d
=] (x-2)(x-7) (x-4)

Q(x) = |(x-2)(x-4)(x-7) ijExcelente! jMuy bien!
Con A=1,B=1/3 yC=-14/3
Escribe la expresién sin espacios La solucién de la integral es una

tarea sencilla

La integral a resoluer es:

gl )] B L
fx—z 3(x-7) 3(x-4) "

14
3

lnlx-2|+%ln|3(x-7)|- In|3(x-4)]+C
—iAh...ya! Ingresé mal los valores de By C. Los intercambié.

—Es un problema que suele acontecer Paco porque... jNo leemos las
indicaciones! La escena te pedia el valor de B correspondiente al
denominador (z — 7) y tu introdujiste el de (x — 4), porque seguiste

el orden de las fracciones dadas por WxMaxima.

—Tiene razén profe, no leemos. Pero, tengo mas problemas.
—;Cudles?, Paco.

—He calculado laintegral en WxMaxima y observe el resultado:

integrate(f(x),x);
141og(x—-4) 11log(x-7)
3 ' 3

log(x-2)-
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—Muy bien Paco, ;cudl es el problema?

—Que no es el mismo resultado de la escena interactiva:

P R S
fx_z 3(x-7) © 3(x-84) X7

In| x-2]| + %ln|3(x—7)| - %ln|3(x-4)|+c

—Te refieres a que Maxima usa log en lugar de [n?

—No, eso ya lo tengo claro, me refiero primero a que en Maxima
aparece log(xz — 2) y en la escena In|x — 2|, que Maxima no pone el

valor absoluto.

—Totalmente de acuerdo contigo en la falta de rigurosidad de este
asistente al obviar el valor absoluto, su respuesta no es la mas
apropiada. Buena critica a este programa.

—Ademas en la escena pone In|3(z — 4)| y lo mismo ocurre con
In|3(x —17)
log(x — 7).

, mientras que en Maxima pone sélo log(x — 4) y

—Ah!, entiendo. En realidad, no hay error, observa que
In|3(z — 7)| = In|3| + In|z — 7| ;verdad?

—Obvio, es una propiedad de los logaritmos.
—;Qué es, entonces, In|3|?

—iClaro! es una constante, que sumada con C, vuelve a dar una
constante. Tiene razén profe, no hay error.
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—Asi es Paco. Te recomiendo hacer un mejor analisis de tus
resultados, puedes caer en la excusa tipica de algunos, cuando los
resultados no son los esperados..."El mal trabajador le hecha la culpa
alas herramientas"

—Huy profe, no era éste el caso que senala. Yo sélo estaba
verificando si estaba usando mal la herramienta.

—Te creo Paco. Poco a poco me vas convenciendo de tu buen
empeno. Observa La respuesta que aporta GeoGebra:

1‘:}' GeolGebra

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

=]l = | v 5%y x=x= ' A& &

Y o1 it
f(X):=(9x-8)/(x"3-13x"2+50x-56)

O9x—8
x3—13x24+ 50 x— 56

® - f(x):=

FraccionesParciales[f(x), X]

Integral[f(x), x]

14 11
— In(|x—2|)—? In(|x—4|)+? In(|x—7|)+c1

—iMire profe! aqui, si se especifica el valor absoluto en el argumento
del logaritmo. Cada vez me encarreto mas con este calculo integral.

—Pues pasemos al ultimo caso que nos queda para cubrir todos los
casos de fracciones parciales.
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2.13.5 Método de Hermite-Ostrogradsky

Este método es aplicable cuando hay raices multiples, sean reales o
complejas, y la técnica es reducir una integral con fracciones de este
tipo a otra en la que las fracciones corresponden a raices simples.

—iMe suena! jEsta técnica me suenal!

—Efectivamente Paco, de nuevo la técnica de reducir un problema a
otro que ya se sabe resolver. jLa que tanto te gusta, la que te seguira
gustando y la que te gustara! o sea, técnica con regusto que espero te
sea placentero.

El método puede expresarse de la siguiente forma:
P(z)
Q(z)

denominador @Q(x) tiene factores correspondientes a raices

multiples, entonces:
P), _T(z) [N,
[a@-s@+ /] oo

donde S(z) = m.c.d.(Q(z),Q'(z)), C(z) = Q(x)/S(z), T'(x) es
un polinomio a determinar con grado(T(z)) < grado(S(x)) y

N (z) es otro polinomio a determinar con
grado(N(z)) < grado(C(z)).

Si

es una fraccién racional propia en la que el polinomio

N(z)
C(z)

polinomio denominador sélo tiene raices simples.

Con esta eleccion

es una integral racional en la que el
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—Profe, no me lo pone facil.

—De acuerdo, me gusta teorizar, pero desciendo a lo concreto y
veras como con un ejemplo te queda todo explicito y diafano.
Calculemos

/ L dz
z(x? + 2z + 2)?

Q(z) = z(x +2 +2z + 2)?
Q'(z) = (z2 + 2z + 2)(bx? + 2z + 2)
S(z )—:132—|—2:13—|—2
C(z) = z(z* + 2z + 2)

Fijate que el polinomio C(x) sélo tiene raices simples. Aplicando la
descomposiciéon indicada obtenemos:

1 Az + B Mz + N
dr = —d + | ———dz
z(x? + 2z + 2)? az2+2az+2 z? + 2z + 2

La integral que quedaria en el miembro de la derecha la he expresado
directamente como en integrales de las fracciones parciales
correspondientes al polinomio C'(x). Derivamos en ambos miembros

de laigualdad:

1 _—Aaz2—2Bm+2A—2B+C’+ Mz + N
z(x? + 2z +2)2 (22 + 2z + 2)? z (22+2z+2)

Sumando las fracciones del miembro de la derecha, como hemos
hecho en otras ocasiones e identificando ambos miembros
determinamosque A = -}, B=0,C = ;, M = JLyN =
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Asi, laintegral original queda expresada como:

1 . 1 L0, 1 z+3
(@2 +t2c+2)2 " 4z2+2c+2)  4) 4T 1) v+ 2™

Basta ya aplicar los métodos vistos anteriormente para fracciones
parciales con raices simples... jlo cual te dejo como ejercicio!

—Efectivamente como dificil no lo es, pero hay mucho calculote que
realizar...

—No voy a negartelo, pero los cdlculos es algo consustancial a la
resolucién de problemas y desde siempre muchos matematicos han
tenido que ganarse las habichuelas como calculistas. No hace mucho,
una pelicula reflejé la importancia de esta labor oculta y también
mostraba lo ocultas que han estado las mujeres en su labor cientifica.
La pelicula se tituldé en inglés "Hidden figures", en Hispanoamérica
como "Talentos ocultos" y en Espana "Figuras ocultas". jTe invito a
verla!...

—iGracias profe! ;Me lleva de excursién al cine?

—Paco, te lo digo de forma figurada. Actualmente no esta en
cartelera, pero podras alquilarla en alguna plataforma digital. Como
te comentaba el oficio de calculista era imprescindible, pero hoy en
dia este oficio ha desaparecido ya que tenemos...

—ilLos ordenadores! y en particular jLos asistentes matematicos!
qgue es como usted llama a las aplicaciones de calculo simbdlico.

—No sélo son asistentes matematicos los programas de calculo
simbdlico, también cualquier calculadora de calculo numérico es un
asistente, pues ayuda a realizar calculos matematicos. jTu, también,
eres mi asistente!
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—iAh! ;Si? entonces, ;dénde estan mis habichuelas?

—ilLas habichuelas con las que yo te voy "pagando" son alimento para
tus neuronas y no para tu barriga!, pero como te veo reivindicativo
prefiero acudir a Maxima para que me indique cual es la expresion de
la integral que hemos abordado con este método. ;Voila!:

Maxima on line

F(X) 1=/ (X* (X 2+42%x+2)*2) ;
integrate(f(x),x);

(%1i1) £(x) :=1/ (x* (x*2+2*x+2) *2) ;

(%0l) f(z):=1/(z* (z®> + 2%z + 2)?);

(%i2) integrate (f(x) ,x) ;

(%002) log(z2+2 z+2) Eu'ctan( 2 ?2)

log z T
8 2 +

4 47248248

—Qué listo es este programita. Aparece la fraccion que indica el
método de Hermite-Ostrogradsky, el logaritmo de x correspondiente

a la raiz real simple = 0, pero sin el jvalor absoluto!, y luego el

logaritmo y arco tangente asociado a las raices complejas simples y
de nuevo el logaritmo jsin el valor absoluto!
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—iMuy listo tu también, Paco! veo que dominas la integracion de
funciones racionales, jme alegro! Pero un matiz, en este caso

log|z? + 2z + 2| = log(z® + 2z + 2), no hace falta explicitar el valor
absoluto porque % + 2z + 2 > 0.Y un matiz adicional jtu si eres listo,
tienes inteligencia, capacidad para decidir!, pero una maquina, un
programa no puede ser listo, no tiene capacidad de decidir, lo Unico que
hace es seguir una secuencia de instrucciones que una persona ha
programado, no decide sino que las bifurcaciones que toma son las
establecidas por su "creador", el programador que lo escribid. Si éste se
equivocd el programa nunca corregira ese error. Por ejemplo, en
Maxima el programador obvié poner el valor absoluto y Maxima lo
omite siempre. Un programa la Unica ventaja que tiene frente a un
humano es la rapidez con la que hace los calculos y jnada mas!

—iNada mas y nada menos!

—iNada mas! Es un "tonto util" muy rapido, pero incapaz de salir de su
estulticia.

—Pero hay programas inteligentes.

—Bueno sobre esa inteligencia, fijate que calificada siempre como
artificial, hay mucho que hablar ;el programa es inteligente o parece
inteligente? Se avanza bastante y se va acercando progresivamente a lo
predicho por los visionarios de la ciencia ficcién, pero espero que esos
nuevos "seres inteligentes" incorporen las tres leyes de la robdtica
enunciadas por Isaac Asimov. En este contexto de la ciencia ficcién,
ademas de la amplia literatura existente, hay bastantes peliculas que
tratan el tema. Te recomiendo Matrix, Yo robot y ElI hombre
bicentenario.

—iMagnifico! Menos mal que después de esta larga sesion de
integrales de funciones racionales, en las que usted me "ha comido la
oreja",ahora me manda jal cine!
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Necesitaba ya un descansito aunque, conociéndole, supongo y
vaticino que esas peliculas me llevaran a "comerme el tarro".

—Posiblemente, Paco, quizas ocurra eso... pero yo seguiré aqui para
"comerte la oreja" con otros métodos. Te dejo un trailer de "talentos
ocultos", empieza viendo esta pelicula por situarse mas directamente
en nuestro contexto actual de aprendizaje. Y entre pelicula y pelicula
un par de integrales para resolver... jcome orejas!

Ver mas ta... Compartir

ﬂ Figuras ocultas - Trailer espafiol (HD) ©

&

Ver en [ Youlube

/:U5—:1:4+4m3—4:c2+8:1:—4d / 2¢ +1 d
T T
(x2 + 2)2 ") (z—1)(x2? + z + 2)2

—Es resolverlas con Maxima o con GeoGebra, ;verdad? —;Bocazas!
iMenos mal que son cuatro peliculas y sélo dos integrales, y no al revés!, se
grito Paco—.

—Con Maxima o GeoGebra comprobaré yo tus resultados, tu hazlo
sobre ese nuevo soporte que llaman papel...
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2.14 Integrales de potencias de funciones
trigonométricas

—Hola Paco, espero que te gustaran las peliculas y las integrales que te
propuse.

—iPor supuesto, profe! Sobre todo disfruté con esas integrales por lo
rapidas que son de resolver con lapiz y papel. Ademas le evité su tarea
de correccién y comprobé mis cdlculos con Maxima. jTodo perfecto!
iQué buen alumno de tan buen maestro! Pero tan animadito estaba que
me puse a integrar otras funciones y evidentemente me encontré con
problemas, vi funciones trigonométricas con exponentes y no supe
cémo abordarlas.

—Bueno, eso es posible que se deba a esa fobia que les tienes.

—No... ya le dije que les estoy cogiendo carino, pero me perdi ;podria
ayudarme?

—Esta bien Paco. Recuerda que las técnicas que estamos trabajando son
para facilitar nuestro trabajo, eso no significa que no puedas recurrir a
una calculadora de integrales o a una tabla; y que hemos visto solamente
algunos métodos y algunos tipos de funciones. Nos queda mucho mas
gue aprender, pero no sera como tu dices "hasta el infinito y mas alla",
serd finito —de base, en el contexto espacio-temporal en el que
habitamos somos seres finitos— y ademas ten muy presente el Teorema
de Liouville que nos decia que mucho que sepamos, hay integrales que
no podremos hallar.

—Lo tendré presente profe. Soy consciente de lo que me comenta.

—Perfecto. Existen multiples combinaciones de funciones
trigonométricas y sélo vamos a analizar algunos casos mas comunes. En
ellos, la técnica de integracién se basa en un buen uso de las identidades
trigonométricas y, especialmente, saber cual usar en cada caso.
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El dominio de la Trigonometria permite utilizar expresiones
equivalentes que son mas faciles de integrar.

—iOh, no! Ese carino empieza a esfumarse.

—Vamos, no te desanimes antes de analizar las técnicas que te voy a
presentar.

2.14.1 Potencias de senos y cosenos

Integrales tipo con [ sen”z dz o [ cos"z dx connimpar.

Observa en la siguiente escena que la técnica se basa en la identidad
fundamental.

&7

Halla fsengx dx ,

. 2
Separa un factor sen x asi: f sen’x - sen x dx

2 2 .
Como sen“x=1-cos"x reemplaza en la integral

= (1—(:052){) sen x dx Sustituye u=cos x Asi: d—u:-senx
dx

=- [ @) du= [ (-1+u)du

cos’x

+C

1 3
=-U+§U +C = -CO5 X+

Siguiente |
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—iFue facil, gracias al Teorema fundamental de la Trigonometria! y

para valores de n impares mayores a 1, que es lo que se veia en los
. . , n—1 ,
ejemplos anteriores aparecera (1 — u2) 2 que habra que desarrollar

por el binomio de Newton.

—iMagnifico Paco! jSi, eres uuuuuno de mis mejores alumnos!

Pues para f cos" dx con nimpar, es totalmente analogo. Obsérvalo:

&7

Halla f(sengx-cosgx)l:lx ;

Separa un factor cos x asi:
f sen’x-cos’x - cos/x dx

2 2 .
Comao cos x=1-sen"x reemplaza en la integral

. . d
f sengx{l—senzx)cos X dx — Sustituye u=sen x Asi: izcos X

fug(l-uz)du E: fug-ulldu

1o, 12
1 1 sen ¥ sen |x
_ 10 13, | | i el

=t —
10 12 10 12

Escena 2.29. Integrales de potencias de coseno

—Pero ;qué ocurre sin es par?
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—En estos casos la técnica es recurrir a las identidades que

relacionan el cuadrado del seno o el coseno con el coseno del angulo

doble: sen?z = 1299522 o cos?y = Licosle,

Por ejemplo, observa:

1
/senzwdm =3 /(1 — cos2x)dx
1 1

= 3 (1 — 536712:13) +C

—iVaya!, es como usted dice, la clave estd en saber cual es la
identidad a utilizar.

—ijAsi es Paco! Analicemos ahora integrales de la forma

/ sen™x cos"x dx conn om impar,o ambos impares.

En la escena de la siguiente pagina, observaras tres ejercicios de este
tipo en los que la técnica es similar a los casos analizados con
anterioridad, es decir, de la potencia impar se separa un factor y se
realiza una sustitucion. Lo interesante de estos ejercicios es la
utilizacion de la técnica de sustitucién de variables.

—Lo dicho, esta combinaciéon de funciones trigonométricas y
técnicas de integracion, hace que les tome cada vez mas carino.

—:Por qué serd que noto ciertaironia en tus palabras?

—No es ironia profe, se trata de una broma. Es lo que méas he
aprendido en este curso... jel buen humor!

—Espero que no sea lo Unico. Observa la escena interactiva en la
siguiente pagina:
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Halla f(sengx-cossx)l:lx ;
Separa un factor cos x asi:
f sen’x-cos’x - cos x dx
Coma cos x=1-sen’x reemplaza en la integral
. . du
= fsengx{l—senzx)cos X dx — Sustituye u=sen x ASi: d—zcos X
X

= fug(l-uz}du = fug-ulldu

1 1 sen'™  sen'ix
10| 12,0 _ ) N

l1g | [1p 10 12

CSiquerte SSolucion

Escena 2.30. Integrales de potencias seno coseno

—iPerfecto! Efectivamente es lo mismo que en casos anteriores.
Pero quedaria otro caso que es f sen™x cos"x dx conmyn pares.

—Veo que estas atento. En este caso basta aplicar el Teorema
fundamental de la trigonometria y sustituir bien sen?z o bien cos?®z y

obtenemos respectivamente integrales del tipo cos”x con p par o del
tipo senfx con g par.

De nuevo, teodrica y practicamente todo es reducirlo a un caso

anterior ya conocido. Pero esto no te evita llegar a tener que aplicar
muchas veces diferentes técnicas y ello se hace pesado, cansa...
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—Estoy de acuerdo, la estrategia es siempre la misma, pero se hace
pesaaaaaado llevarlo a término... Pues, entonces, ja mi asistentes
matematicos!

—Bueno Paco, si ,puedes acudir a ellos, pero vamos a continuar en la
siguiente clase con otras combinaciones de funciones
trigonométricas.

—Estoy de acuerdo profe, quiero practicar con los trucos aprendidos.

—Técnicas de integracion Paco... jtécnicas! o jmétodos!

2.14.2 Potencias de otras funciones trigonométricas

—Hola Paco, ¢;como te fue con tu practica de los "trucos" para
integrar funciones trigonométricas?

—Técnicas profe... técnicas. Me he vuelto un experto y vengo ansioso
por conocer sobre otras combinaciones posibles.

—Me alegra Paco que le estés perdiendo el miedo a todo, pero se
siempre precavido, sensato y cuidadoso. Vamos a abordar integrales
del tipo tan™x sec™x dx con n par. Ahora, analiza lo que ocurre con

los siguientes ejercicios. Ten en cuenta que una forma de expresar la

derivada de tan z es sec?zx.

P4 ™,
.

L oy
0
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Halla | (tan®x - sec*x)dx ,

2 - 6 2 2
Separa un factor sec™x asi: f tan x-sec™x-sec’x dx

Como sec’x=1+an’x reemplaza en la integral

[ tan°x(1+tan*)sec’x dx | Sustituye u=tanx Asi: g—::seczx

fus(l—uz)du = f(uG—ue)du

171 9 tan’x  tan’x
—Zu-—u+CT +

9 1 9

Escena 2.31. Integrales de potencias de funciones trigonométricas.

—Profe, es mas de lo mismo.

—Interpreto que es reiterar la aplicacion de identidades
trigonométricas y el método de sustitucidon. Pues, jperfecto! has
aprendido suficientemente la estrategia. Me alegro de ello.
Continuemos con otro tipo de integrales...jtrigonométricas!

—:;Me toma el pelo?

—No, Paco. Es para que aumentes tu carino por ellas.
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2.14.3 Productos de senos y de cosenos

—Cuando aparecen productos de senos y cosenos que tienen
diferentes argumentos podemos aplicar otras identidades
trigonométricas.

vl
= Integrales de la forma /sen mx cos nx dr, se resuelven

aplicando laidentidad trigonométrica:
sen(a + b) + sen(a — b) = 2sen a cos b.

iﬂ
== [ntegrales de la forma cos mx cos nx dxr, se resuelven

aplicando la identidad trigonométrica:
cos(a + b) + sen(a — b) = 2cos a cos b.

iZ
222 Integrales de la forma sen mx sen nx dx, se resuelven

aplicando laidentidad trigonométrica:
cos(a + b) — cos(a — b) = —2sen a sen b.

Haz clic en el botén "Otro ejemplo”, para ver.

fsenGOx - COSB5x dx= f —; (sen(60x+65x)+sen(60x-65x))dx =
1 1 1 1

— <+ = = (=—— -— = =

2 f (senl25x+sen(-5x)) dx 2( 195 c0s125x = cos(-5x))

1 c08125x+—=cos5x +C
250 10

Diro cjemplo

—iPara cuanto sirve la trigonometria!
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—Pues ahora te toca aplicarla en estos ejercicios. Resuélvelo en tu
cuaderno vy luego haz clic en "Solucién”, para que la compares con tu
resultado.

Calcular: f sen70x - cos52x dx Dtro ejercicic

fsen?Ox c0s52x dx:% f (senl22x+senl8x) dx

:i(-LcoleZx-icosle):icosHZx-icole}x +C
2" 122 18 244 36

—Es mondétona su aplicacion, algo muy mecanico y un poquito
aburrido.

—Mas vale que sea asi. Dado que has llegado a ese estatus voy a
retarte en un tipo de integrales trigonométricas que, mediante un
cambio de variable, vamos a convertirlas en integrales de funciones
racionales. Consecuentemente de nuevo, por enésima vez aplicamos la
estrategia de reducir un problema a otro conocido.

—Dispuesto a hollar nuevos caminos. jSiempre siguiendo su sombra,
maestro!

—Dejo que me sigas, pero te advierto que el reto de un maestro es que
sus alumnos le superen, que estos pasen a ser los que le aporten una
sombra en la que descansar y regocijarse en su éxito.

—Muchas gracias por esperar tanto de mi, pero, mientras tanto jqué le
parece si le presto mi sombrilla de playa?

—Paco, tienes suerte que, de repente, se me hayan taponado los oidos.
No sé por qué, pero me ha venido a la mente el refran que en version
rimbombante dice:
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"A palabras malsonantes, acompanadas de sonidos onomatopéyicos la
trompa de Eustaquio permanece en perfecto estado de reposo.”

—ijAaaaah! El Eustaquio que cita es un maestro que ha logrado que su
alumnado le de sombra, ;verdad? Lo digo porque como ya esta trompa
y €N reposo...

—Beodo, no sé, pero mareado te vas a quedar tu con el siguiente
método.

2.15 Funciones racionales en seno y coseno

—Como vimos Paco, una funcién racional es un cociente de
polinomios. Por ejemplo:

P(u,v) w’—3v*+1
Qu,v)  1—ww

R(u,v) =

Y una funcién racional en seno y coseno seria el resultado de sustituir
en la funciéon racional anterior la primera variable, por ejemplo, por sen
xy lasegunda por cos x.

P(cos z,sen z) sen3z — 3cos’z + 1

R = =
(sen Z, CoS w) Q(se'n T, CoS m) 1 — sen xcos x

En este apartado vamos a analizar como integrar funciones de este
tipo.

/R(sen z,cos z)dx

Y fijate que aunque decimos en seno y coseno, podrian aparecer
también tangentes, cotangentes, secantes y cosecantes, ya que estas
cuatro funciones pueden expresarse como una expresiéon racional en
Senoy coseno.
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—Fijarme, me fijo, pero su vaticinio era certero y me empiezo a sentir
como aprendiz de grumete sobre un cascarén de nuez en la mar
océana. ;No tiene una biodramina para la cinetosis?

—Lo que voy a proporcionarte es alguin salvavidas para que te ayude a
ascender, al menos, a grumete ;lo quieres con la cabecita y el
cuellecito de cisne?

—No profe, aunque ese cuello de cisne se asemeje al signo de integral,
mejor me da uno con forma de cocodrilo, para que al mirarlo me
recuerde lo bocazas que soy a veces, ;verdad? Pero sélo a veces ;no?

—:S06lo a veces? Bueno, si. jCorramos un nuevo tupido velo!
Centrémonos y como diria el dermatdlogo... jal grano!

2.15.1 Cambio genérico

—Si consideramos el cambio tggzt, se demuestra que

sen x,cos Ty dr pueden expresarse como expresiones racionales en
t

1 2t 1 —¢2
dt sen T = cos T =

de = ——
TT1xe 1+ ¢2 1+ ¢

y por tanto la integral racional en seno y coseno queda transformada
en una racional en esa variable t, a la que se le puede aplicar el método

de integracién por descomposicion en fracciones simples o el de
Hermite-Ostrogradski.

—iCasi nada, en ocho lineas!

—Viendo un ejemplo comprobaras que se queda en un cambio
sencillo y muy operativo. resolvamos la siguiente integral:
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SEN T — COS T
dx

1+ cos«x

Es una expresion racional en seno y coseno, luego aplicando el
cambio anterior tenemos:

SeENn r — cos 2 Lt 2
2 2
/ /1t 1—12t 2dt
1+ cos x 1+1§2 1+t

2 —2t—1
= [ ——— "t
/ 1+ ¢2

Y ahora basta resolver esta integral racional y deshacer el cambio de
variable:

2?2t —1 2 — 2
- Tdt= (1 )dt
/ 1+¢2 / +1—|—t2

=t+In(l+t*) —2arctgt + C

)—x+0

tge +In(1+tg?2
= — n —
99 973
—EIl cambio de variable resulté sencillo y efectivo, pero me parece

gue la resolucién de la integral racional en t le salié demasiado facil,
;no?

—Tienes razon, es un ejemplo que preparé para que no fuera dificil y
asi tu animo no decayera. No obstante, sabes resolver todas las
integrales racionales aunque puedan conducir a expresiones
extensas. Para ti es algo jsuperado!

—Me alegra que diga que lo jhe superado! ;Firmo ya el acta con mi
calificaciéon de sobresaliente?
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—Todo llegara a su tiempo, cuando comiences a hacerme sombra.

Mientras tanto mira estos ejemplos:

g [ b
. sen x —_—

Aplicamos el cambio de variable recomendado

2t
=dt, senx = =
+t 1+t

t:t‘g%, x=2arctgt, dx :1 =

1 _ 1 2 1+t
[ senxdx_f( 2t )(1+;2)dt_f 2t

1+f

f 1 dx = In|t|+C:!n|tg%|+C
J sen x

&7

m;f%m

Escena 2.32. Integrales de funciones racionales en seno y coseno.

—iMirados y remirados!

—Pues ahora te corresponde practicar con algunos ejercicios. Como
siempre resuélvelos tu primero y luego comprueba la solucion.
De fondo puedes cultivar tu subconsciente matematico con esta

cancion.
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&7

-

Elercicios
. : dx ——
Resuelve laintegral: | 5= 0505

Luego de resolver la integral en tu cuaderno, puedes comprobar la solucion con el CAS de
GeoGebra, para ello debes escribir en la ventana marcada con el uno (1), la expresion
integral[1/(5+4cos(x)]

Bﬁ Voo () Ty x= x= f A @ Q =
T X

—iEsto si que es bullying jMatematicas por un tubo en el consciente y
en el subconsciente!

—Muy certero en lo de "por un tubo" dado que es un video de
iYouTube! ;No te gusta mucho la musica? Yo lo que hago es satisfacer
continuamente tus deseos, ;no es asi? Pues para ir encaminandote a
ese deseado "sobresaliente" vamos a estudiar otro cambio que facilita
el cdlculo de algunas integrales racionales en senos, cosenos y
tangentes.

2.15.2 Cambio alternativo

—Considerando el cambio tg = t, obtenemos que sen x, cos x y dx
pueden expresarse segln las siguiente expresiones en t, que son

irracionales para el seno y el coseno. Para determinarlas y recordarlas
puedes aplicar las definiciones de las razones trigonométricas del

angulo x en el triangulo rectangulo, de catetos 1 y ¢, ahi dibujado.
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1 V1+t2

_ 1 _ _t _
dx = SEN T = 17 COST = 1op

1

Pero en una integral racional en tangentes, cosenos cuadrados y
senos cuadrados R(tg z,cos’z, sen’z), la sustitucién anterior si

conduce a unaintegral racional en t.

Calculemos, por ejemplo, la siguiente integral:

tg x d
1+ sen?zx v

Dado que es una integral del tipo indicado en el parrafo anterior
podemos aplicar el cambio tg © = t y obtenemos:

tg t 1
/1+sen2mdx:/1+ 2 1+t2dt
1122

t
= dt
/ 1+ 2t2

1 1
:—lnt2+—‘—i—C

4 2
1 , 1
= Zln(tg x + 5) +C

Ahora observa algunos ejemplos analogos:
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/ : dx Otro ejempl
2) (5 - sen x)(5 + cos x)

Aplicamos el cambio de variable recomendado

—~dt, sen x = .
1+°F 1+¢

t=tgx,x=2arctgt dx=

dt

1 _ 1+F
f(S-senx)(5+senx) f25 sen“x _f(25_(;)2)

2

1+t

:f .?‘.irt2 :f dt \/E

= arc t
(24r2+ 25 ) 24+ 25 60 g (—5—
1+F
_+v6
© 60

26 . c

arc tg (2\5{6 tgx)+C

Escena 2.33. Integrales de funciones racionales en seno y coseno - Cambio alternativo.

—iVisto y comprendido! Y ahora me tocara hacer ejercicios de este tipo,
;verdad?

—iEfectivamente! Ahora te propongo algunos con los que puedas
practicar.

—Pero ;hoy no hay musiquita de acompanamiento?

—Si, hoy toca jel sonido del silencio! que es una agradable melodia y muy
dificil de conseguir... al menos junto a ti.

—:Silencio? j;Eso qué es, profe?!... Pero, jespere! que mi padre, que debe
de ubicarse en la misma linea temporal que usted, ponia y pone en su
reproductor musical analégico —una antigualla que usted con seguridad
conocera muy bien y que usa unos discos grandes de color negro—, una
cancioén de unos jovencitos de su época que precisamente se titula asi.
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iSi, seguro que se titula asi! porque me suena que él también me hablaba
muchas veces... y ahora que lo pienso, quizas, lo hacia en el mismo tono
gue usted me lo ha dicho ahora... de lo agradable que es el sonido del
silencio... jjunto a ti!... me decia también... j;qué coincidencia, verdad?!
Pero nada, nada, que no desvio ahora mi neurona a la psique emocional o
reflexiva, no me distraigo... a lo que iba... iDéjeme que busque en mi
celular inteligente!

iBieeeeeeeeeeeeeeeeen! jAqui estd! y ademas con la letra eninglésy en
espanol. jEscuche y vea, profe!

to~talk with

yousagain.

He venido a hablégcontigo otra vez.

—iProfe! iProfe! jDiga algo! que hace 10 segundos que termind la
cancion.

—Si, Paco estaba disfrutando de 10 segundos de silencio, después de
disfrutar de otros tres minutos y medio con "The sound of silence".

Muchas gracias por tu acertado regalo. Efectivamente conocia esta
cancién y me gusta bastante, pero en tu verborrea me ha parecido oir
algo como "la misma linea temporal", "esa antigualla que conocera muy

bien", "unos jovencitos de su época" y no he interpretado bien lo que
querias decir...
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—Se lo explico, profe...

—iNo déjalo! que ahora lo que tienes que hacer son ejercicios de
matematicas y no de "lengua" jen silencio! Y sobre la inteligencia de
tu celular podriamos volver a hablar largo y tendido porque parece
gue la inteligencia actual humana, al menos de algunos humanos, se
ubica casi exclusivamente en las yemas de los dedos... pero sera en
otro instante de nuestra linea temporal comun.

A
. o7l
Siercicies [Ayuda
. . dx — D
Resuelve laintegral: [ ——= -
1+ tg'x L

Luego de resolver la integral en tu cuaderno, puedes comprobar la solucion con el CAS de
GeoGebra, para ello debes escribir en la ventana marcada con el uno (1), la expresion
integral[1/(1+tan"2(x))]

(=] = v &Sy x=x= ¥ 2 @ Q =

T X

157


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/imagenes/i18.png
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/GeoGebra5.0/interactivo2/index.html

2.16 Ampliacion del método de sustitucion

—Paco, vamos a dar un penultimo pasito en nuestro estudio de los
métodos de integracién.

—:;Penultimo? O sea que habra uno posterior... se me hace un poquito
largo este camino, mas sabiendo, porque nos lo mostré Liouville, que
después de tanto esfuerzo soélo podré integrar algunas funciones y
gue incluso funciones sencillitas y de gran importancia como e T

nunca podré integrarla. Es algo desmoralizador.

—No te pongas tragico, Paco, ya sabes que el gran Sécrates hace
veinticinco siglos que dijo "Sélo sé que no sé nada" y el
reconocimiento de esta ignorancia es precisamente lo que motiva
continuar en la busqueda del saber. Asi pues, después del
reconocimiento de nuestro poco saber pongamonos socraticos y
continuemos en nuestro aprendizaje.

Recuerda que en el método de sustitucion la estrategia era
renombrar adecuadamente parte del integrando, u = g(x), vy

sustituir de forma que partiendo de una integral en la variable
pasabamos a otra inmediata en la variable u, la cual resolviamos y
finalmente en la primitiva obtenida volviamos a sustituir u por g(z).

—Por supuesto que lo recuerdo perfectamente, no era mas que una
estrategia para detectar las integrales cuasi-inmediatas que tanto me
costaban realizar mentalmente. Fijese que he dicho "me costaban"..
iyano!

—Lo de "me costaban" lo dices un poquito con retintin y algo de
ironia, pero con seguridad que ya te cuesta menos verlas y
resolverlas mentalmente.
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Pero este método también lo hemos aplicado directa o
indirectamente en la integracion por partes, en la integracion de
funciones racionales, en las trigonométricas...

—iEs verdad profe! siempre ha estado apareciendo la "u" como

medio para simplificar la funcién a integrar o para convertirla en otra
tedricamente mas sencilla.

—Asi es. Pues vamos a formalizar, a ampliar, este método de
sustitucion o cambio de variable. Te recuerdo que utilizar uno u otro
término no es mas que una cuestion de matiz o interpretacién
lingliistica. En general, el cambio de variable puede formularse de
tres formas:

El primer caso es el que hemos esta aplicando hasta ahora. En él
elegimos una funcidon que aparece en el integrando vy |Ia
renombramos. Para que este cambio funcione, en el integrando tiene
que aparecer la diferencial de w, es decir, g'(x)dz, si no, el cambio no

es viable.

El segundo puede releerse o interpretarse como el primero, pues si
x = h(u) y h tiene inversa, entonces u = h™'(z), pero h no tiene

porque tener inversa, y lo que es mas importante, esta sustitucion
siempre la podemos aplicar, mientras que en el primer caso ya hemos
sefialado que no siempre es posible. Aqui basta poner en el
integrando en lugar de z la funcion h(u), y sustituir de = h'(u)du.

[ #@yz = [ sn)n w)du
—iPerolaintegral de la derecha en mas dificil que la primeral!
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—No te confundas Paco, la expresion de la derecha f(h(u))h'(u)du
sera mas compleja o sencilla dependiendo de cudl sea la funcién f(x)
y la funcion h(u). El objetivo sera elegir convenientemente h(u) para

gue precisamente pasemos a un integrando que sea mas facil de
integrar. Esa es |la estrategia y el objetivo a conseguir.

—Yo sigo viendo lo segundo mas complicado que lo primero. Un
ejemplo, por favor.

—De acuerdo, calculemos:

[ s

haciendo el cambio z = t3, tenemos que dz = 3t2dt y sustituyendo
en laintegral anterior

1 2. 3
/t3(1+\?/t73) i dt_/t(1+t)dt

¢Cudl es mas sencilla la primera o la segunda integral?

—La segunda, profe, la segunda. La primera no la sé integrar, pero la
segunda es una integral racional con dos factores lineales, es decir,
voy a obtener dos logaritmos.

—iMuy bien, Paco! ;Ves? con ese cambio hemos pasado a una integral
mas simple que sabemos integrar. Procedemos por el método de
fracciones parciales a resolverla y finalmente deshacemos el cambio
t = /x, obteniendo:

3Injt| — 3In|1 + 1| 4+ C = 3In|V/z| — 3In|1 + Vx| + C
—;Qué bonito, como mola, se merece una ola! juuuuuu!
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—iDéjate de nifierias, Paco!

—:Ninerias? Me parece que a usted no le gusta el fitbol y no ha visto
a mas de cincuenta mil personas haciendo la ola. jSeran todos ninos,
;verdad?! Es una manifestacion de mi admiracion por usted...

—iBueno, de acuerdo!, se agradece, pero ten cuidado que con tanta
ola no te alcance un tsunami.
i¢Cual ha sido la clave en la resolucién anterior?!

—La adecuada elecciéon del cambio. Una de las dificultades estaba en
la raiz cubicay se ha elegido x para que no haya raices cubicas.

—ijAcierto pleno! Efectivamente ahi esta la clave. jQué dominio de la
integracion, Paquito!

—iMenos laureles, profe! Al césar lo que es del césar. Por favor,
imirese al espejo!

—Hoy estas meloso... Pero pasemos al caso mas general r(x)=s(u). Y
antes de que me lo pidas, aqui tienes el ejemplo:

/ Ve +4)da

¢Qué cambio harias?

—Profe, pues jblanco y en botella! como me molesta la raiz cuadrada
voy a sustituir el radicando por algo al cuadrado, es decir, e* + 4 = ¢2.

—Lo de jblanco y en botella! pueden ser muchas cosas: leche, batida
de coco, gazpacho de almendras, yogur liquido, etc. Pero jte mereces
una ola! por tu iniciativa, por la justificacién de la misma y porque tu
estrategia tiene posibilidades de ser acertada.
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Ahora habra que ver si el cambio es posible ya que para sustituir
hemos de diferenciar en r(x) = s(u) obteniendo r'(z)dz = s'(u)du

y consecuentemente 7’ (z) ha de aparecer en el integrando o hemos
de poder sustituirlo en funcién de u, o en tu caso en funcién de t que

es como has llamado a la nueva variable. Por favor, ;pruebas? y me
comentas...

—iUju, profe! jQué arte tiene usted! hasta a lo de blanco y en botella,
qgue todo el mundo dice jleche!, le saca usted punta. Gracias por su
ola y menos lengua y mas matematicas... procedo a hacer los
calculotes necesarios... e* + 4 = ¢, luego, e dx = 2tdt. Sustituyo

enlaintegraly...
/\/em + 4dx = /\/t_2da:

:Qué hago con dz... con lo facil que me vino a la mente ese cambio...

—:Qué problema tienes, Paco? Tienes que sustituir dz por su valor.
;Cual es suvalor?

—iAh! lo tengo en mis calculotes. Despejo y dx = %dt... sigo
teniendolaz ene”...

—:Y qué, Paco? ;qué es e*?

—Pues la exponencial... jah! ya sé que me quiere decir, que si despejo
en la sustitucion, tengo que e* = t? — 4.y

2t 2t2
/\/em—|—4d:c:/\/t_26—mdt:/t2_4dt
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iChupado....! es una integral racional, impropia, pero racional... y con
su permiso acudo a mi asistente matematico —no se preocupe que mi
dominio del proceso manual es dptimo, pero asi soy mas rapido— y
obtengo que:

2t
/t2_4dt:2(t+ln\t—2\—ln\t+2\) con t=+e*r+4

—iQué dominio de laintegracién! jProgresas adecuadamente! Y sélo
para reforzar tu iniciativa y asentar tu practica, te propongo que
resuelvas algunas integrales mas de este tipo:

of et 0fEe 9 ope
/11::230 e)/%coswdw f)/l—T-/_f

/\/mda: h)/x\/mdaz i)/ﬂdx

—Tranquilo profe, no tome carrerilla.

—Y tu no frenes... que nos queda un aplicacion de este método para
resolver integrales irracionales, y algunas otras mas.

—Vaya profe, lo que me faltaba es que entrdsemos en la
irracionalidad.

—Una cuestion es ser irracional, o falto de razén, lo cual es una
contradiccion con tu ser humano —ser racional— y otra trabajar con
funciones irracionales (funciones con radicales), si bien, ya te cité, que
el nombre surge por la incomprension que ante los radicales tuvieron
en la Grecia cldsica. Pero ni te lies, ni me enredes en tus
disquisiciones, pues las Matematicas es pura racionalidad. jA lo que
vamos!
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2.17 Funciones irracionales

Nos vamos a centrar en algunos tipos de integrales en la que
intervienen radicales.

Tipo I. Funciones racionales de radicales en x

/R(a:%,w's, §>da:

SiM = m.c.d.(n,q,..., s) haciendo el cambio de variable x = tM se
pasa a unaintegral racional en la variable ¢.

Tipo Il. Funciones racionales en = y radicales de indice n con
radicandoax + b

/R a:c+b)d

Haciendo el cambio de variable ax + b = t™ se pasa a una integral
racional en la variable t.

Tipo lll. Funciones racionales en = y radicales de indice n con

radicando &+t
/ R(m, . ax_“))dx
cx +d

cz+d
Haciendo el cambio de variable %’; = t" se pasa a una integral
racional en lavariable t.

164



—Bueno esos tipos de integrales son los que he resuelto en la seccidn
anterior, no hay nada nuevo salvo su afan por expresar de manera
genérica cada tipo de integral.

—Cierto, efectivamente estos casos los hemos visto antes. Y mi afan
por usar el lenguaje matematico es alcanzar el objeto y razén de ser
de éste, que es el especificar de manera clara, precisa y concisa
cualquier enunciado o propiedad. No me negaras que es asi.

—Si, tiene razon. Una vez que se va comprendiendo, queda todo
nitido.

2.17.1 Radicando cuadratico incompleto

Tipo IV. Funciones racionales en x y radicales cuadraticos con
radicando cuadratico incompleto (falta el término en z)

/R(w, m>dw /R(\/m)dw /R( x2—a2)dw

—En estos casos se pueden realizar los siguientes cambios
trigonométricos en los que se persigue que el radicando pueda
expresarse como el cuadrado de una funcién y consecuentemente se
simplifique con el radical. Al final la integral inicial queda expresada
como una trigonomeétrica que ya sabemos como abordarla.

1. Enintegrales que contienen v/ a2 — z2 podemos hacer
a. x=a senOyportantoy/a?2 —x2 =a cos 0

b. x =a cos @yportanto Va2 —x2 =a sen 6

2. Enintegrales que contienen v/ a? + z2 podemos hacer
r = atgOyportantova?+ z2 = a sech
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3. En integrales que contienen v/ x2 — a? podemos hacer x =

a sec Qyportantoy/z? —a®> =a tg 6

—Como suele acontecer ha estado muy agudo en este planteamiento, si
me estorba el radical me lo quito de en medio. Y para ello acudo a la gran
transformadora de expresiones jla trigonometria! jEs que hay que
amarla alafuerza, sin duda!

—Hay amores a primera vista y otros fruto de la relacion continuada. No
tengo duda del tipo de amor que tienes por la trigonometria... ;quizas un
amor de conveniencia?

Te propongo que veas algunos ejemplos de este tipo de integrales y
después algunos ejercicios que te permitan practicar un poquito.

—iApor ellos!

—iQué la fuerza te acompane!

M rrriis

Aplicamos el cambio de variable recomendado
x=8tg6, dx=8 sec’o dg; \/x2+64 = \/x2+82 =8 sec’d

1 &tg’0 8sec b 9’8
f,fxz+82 f 8°sec’@ a9 = fseced

Aplicamos el cambio genérico para una trigonométrica y obtendriamos que:
/‘ tg°6 4o =/nlsen 8 + 1| Injsen 6 - 1|

-sen 8 +C
sec 8 2 2
Puesto que tg 8 =X apoyandonos en el grafico tenemos que sen 8 = X
8 \/x2+82
\/xz+82 X Iuego la integral es:
—(m| +1|- In| A)—=—+C

. \/xzs

v x2+64 \/X+64
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—Pues si que me ha hecho falta fuerza y dominio matematico. Aqui
se condensa, se compacta casi todo lo que hemos visto y ademas,
menos mal que apoyandose en triangulos rectangulos se pueden
deshacer los cambios de una manera sencilla. He podido aprender
como poder simplificar el seno del arco-tangente y otras
combinaciones posibles. jAy, trigonometria... mi bien amada!

—iDicen que no hay rosa sin espinas! jEvitalas en los ejercicios
siguientes!

2
Calculo de integrales 'III__l

En la ventana inferior hemos dispuesto varios ejercicios, que se resuelven utilizando las
propiedades de las integrales que hemos estudiado. Observa que para todos los ejercicios, el
valor de a es un namero entre 1y 9.

Evalda la integral en tu cuaderno y luego verificas activando la solucion.
=
wt

Haz clic para iniciar

Disefiado por Kevin Hopkins
Redisefiado por los autores

Escena 2.35. Escena disefnada por Kevin Hopkins y adaptada por los autores.

—iFuiunjardinero excelente! No hay flor que se me resista...

—Bueno Paco, recuerda que hay flores "liouvillianas" que no se dejan
cultivar...
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—Ya profe. Poco a poco se van complicando los calculos y se va
haciendo util acudir a las tablas de integrales o a las aplicaciones de
calculo simbdlico.

—Claro que puedes utilizar las tablas, pero también hay que saber
usarlas. Acude a ellas para resolver los siguientes ejercicios (recuerda
que arcsen = sen” ' ).

—;Sin problema, profe!
—Pues vamos a ver un ultimo tipo de funciones irracionales...

—Profe, usted al igual que Peano no conoce "el ultimo", siempre hay
un siguiente...

—En este caso hemos de poner una cota superior a nuestros deseos e

ir finiquitando este capitulo. Lo vamos a hacer con:
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2.17.2 Radicando cuadratico

Tipo V. Funciones racionales en z y radicales cuadraticos con
radicandos cuadraticos

/R(m, Va2 —i—ba:—i—c)da:

—iAh, bueno profe! Esto no me preocupa porque hay una técnica
matematica que lo que hace es reducir un problema a otro ya
conocido ;ha oido hablar usted de ella?...

—Paco, me suena algo esa técnica, pero dicen que es muy novedosa...
que hay que experimentarla todavia y confirmar su validez...

—iCoémo joven, me gustan las novedades!, asi pues, si me lo permite
voy a aplicarla. ;Se puede reducir este tipo de integrales a las
irracionales del tipo anterior (las que etiquetd como Tipo 1V), es decir,
en las que el radicando es cuadratico pero incompleto?

—iBrillante Paco! alegra ver cobmo los alumnos avanzan solos.

—Muchas gracias, profe... siempre a su sombra, siguiendo sus pasos.
Pero una cuestion es ver el camino y otra saber andarlo... me faltan
recursos matematicos para poder expresar adecuadamente mi ideay
mas para poder verificar que el planteamiento es acertado.

—Las técnicas y el lenguaje se van aprendiendo con la practica, en ello
estamos, pero lo mas importante es la capacidad de intuir nuevos
caminos posibles y prepararse para poder andarlos analizando sus
posibilidades.

—Hay mucho que aprender... Mi idea surge al recordar lo que hicimos
con las fracciones parciales en las que aparecian factores cuadraticos.
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Alli completamos cuadrados para escribir un factor cuadratico como
(x — p)% + ¢ pero eso me conduce a suma de dos cuadrados y en

las integrales irracionales anteriores aparecen también diferencia de
cuadrados.

—Muy bien encaminado vas. La suma de cuadrados aparece cuando
las raices son complejas y la diferencia cuando las raices son reales.
Vamos a verlo completando cuadrados:

aw2+bw—|—c:a(w2+l—)w+5>
c a
2a 4a? a
b\% b — 4dac
)

e Sib? — 4ac > 0haciendop = —2—2 yq= _vb22;4ac,
az’ + bz +c=al(z —p)* - ¢

e Sib?—4ac < Ohaciendop=—2vyqg= Vdac—b?
ax2+bm+C:a[($_p)2+q2

Por ejemplo:

e 222 —10z + 12 = 2(z* — 5z + 6)
=2[(z-§) - %] =2[(e—}) -}

e Dyzt+l=(z+1)+141
=@+ +i=(e+3) +(P)
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—iYo teniarazon! Por tanto, basta reescribir el radicando como suma
o diferencia de cuadrados, segun el caso, y hacer un cambio de
variable para estar en el caso anterior.

—iCorrecto, Paco!
—Y ahora jmas ejercicios de este tipo!...

—No iba a ponerte ninguno, pero dado que te empefas en esta tarea
no tengo inconveniente en proponerte una integral de cada uno de
los casos que pueden darse.

T z+1 /
a dr b ———dr c 2 +6x — 8
[ st 0 e 9V

Los integrandos se pueden escribir respectivamente como
(x —1)2 422,12 — (z — 1)%y (= + 3)* — 1%. Puedes comprobar, he
dicho comprobar, tu respuesta con Maxima o con Geogebra.

—Geracias profe por hacer el trabajo que es mas largo y engorroso, el
de completar cuadrados, yo haré el mas corto y sencillo...

—iComo debe ser, Paco! Tienes que ganarte las habichuelas como
imi calculista!

—En ello estoy, ¢le calculo cual es mi nota?... Y ahora se aproxima el
final, ;verdad?

—Pues asi es, Paco. Ya has practicado suficientemente con el calculo
de integrales indefinidas e incluso me has indicado, a veces, cual es el
camino a seguir. Hemos alcanzado la cota que me marqué cuando
iniciamos el aprendizaje de las primitivas de una funcién. jEs tiempo
de mudar o cambiar de centro de interés, dentro del calculo integral!
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—iMagnifico profe!, ya me estaba pareciendo el cuento de nunca
acabar...,, pero después del camino andado y de todo lo aprendido,
gracias a su paciencia y gran saber, me vuelvo a hacer una pregunta
gue ya le expuse y que quisiera trasladarle de nuevo...

—Dime Paco, te escucho, a la vez que me agarro al sillon no vaya a
tambalearme con lo que me preguntes.

—Vera profe, si tenemos los asistentes matematicos, para qué
aprender tanto método de integracion...

—Ya me planteaste esto cuando te comenté que existian programas
de célculo simbdlico y, entonces, te marqué la diferencia entre ser un
conductor de un carro o el disefiador del mismo. En aquel momento
confiaste en mi para encaminarte a una formacién que te haga
competente para el desarrollo profesional como ingeniero o
cientifico. Ahora, estamos en condiciones de ampliar un poco el punto
de vista y realizar una perspectiva algo mas global y para ello quisiera
hacerte una pregunta previa: ; Por qué te compras un videojuego y no
te limitas a ver la demo o por qué no acudes a un video donde te
expliquen qué tienes que hacer para pasar cada pantalla?

—Es obvio, profe. Una demo se limita a mostrar qué se puede hacer,
mientras que jugar implica aceptar un reto, superar las dificultades
qgue se plantean e ir prediciendo qué puede ocurrir para adelantarse a
la maquinay jganar la partida! Y ver un video en el que me expliquen
como pasar la pantalla no tiene aliciente, Unicamente lo haria cuando
lo hubiera intentado multiples veces y no hubiera forma de conseguir
pasar.

—Pues como tu dices: jblanco y en botella!, pero yo le anado iy
proviene de las vacas!
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Si te ensenara sélo cdmo manejar un asistente matematico, lo que te
estaria dando es la clave que te permitiria pasar de pantalla, tienes la
solucién, pero desconoceras todos los escenarios posibles que
acontecen e ignoraras las dificultades intermedias existentes y no
podrias deducir y asimilar las estrategias necesarias para superarlas.
Y aun mas, en la siguiente pantalla no podras apoyarte en la
experiencia previa adquirida, ya que no has practicado, te has
limitado a reproducir lo que te dicen. Por ejemplo, volviendo a
nuestro calculo de primitivas, fijate como, después del aprendizaje
qgue hemos realizado, ya tienes asimilada la estrategia basica de
reducir un problema a otro ya conocido. Y también has aprendido a
apoyarte en técnicas anteriores para inducir posibles caminos, asi, en
las integrales irracionales con factores cuadraticos has sido tu quien
indicd qué hacer y para ello te apoyaste en lo que habias aprendido
previamente en las fracciones parciales sobre completar cuadrados,
es decir, te basaste en la experiencia previa adquirida para recorrer
caminos inexplorados.

—Comprendo lo que me dice, y ademas como me indica he
experimentado esa sensacion de avanzar apoyandome, subiéndome
en sus hombros, perdone mi atrevimiento...

—Sin problema, subete a mis hombros siempre que lo necesites, pero
solo de manera figurada que no quiero tener una baja médica. Como
te estaba diciendo, estas observando y adentrandote en escenarios
sobre los que se construye tu experiencia y en base a ésta, en un
futuro préximo, podras disenar, planificar y construir escenarios
inéditos, y llevaras a buen término tus proyectos de ingenieria o de
investigacion cientifica.

—iGracias por cederme sus hombros y ojald alcance con éxito el
sueno que me muestra!
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—iSeguro que si lo alcanzaras!, pero anadiendo esfuerzo y
dedicacioén. Y ademas, al igual que exponias con los videojuegos, el
estudio es también un reto en el que cuando nos adentramos con
ilusion también jse disfruta! jmuchisimo!

—He de darle la razén... pero en el futuro préximo, para resolver
problemas que necesiten de las integrales indefinidas intuyo que
usaremos esas calculadoras de integrales ;no?

—Si Paco, eres como las sinusoides que estando en un pico, en un
maximo, rapidamente pasas a un minimo. Las herramientas estan
para usarlasy las usaremos, pero con conocimiento de las mismas.

—Le recuerdo que las sinusoides tienen infinitos maximos.

—iSi, e infinitos minimos! Cambiemos de temay de capitulo.

¢










Capitulo I

Integral Definida







3.1 3.1 Concepto de Integral Definida

—Hola Paco, ahora vamos a adentrarnos en el concepto de integral
definida.

—Qué bien profe, significa que ya no hablaremos de primitivas, sino de
civilizadas.

—Muy habil con el lenguaje Paco. Sueles encontrar acomodo en el
ambito humoristico, y éste siempre es bienvenido, mas si es jhumor
inteligente! ;Cémo calificarias el tuyo?

—;Quizas satirico con toques de absurdo? En el fondo, aunque sea
muy en el fondo, sé que le gusta que rompa su discurso... relaja su
mente y le acomoda en un estatus mas cercano a su alumno preferido...
le hace descender de su catedra y le ubica en el mas cercano y
comprensivo magisterio.

—iCierto, Paco! me gustd mas este discurso que tu chiste. ;Cémo es lo
uetudi a9 o |,| i , u
e tu dices? jAh!, si... jEste chico como mola, se merece unaola...!

Pero ubicate en tu papel discente...
—Dis...;qué?

—Discente, Paco. El discente es la persona que recibe ensehanza y el
docente el que ensena, eso es lo que marca la RAE, pero segun el
paradigma educativo actual seria mejor decir, respectivamente, el que
aprende y el que promueve el aprendizaje... Pero, por favor, déjame
tratar de promover ese aprendizaje.

—iAdelante! El discente estd muy atento, con la trompa de Eustaquio
activa, las pupilas atentas, las neuronas inquietas y deseosas de
establecer sinapsis y los musculos faciales relajandose para quedar
boquiabierto.
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—Y jojala! que sea lalengua la se quede un poquito en reposo...

Cuando iniciamos el estudio del célculo integral te adelanté, de
manera rapida, el concepto de integral definida. Voy ahora a
detallarlo paso a paso, veremos cémo abordar su calculo, cémo
hacerlo de la manera mas sencilla posible y abordaremos
interesantes aplicaciones del mismo.

3.1.1 Particiones de unintervalo

Dado un intervalo [a, b], una particién P del mismo es un conjunto de
puntos {zg, 1, 2, . .., xy } tales que

a=2y<x <xy--- < xy = b. Cada par de puntos consecutivos
de la particién determina un subintervalo [z, 1,z,| de amplitud
T, — Tn—1, Y denominaremos didmetro de la particion (||P]|) al
maximo de esas amplitudes.

Diremos que una particion P’ es mas fina que otra P si P C P/, es
decir, todos los puntos de P estan en P’y en ésta hay al menos un

punto mas. Asi pues, a partir de una particion podemos ir obteniendo
particiones cada vez mas finas sin mas que ir anadiendo cada vez uno
o mas puntos. Paco, construye tus particiones en el siguiente
intervalo. Para ello posiciona el ratén y haz clic para anadir un nuevo
punto a la particion.

0l
Diametra ||P,|| = 10 Namero de puntos =2 (O
Xg X3
® &
a=0 b=10
. .
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—Me pongo aello... ;para qué es ese botdn "ordena'?

—Es usual numerar los puntos de la particion de izquierda a derecha,
para que estén ordenados de menor a mayor. Inicialmente he
respetado la numeracion a medida que afades puntos, pero ese
botdn te permite renumerarlos segun lo usual.

—Hecho profe, es algo simple. Y nos va indicando cual es el diametro
de la particion.

—Si, a priori no tiene ninguna dificultad. Cada vez que has afadido un
nuevo punto lo que has hecho es construir una particiéon mas fina a
partir de la anterior. Tenemos una sucesion de particiones que parte
de lamas simple Py = {a, b} y verifican:

PhCP,C---CP,C...

Y en relacion al didametro de la particidon dos preguntas rapidas: ;Hay
alguna relacién entre los diametros de la sucesion de particiones
anteriores? y ;Qué harias para que el diametro se haga tan pequeno
como quieras, es decir para que tienda a cero?

—Pues ambas respuestas se me hacen faciles. Cuando anadimos un
punto lo que hacemos es dividir un intervalo en dos subintervalos y
por tanto disminuira el didmetro, y consecuentemente basta anadir y
anadir puntos, es decir que el niumero de estos tienda a infinito, para
que el didmetro tienda a cero...

—;Estas seguro?

—Su pregunta me hace pensar que va ser que no es cierto... ;por qué
siempre tengo esa sensacion de inseguridad cuando me repregunta?
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—;Sera porque eres demasiado impulsivo en tus respuestas y te
dejas llevar por tu intuicion inicial, en lugar de por la observacion,
seguida de la reflexién y acompanada por la comprobacién o
demostracion? Si algo se medita detenidamente, aunque pueda
equivocarme —Ilo que siempre puede ocurrir en cualquier
razonamiento—, al menos tendré argumentos para defender mi
hipdétesis y/o contrastar con lo que digan los demas y poder rectificar
aprendiendo de mi errores.

—Como suele ser usual tiene razon... pero hay tantas cosas que
parecen evidentes...

—Parecen, tu lo estas diciendo... parecen evidentes, pero no siempre
lo son. Mira e interactua en la siguiente escena. Cada vez que pulsas
en botén anadir se aftiade un punto en cada una de las dos particiones,
el punto anadido se refleja en color verde.

&7

Diametro ||P,|| =5 Numero de puntos = 8
Xg & Xp X3 X4 X5
® ® o—o oo o
a=0 b=10
Diametro ||P'|| = 2.5 Numero de puntos = 8
Xp X X,
° . . ° ° ¢ ° °
a=0 b=10
Inicio | | Ahad
R S

Paco, te pregunto de nuevo. A medida que afiades un nuevo punto a
la particion ;qué pasa con el didmetro de la misma? ;El hacer que el
numero de puntos tienda a infinito es garantia de que el didmetro
tienda acero?
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—En el primer caso el didmetro pasade 10 a5 y yano cambia. Y en el
segundo va poco a poco disminuyendo, pero lentamente...

—Es decir, que a medida que vamos obteniendo una particidon mas
fina que la anterior lo que ocurre es que:

PhCP,C---CP,C...
|Bol| =[] = ... [[Pol[ = ...

—Si profe. La clave esta en que el diAmetro nunca aumentara, pero
puede jser igual! y eso hace que en el primer caso se mantenga en el
valor en 5 aun aumentando el nUmero de puntos.

—Pero en el segundo caso el didmetro si que va disminuyendo,
aungue como tu indicas sea de forma lenta. ;Qué diferencia ambos
casos?

—Pues dicho en mi lenguaje coloquial, en el primer caso los nuevos
puntos se concentran en un lado, pero dejando un hueco grande al
principio; y en el segundo los nuevos puntos van rellenando los
huecos que hay.

—iBien! por tanto, para que || P|| — 0 es necesario que el nimero de

puntos de la particién tienda a infinito, pero no basta eso, estos
infinitos puntos han de distribuirse en todo el intervalo [a, b] de una

manera mas o menos "uniforme" en todo el intervalo, aunque no
necesariamente equiespaciados.

—iYa lo he visto profe! Es como la densidad de poblacién mundial
qgue no es uniforme, depende del pais considerado.
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—iBuena analogia! Una forma usual de construir particiones que son
uniformes consiste en dividir el intervalo [a, b] en subintervalos que
sean de igual longitud, ésta vendria dada por Az = (FTG (la letra delta
mayuscula, como sabes, en este contexto se lee como incremento, aqui
incremento de x). Los puntos de la particién vendrian dados por

z; = a+ 1Az,0 <17 < n. Tenemos una particion con n + 1 puntos y

n subintervalos de amplitud Az. A este tipo de particion se le
denomina particién regular. En este caso para conseguir que | P|| — 0
es suficiente hacer que n — oo. Ahora si, Paco, bajo estas
circunstancias, si se puede aplicar tu idea inicial.

—Si intuicién tengo, profe, lo que me falta es llegar a formalizar mis
ideas.

—Esa formalizacién se va aprendiendo progresivamente mediante la
observacion y practica. El lenguaje matematico, al igual que todos los
lenguajes requiere un aprendizaje previo y un uso cotidiano para que
se convierta en una lengua propia en la que construir el pensamiento
personal. Todo literato ha tenido sus momentos noveles.

—De novel a nobel hay sélo una letra de diferencia.

— Si, pero una letra que para cambiarla se necesita mucha dedicacién,
pero no es suficiente sélo ésta. Como sabes, los matematicos siempre
estamos analizando lo que es necesario y lo que es suficiente para
lograr que se cumpla alguna propiedad. Asi pues, en nuestro caso,
cuando deseemos garantizar que ||P|| — 0 es suficiente considerar
particiones regulares, aunque no es necesario. Y para refinar una
particién en lugar de ir anadiendo punto a punto lo que vamos a hacer
es rellenar, a la vez, cada subintervalo de la particiéon con un punto. Es
una forma de expresarlo, realmente lo que hacemos es el refinamiento
punto a punto, pero mostrando sdélo algunas de las particiones
obtenidas.
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Diametro ||P || = 10 Numero de puntos = 2°+1 = 2
X, .
® &
a=0 b=10
Inicio afnade
N, ’

—Ahora si se rellena mas rapido el intervalo y el didmetro sera cero
mas rapidamente.

—Se rellena japarentemente!, si hiciéramos un zum siempre habria
hueco entre cada dos puntos, recuerda que entre dos numeros
reales, hay infinitos nimeros reales. Y el diametro tiende a cero igual
de rapido lo que ocurre es que como dibujamos menos particiones
parece que es mas rapido, pero no lo es. Es mas, el valor cero nunca lo
tomara, pues el didmetro = Az = b;n“ > 0 siempre. Es el limite el que

vale cero.
—Siempre con sus detallitos, profe...

—iPaco! siempre con tus peguitas a mis detallitos. Continuemos...

3.1.2 Hacia laintegral definida

Dada una funcién f(z) definida en un intervalo [a, b] —que vamos a
considerar que es continua en ese intervalo, aunque no es necesario;
es jsuficiente, pero no necesario!—, podemos definir lo que vamos a
denominar respectivamente sumas inferiores y superiores de
Riemann. jPaco, cambia el valor del control etiquetado con V!
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&7

1
Sp,= Z m,(x,—x,_,) =5,569 Sp= Z M (x,—x, ) =12,766

n=1 n=1

y=f(x)

Sumas inferiores de Riemann N 1 Sumas superiores de Riemann

A
v

Escena 3.1. Adaptacion de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa

—iQué guay! ;Ha visto profe cdmo al incrementar el nimero de
puntos N de la particién lo que denomina sumas inferiores y superiores
van aproximandose?

—iSi, Paco! Es guay verlo. Esa es la idea basica que vamos a utilizar,
pero necesito teorizar y formalizar todo para que matematicamente
guede concretado lo que citamos como integral definida. Contén un
poquito tu impaciencia.

3.1.3 Sumas de Riemann

Dada una particion P = {x¢, z1,zs,...2,}, en cada subintervalo
[,_1,%,),conl < n < N,vamos a determinar m,, = minf(z).
Paco, mira la escena siguiente y dime qué seria el producto

M (T, — Tn—1).

13 - . ] . .,
Estrictamente seria el infimo, pero dado que se ha considerado que f es una funcién

continua en un intervalo cerrado estd garantizado por el Teorema de Weierstrass que se
alcanza el minimo, y también el maximo.

186


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/interactivos/SumasRiemann2/sumas.html

—iFécil, profe! (x,, — zn_1) €s

e la amplitud del intervalo

Sp= Z m,(x,—x,_,) =8,719 [Xn—1, Tn] Y My la altura minima

n=1 de f(x) en ese mismo intervalo.
Asi pues el producto que me
indica es el drea del rectangulo
de base el intervalo dado y altura
m,,. Yale dije al empezar el curso
que el areade un rectangulo es
e X X %5 i base por altura... y por tanto,
cambiando el valor de n lo que
tenemos es el drea de cada uno
de los rectangulos que vemos en
la escena.

Sumas inferiores de Riemann | 4

4>

—Efectivamente, tus neuronas establecen sinapsis. Y ;qué es la suma
gue aparece en la parte superior de la escena?

—iBlanco y en botella!... y procede de la palmera... Me lo ha dicho usted,
es "la suma" del area de todos esos rectangulos. Y ademas el simbolo
gue aparece y que no se ha parado a explicarme seguro que significa
"suma".

—iBatida de coco!... La letra griega sigma mayuscula X se utiliza para
indicar un sumatorio de los términos que aparecen después de ella, que
es precisamente lo que tu me has indicado. Sumamos todos los
productos m,,(x,, — ,,_1) donde n toma los valores desde el indice que

se coloca debajo de la letra sigma, que en este caso es 1, hasta el que se
coloca en la parte superior, que ahi es el valor que toma V.

Pues jal grano! Si P = {zg,x1,2s,...Zx} €s una particion del

intervalo [a, b] , entonces denominaremos suma inferior de Riemann de
la funcién f en esa particion a:
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N
S(f,P) — Sp — Zmn(mn - mn—l)
n=1

¢Por qué se llamara inferior?...

—No minimice mi sapiencia, ni mi paciencia. Los matematicos, si algo
gueda por debajo dirdn que es inferior.

—Vuelve de nuevo a la escena anterior, ve aumentando el nimero de
puntos N, obteniendo cada vez una nueva particion Py, y ve

observando el valor de cada suma inferior sp, . ;Qué acontece?
—Pues el valor va aumentando a medida que aumenta el valor de V.

—Es decir ¢;qué la sucesion de sumas inferiores de Riemann es
creciente?:

sp<s8p,<...8p_, < 8p, < -+ < Spy

—Si profe, justo eso es lo que yo tenia en mi mente matematica, pero
por simplicidad se lo he dicho en espanol.

—Asi te habia entendido y lo que he hecho es traducirlo al lenguaje
matematico... Pero tu intuicidn o quizas, en este caso, la escena te ha
inducido a formular una hipétesis que no tiene por qué ser verdad...

—Pero ;como va a ser falso? Estoy sumando un rectangulo mas...

—No sigas elucubrando y mira la siguiente escena. Mira el valor de la
sumaparaN =3yN =4
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Sp= Z m, (x,~x,_,) =8,065 —Pues para> N = 3 pone
n=1 que s3 = 8,065y para
N = 4 poneque sq4 = 6,131.

y=f(x) Por tanto, al aumentar en un
punto la particion, en este

caso disminuye la suma.
q b Pues, con su permisoy con
respeto jqué tramposo es
o i = usted!

— . A
mas inferiores de Riemann N $3

\ | J

0
=

—Tramposo es el embustero, el que dice mentiras y yo lo que he
hecho es mostrarte mediante un ejemplo que no tiene por qué
cumplirse lo que tu decias. Es lo que se denomina poner un
"contraejemplo”. Es suficiente un ejemplo para mostrar que una
propiedad no se cumple, pero es necesaria una demostracion para
verificar que algo es cierto.

—iQuedo descolocado! jNo sé que decir, ni qué hacer!
—Esta claro: jpensar!

—:Qué le parece mi postura Rodiniana de pensador? Me surgen las
mismas ideas que le pueden surgir a la estatua que imito...

—De acuerdo pongo en voz alta mis pensamientos. Para garantizar
gue las sucesion de sumas inferiores sea creciente es suficiente que
cada particiéon sea un refinamiento de la anterior, lo cual no acontece
en el contraejemplo que te he puesto (P; ¢ Py), ni ocurria tampoco

en las escenas anteriores.

189


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/interactivos/SumasRiemann2/sinferiorContraEjemplo.html

Asi pues, aunque no es necesario, para que todo nos vaya sin
problemas y no haya peguitas matematicas, consideraremos en lo
gue sigue particiones regulares refinadas como hemos indicado en la
seccion anterior, es decir:

PhCcP,C---CP,C...
Pn:{xi:a+ib_a,0§i§2”}

2n

7
[ 9 LDI——l
Sp = Z m(x —x,_,) =8,386
n=1
y=f(x)
a b
Xy X Xo
. . - A
SUITIES INI2rior2s (J':',' IIEIIENT] v 1
y

—Para mi es mas que suficiente y no es necesario que se detenga mas
en este tema. Veo perfectamente, en mi mente y en la escena, que
cada particion es un refinamiento de la anterior, que el nimero de
puntos tiende a infinito y que el diametro tiende a cero...

—Si, y que esto es suficiente para que sea cierto que:
Spp < 8p, < ...8p,, = 8p, <+ < Spy
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—iCierto!... ;Qué mareo de necesario y de suficiente!

Pues, de manera andloga podemos definir las sumas superiores de
Riemann:

N
S(f7P) - SP - ZMn(xn - mn—l)
n=1

donde M,, = mazf(x). Y en este caso, considerando el mismo

refinamiento anterior para las particiones, puedes comprobar en la
siguiente escena que estas sumas son una sucesidn numeérica
decreciente:

Spy - <S8p, <Sp,, <---<Sp, <8Sp

&7

2
b= D, M(x,—x,_) =12,305

n=1

y=f(x)

4 )
|

Sumas superiores de Riernann

—iCierto! jQué gracioso! la sumas inferiores crecen y las superiores
decrecen.
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—Bueno yo diria mas que gracioso, curioso, ademas de oportuno ya
gue esto nos va a permitir definir lo que es la integral definida. Pero,
previamente, fijate que ademas:

N N
Spy = Zmn(xn - xnfl) < ZMn(xn xnfl) = SPN,
n=1 n=1

dado que m,, < M,

—Uniendo las cadenas de desigualdades anteriores tenemos:

A

SPISSPZS e SSPk_ISPkS b SSPNS SP

"'SSPSSP --SSP SSP

N K 1 2 1
Lo que podemos ver superponiendo ambas sumas. jMiralo!

i (5

sp=8,386 < 12,305=S,

y=f(x)

B {‘(] —{ I f\‘ 2

- A
urnas de Riemann n, 1

w

—Me lo da mascadito... ambas sumas nos dan el area de la figura
delimitada por la funcién f(x) en el intervalo [a, b].
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—Si, pero no, no te precipites Pites. Porque nos queda el gran salto
mortal matematico, es decir, necesitamos el paso al limite.

—:;Necesitared de seguridad?

—No Paco, no. La seguridad en este caso me la aporta Riemann.

Bernhard Riemann (Breselenz, Alemania, 17 de septiembre de 1826 - Verbania, Italia, 20
de julio de 1866) (https://es.wikipedia.org/)
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—iOtro gigante! No sé como ha tardado tanto en aportarme
informacion sobre él.

—Esperaba que tu hubieras reaccionado al haberlo citado ya muchas
veces, pero... Gracias a él podemos abordar el concepto de integral
definida.

3.1.4 Integral de Riemann

—Para concretar este concepto nos vamos a apoyar en una
propiedad de las sucesiones numéricas que dice que "toda sucesién
mondtona acotada es convergente". Por tanto:

e Las sumas inferiores sp constituyen una sucesion creciente
gue estd acotada superiormente por cualquier suma superior:
$51 <8 <.-.<s, 1<s,<-..< S8y, por tanto es
convergente.

e Las sumas superiores S, constituyen una sucesion
decreciente que estd acotada inferiormente por cualquier
suma inferior: sy < -.- < 5, < 5,1 <--. <85y <5, por
tanto es convergente.

Asi pues, diremos que f es integrable Riemann en [a, ] si el limite,

cuando el didametro de la particién tiende a cero, de las sucesiones
inferiores coincide con el de las inferiores. A ese valor comun se le

b
denomina integral definida de f en [a, b] y se denota / f(x)dz

N N

b
/ f(z)dz = lim My (zy, — Tp—1) = lim M, (z, — n_1)
a n=1 I1Pl—0 n=1
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—iVaya! aparecié el signo y el nombre de integral, pero vaya a saber
como me relaciona el limite de una sucesion con una integral. Pero a
lo que iba, no me distraiga, por favor. Esa definicion viene a reflejar lo
gue yo decia y veia en la escena, que las sumas inferiores y superiores
al final coinciden. O dicho con limites, que las sumas inferiores
convergen al limite de las sumas superiores.

—No Paco, no te confundas. Ambos limites existen por ser
sucesiones mondtonas acotadas, pero los valores de los limites no
tienen que ser iguales. La condicion que ponemos para que exista la
integral definida es que esos dos valores coincidan.

—Pero ;cdmo no van a coincidir? Si en la escena se ve clarisimo...

—iAy, Paquito, Paquito! Cuando vas a tener siempre presente que tu
vision es muy muy limitada, que tus ojos humanos no pueden ver
todo, es mas que pueden ver Unicamente muy poquitas cosas... y que
los Unicos ojos que te permiten ver lo que no ves son los ojos
matematicos.

Fijate que comencé considerando que la funcién f era continua en

[a, b], precisamente para no tener que entrar a analizar dificultades,

porque todas las funciones continuas en un intervalo cerrado son
integrables Riemann. Pero vamos a considerar la funcion que se
denominade Dirichlet...

1 sixesracional
D(z) =
0 sixesirracional

—Otro gigante que rebuscaba en su mente para que los alumnos de
siglos posteriores no lograran aprobar...

—iNo Paco! Para que aprendieran a ver lo que no se puede ver...
;Serias capaz de representar en un papel la grafica de esa funcion?
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—Tiene que ser facil pues s6lo toma dos valores o 1, 0 0 ... Veamos si
x = 0 que es un nimero racional toma el valor 1, pasa por (0, 1); si

x = 0,5 que es un nimero racional toma el valor 1, pasa por (0, 5, 1)...

—Pero entre 0 y 0,5 hay infinitos niameros irracionales e infinitos

racionales, es mas entre dos racionales cualesquiera hay infinitos
irracionales y viceversa... si quisieras dibujarla tendrias que estar
pegando saltos ininterrumpidamente entre en valor ceroy el uno...

—:Lo ve cémo son auténticamente rebuscados estos gigantes? Pero
tiene razoén, no puedo dibujar la grafica en un papel, pero en mi mente
ahora tengo un punto dando saltos del cero al uno... sin parar... jqué
energia tiene este punto!... {Si, lo veo en mi mente!

—iMuy bien, por abrir tus ojos matematicos! Pues ahora, si queremos
calcular f; D(z)dz, en cualquier subintervalo de cualquier particion
habria infinitos niUmeros irracionales que tomarian el valor cero, por
tanto, m,, = 0 para todos ellos y consecuentemente todas las sumas
inferiores valen cero, es una sucesién constante y su limite es cero.
Pero analogamente en cualquier intervalo hay infinitos racionales y
M,, = 1y todas las sumas superiores van a dar b — a, es una sucesion
constante cuyo limitees b — a.

Asi pues, existen los dos limites, pero no coinciden, luego la funcion de
Dirichlet jno es integrable Riemann!

—iPuf! jLogré hacerme un esguince neuronal! Pero creo que lo
comprendi!

—Me alegro Paco, jno de tu esguince! sino por haber interiorizado lo
que acontece y comprender por qué es necesario que los limites de las
sumas inferiores y superiores coincidan.
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No obstante, si una funcién es integrable Riemann no es necesario
calcular ambas sumas, basta construir una sucesién de sumas en la
qgue, en cada subintervalo, tomamos el valor de la funcién en un punto
cualquiera del mismo. Y también la sucesion de particiones puede ser
cualquiera sin mas que el diametro tienda a cero.

Si gn xn 17wn

/ f(2)dz = lim S F(6)(@n — 2ns)

|Pl|—0 4=~

En la siguiente escena he considerado el punto medio en cada

subintervalo, pero podria ser cualquiera. Y las particiones tomadas

son uniformes con Az = ”‘T“

. 24
5,= Z FET 0 _x ) =8,392

\ y=f(x)

S~

Sumsz considarando 2|1 punto madio m v
L —
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—:;Magia matematica?

—iNo!, como siempre, es deduccidon matematica en la que no vamos a
detenernos, pero que te puedo mostrar con una analogia. Las dos
rebanadas de pan de un bocadillo o de un sandwich, para que puedan
sujetar el jamén, el queso, etc., han de converger al mismo punto, y si
esto ocurre entonces todo aquello que sujetan también converge a
ese mismo punto. Las sumas inferiores y superiores son las rebanadas
de pany las otras sumas intermedias son el jamdn, queso, etc.

—Como analogia es comprensible, aunque relativamente aceptable
porque le indico que en mis bocadillos las rebanadas de pan
dificilmente se rozan...

—Si, pero solo hay que ser paciente y cuando pasan por el limite de tu
boca... jse cumple la convergencia!

3.1.5 Hacia la relacion entre la integral definida y el
area

—iMe convencié, profe! Y he dicho convencer y no vencer. Y me ha
convencido tanto que mire qué chulis son las gafas matematicas que
me he comprado. Son unas gafas que me permiten rectangular un area
y afinar y afinar hasta poder calcularla.

—Tienen un modelo original, algo friki para mi, pero todavia has de
mejorar sus cristales por varias razones. Por lo pronto, eso de
"rectangular" no es el término adecuado, desde la antigliedad se habla
de cuadraturas, pues hallar el drea de una figura consiste en comparar
con la unidad de superficie, que es un cuadrado, vy si el drea de una
figura mide 1,5 unidades cuadradas lo que significa es que con su
superficie se podria construir un cuadrado de lado la raiz cuadrada de
1,5.
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Conceptualmente estamos cuadrando esa figura, hallamos su
cuadratura.

—Bueno lo de "rectangular" lo dije para acercarme a su lenguaje,
pues lo que hace es construir rectangulos, en el mio habria dicho
pixelar...

—Ya, pero una pixelacion nunca te permite afinar y afinar, tiene una
cota inferior de afinacion establecida en el tamano de un pixel...
tendria que ser una pantalla matematica en la que los pixeles son del
tamano de un punto, es decir, sin dimensién. Pero a lo que iba, desde
gue nos hemos adentrado en la definicién de la integral definida a mi
no me has oido decir que ésta nos dé el area. Por ello te comentaba
que tus gafas han de estar muy bien graduadas para que veas
adecuaday certeramente.

En la escena de la siguiente pagina puedes obtener el valor de la
integral definida de la funcion f(x) en el intervalo [a, b]. También se
refleja el valor del area de la region del plano determinada por esa
funcion f(z), el eje de abscisas y las rectas ¢ = a y = b. Esta
region es lo que se denomina un trapecio curvilineo.

En dicha escena puedes escribir la funciéon que quieras evaluar, asi
como cambiar el valor de los extremos a y b.

Practica y prueba con las funciones que desees y luego me cuentas al
respecto. Pero como tarea especifica te pido que consideres en tu
analisis la funcién f(z) = z ylos intervalos [0, 3], [—3,0] y [—3, 3].

—Pues me voy al oculista a que me revise mi visiéon y me recete los
cristales adecuados...

199



n
b ;
[ tgdx= lim Y f(§) Ax =135 Ax=2"2
a e n
Suma inferior =11 < 13,5 < 15,5= Suma superior

Areade f(x)en [0, 3] = 13,5

r‘ ’n

/

f(x)= | -0.5x"2+6

" Ayuda )

A
v

0,00 b

3,00

da

Escena 3.2. Area bajo la curvay su relacién con la integral definida
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—Es conveniente, pero previamente mira atentamente en la
siguiente escena.

—Ya era hora que volviera a incluir "segmentos de ocio" en su
discurso jVaya mareo, profe, al moverme las imagenes!

—No, Paco, yo no te muevo las imagenes. Son imagenes fijas, pero
como se indica en el texto inicial eso es lo que tu percibes. Los ojos
transmiten a tu cerebro y en éste se crea la ilusidon. Ya no es que
tengas una vision limitada para ver objetos pequenos, sino que,
ademas, lo que percibes puede ser objeto de interpretacion errénea.

—Comprendo, profe. Es como cuando hago un examen que, a veces,
mi percepcion es de excelencia y luego la suya es de un aprobadito
raspando el suspenso...
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—iO suspenso!... Lo que citas es otro tipo de percepcién, yo me
estaba centrando en el aspecto visual, pero efectivamente estamos
en ese contexto. Este tema es tratado en numerosas peliculas en las
gue alguien inocente es condenado ante la declaracién de un testigo
o testigos que perciben erroneamente lo acaecido. Por ejemplo, te
recomiendo la pelicula "Milagros inesperados" o "La milla verde".
Toma un buen asiento, que son 180 minutos, y un gran panuelo...

o
B video

ﬁnr{’ Milagros Inesperados # Trailer ©
'

L)
’ '
¥
»

Ver mas ta... Compartir

Ver en 2 Youlube

—Advertido quedo, que soy sensiblero en la intimidad.

—Y si quieres ampliar sobre el tema de la percepcion te recomiendo
esta unidad didactica sobre "La Gestalt" y este entretenido
fenaquistiscopio.
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—Si me entretiene con tanta actividad interesante ;como quiere que
saque tiempo para la tarea que me encomendé?

—Porque en la proxima sesion te preguntaré por tu analisis y sobre las
conclusiones obtenidas y... evaluaré tu aprovechamiento.

3.1.6 Area de un trapecio curvilineo
—Paco, ;cémo te fue en tu analisis de la integral definiday el area?

—Le detallo profe. Preparé unas imagenes para mi exposicion.

b n b n

ff(x)dx= {im fE)Ax= 45 ff(x)a!x= m X f(§)Ax= -45

a n=w =1 a n = =1
Suma inferior = 4,496 < 4,5 < 4,505 = Suma superior Suma inferior = -4,505 < -4,5 < -4,496 = Suma superior

Areadef(x)en [0, 3] = 4,5 Areadef(x)en [-3, 0] = 4,5
Al Al
v . 4
a b b

—La imagen de la izquierda se corresponde a f(xz) =z en [0,3] y
determina un tridngulo de base 3 y altura también 3. La escena indica
que la integral definida vale 4, 5, se observa que las sumas inferiores y
superiores se aproximan a ese valor y el Area seria también 4, 5. Todo

concuerda con el calculo del area de un triangulo de esas dimensiones

que es W — % = 4, 5. Pero en la imagen de la derecha que es

en el intervalo [—3, 0] la integral definida dice que es j—4, 5!, es decir,
gue es negativa.
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—Bien, Paco ;qué mas?

—Pues inicialmente me surgié la idea de que ya estaba usted
moviéndome las imagenes para que mi percepcion fuera errdnea,
pero después, recapacité y reflexioné acerca de por qué daba el valor
negativo. Y con mucho esfuerzo y con las gafas matematicas bien
graduadas, observé que los productos f(§) Az que intervienen en las

sumas de Riemann son negativos ya que la funcion f es negativa en
ese intervalo.

—Estuviste observador e inspirado...

—Y para calcular el valor del area basta tomar el valor absoluto de la
integral definida en ese intervalo. El area seria el valor absoluto de Ia
integral...

—Vas bien, pero...

b

ff(x)a'x= lim Z.f(f,-)ﬂ*'= -0
. i=1

n —%xo =

Suma inferior = -0,018 < -0 < 0,018 = Suma superior

Area de f(x)en [-3,3] = 9
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—El pero me lo puse yo solito cuando
estudié la funcién en el intervalo
[—3, 3]. Laintegral daba cero, bueno
pone menos cero, y el dreaindica
nueve que es el valor correcto
resultante de sumar 4,5y 4, 5 que es
el area de cada tridngulo.

—Lo de "menos cero" es porque se
estd reflejando un valor calculado de
manera aproximaday la escena de
Descartes detecta que es proximo a
cero pero con valor negativo.
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A todos los efectos practicos cero y menos cero es lo mismo, aunque
no acostumbramos a poner menos cero. De ahi tu extraneza. jSigue,
sigue!

—Si seguir, segui pensando... podia haber rodado una pelicula de la
misma duracién que la que me recomendd... pero lo Unico que se me
ocurrio es que los valores de f fueran siempre positivos en las sumas

de Riemann, es decir, tomar la funcién valor absoluto de f.

Z |F(&n)|(@n — Tn—1)

—iGenial! de partida valoro positivamente tu analisis y ain mas que
hagas una propuesta. Tu alternativa interpreto que es definir el area
del trapecio curvilineo determinado por la funcién f en el intervalo

[a, b] como:

Af a,8]) = 3 1F(E)|(n — ) = / f(z)|dz

—Bueno mi propuesta seria redefinir la integral definida como el
sumatorio indicado, es decir, con los valores absolutos de la funcién

f(=).

—Comprendo tu planteamiento, pero fijate que tu mente esta
centrada en el calculo del area y sin embargo la integral es en
definitiva una suma de cantidades y éstas, en general, pueden ser
positivas o negativas. Por ejemplo si sumo los desplazamientos
(velocidad por tiempo) que hace un moévil en una direccion, en
diferentes intervalos de tiempo, en estos habria que considerar que
la velocidad sea positiva o negativa pues indicaria el sentido del
desplazamiento.
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Por ello yo optaria por mantener la definicién de la integral definiday
cuando quiero aplicarla, en este caso, al calculo del area optar por
decir que ésta requiere realizar la integral definida pero de la funcién

valor absoluto de f. ;Me explico?

&7

f(x)

| _Ayuda |Rectangu|os supenores

A - B

—Creo que si. Usted me vende una herramienta, la integral definida,
y lo que me indica es que la use adecuadamente en cada situacion...

—iBrillante, Paco! Hoy estas muy lucido, vaticino que en un futuro
préximo tengo asegurado que tendré una sombra en la que reposar...
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—Me adula y me valora en exceso, pero trataré, al menos, poder
aportar y portar algun quitasol que le agrade... Sigo sus indicaciones y
si ahora considero f(z) = |z| en [3, —3], entonces la integral nos da

el area. jGuay!

—Muy bien, Paco. Compruebo que has asimilado perfectamente el
concepto de integral definida y su aplicacion en el calculo del area,
pero permiteme que te muestre qué acontece cuando consideramos
el valor absoluto de una funcién. En la parte superior de la siguiente
escena esta representada una funcién (puedes introducir la que tu
desees) y en la parte inferior se refleja su valor absoluto. En verde se
refleja donde la funcion es positiva y en amarillo dénde es negativa.

=7

f(x) = [x*sen(x"2)/2

[f(x)| = |x*sen(x"2)/2|

—Al tomar valor absoluto la funcion es siempre positiva o nula y la
integral coincide con el area. jListo!
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—O dicho de otra forma los intervalos donde f(z) > 0 el area
coincide con el valor de la integral y donde f(z) < 0 el drea es el

valor de la integral cambiada de signo, pero habra que determinar
esos intervalos. Volveremos a esta situacion mas adelante porque
ahora hemos de detenernos en como abordar el calculo de la integral
definida.

3.2 Calculo de laintegral definida

—La definicion de la integral nos marca qué calculo hemos de hacer.
Habra que calcular una sumay un limite.

N

b
/ f(z)dz = lim f(&)(zn — xp1)

1Pl=0 =]
—Si Paco, a nivel teérico ha quedado perfecto, pero analicemos en
detalle todo lo que eso representa.

0) Hemos de partir de una funcién que sea integrable Riemann! en
[a, b].

1) Tendremos que considerar una sucesion de particiones cuyo
didmetro tienda a cero. Como ya hemos indicado, bastaria que
tomasemos particiones regulares z,, = a + nAx,0 <n < N, con

Az = b_T“
b —a N
flz)dz = lim ——% " f(&)
a n=1

14 ~. . - . . . . ,
Si f es continua, o acotada con un numero finito de discontinuidades, o monotona
creciente o decreciente, entonces es integrable Riemann.
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2) A continuacién hemos de seleccionar los valores §,,1 <n < Ny
Tp_1 < &, < x,enlosqueevaluar lafuncién f.

3) Abordar el célculo 25:1 f (&), el cual nos dara una expresion que
depende de N.

4) Y finalmente calcular el limite de la expresién anterior cuando
N — o0

—El lenguaje matematico engana, lo que tiene expresado en una
expresion que ocupa una linea ha tenido que detallarlo en una pagina.

—No enganfa, al contrario su bondades se centran en su concision y
precision. Yo he querido detallarte paso a paso lo que hay que hacer
buscando que seas consciente de lo que representa el calculo de una
integral definida y en especial quiero que nos detengamos en las
sumas que hemos de realizar. Por ejemplo, Paco, ;puedes calcular la

b
/ 5dz aplicando la definicion?

3.2.1Integral definidade f(z) = k

—iManos a la obra! f(x) = 5. Considero las particiones regulares
indicadas antes por usted donde x,, = a + nAz y tendré que elegir

Tn—1 < &, < z,. En este caso dado que f(z) es constante siempre
f(&,) = 5yhede calcular

N N
D flé) =) 5=5N
n=1 n=1
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Es 5N porque sumar [N veces b es ese valor. Y ahora he de calcular,

para N — o0, el limite de Z f(&) = —5N gue en este

caso no depende de N vy por tanto Ia integral tiene por valor 5(b —

a).

—Muy bien Paco. Al ser f(z) =5 > 0 en [a, b] el valor de la integral
coincide con el area delimitada por f(z) en ese intervalo, que es el
area de un rectangulo y en este caso de valor 5(b — a). Todo cuadra
¢verdad? y nunca mejor dicho aqui lo de "cuadra”. Mira la imagen:

5

a b

b
—:Y sifuera / kdx, siendo k un nimero real?
a

—No hay que gastar muchas energias mas. El resultado es k(b — a).

—Perfecto. En este caso hay que matizar que si k < 0 entonces el
valor de laintegral es k(b — a), pero el del drea seria |k|(b — a). :Qué

b
me dices acerca de calcular / xdx?
a
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3.2.2 Integral definidade f(z) =

—Le veo venir profe. He de ser precavido y vaticino problemas.

—Nada que no pueda resolver un alumno prudente y trabajador, y
mas contando con la ayuda de su profesor...

—iA ello voy!. Como antes, particion regular. Como &, ha de elegirse
en [z, 1,z,] voy a optar por tomar &, = z, = a + n22, luego
f(€n) = a+ n’2 y el sumatorio a calcular serfa:

nﬁ;m z( _a)

—No fue dificil llegar aqui...

—LLegar no, pero otro cantar sera el poder salir... Ese sumatorio se
corresponde de manera detallada con:

(a—l-lb]:fa)—i—<a+2b_Ta)—l—---+(a—|—ij_Va)

Y reagrupando términos lo que tenemos por un lado es la suma de a,
NN veces, y por otro lado sacando factor comun b;N“ quedaria

b—a

Na+(14+2+---+N) N

—Bien Paco, lo que has razonado se puede escribir directamente asi:

N b—a N b—a N
E (a—|—n N ):ag 1+ N E n
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Es decir lo que acabas de senalar es que gracias a la propiedad
asociativa, conmutativa y distributiva de los numeros reales el
sumatorio de una expresion que contiene sumas se puede
descomponer en la suma de sumatorios y si una expresién que no
depende del indice del sumatorio va multiplicando puede extraerse del
sumatorio.

N N N
Z(cwneryn) :can+Zyn
n=1 n=1

n=1

—iEso era justamente lo que yo iba a escribir! Y siguiendo con mi

N
calculo lo que usted ha escrito Z 1 vale exactamente N y he de
n=1
N
calcular Zn =1+2+...+ N es decir, los N primeros numeros
n=1
naturales.

—¢Y cuanto vale esa suma?

—ila sé, profe! es una progresion aritmética de diferencia 1, pero
ademas el procedimiento de calculo es muy sencillo

1 +2+-++N-1+N
N4+N-—-1+---+2+1

N+1+N+1---+N+1+N+1

He sumado dos veces los [N primeros niumeros naturales y he obtenido
que el resultado es N (N + 1), por tanto:

al N(N +1)
>on - S
n=1 2
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—Las neuronas las tienes hoy muy participativas y colaborativas. Has
calculado este sumatorio —eso mismo dicen que hizo Gauss en su
mas tierna infancia—, pero no olvides que estabamos calculando una
integral y lo que has llegado es a que:

b_aif(fn):b_a<Na+b_aN(N+1))

N £ N N N
(b— a)2(N +1)
=(b—a)a+
(b—a) SN
—:;No sabia profe que me llamo Paco Gauss? Ahora tengo que tomar
- (b—a)?
limite cuando N — oo cuyo valor es (b—a)a + g que

simplificando nos permite concluir que:

b 2 2
b a
d = — — —
/a TR T
iObjetivo conseguido!

—Asi es Paco. Pues ahora...

—Ahora le veo venir, estos pasos se parecen a cuando empezamos a
calcular primitivas que inicid con las potencias y las integrales
inmediatas y luego continué ensenandome métodos de integracion.

—Si, haremos algo analogo, pero de una forma breve. En el calculo de
las integrales anteriores he querido que valores y seas consciente de
la dificultad que representa el calculo de una integral definida, que
observes que es necesario aprender a trabajar con sumatorios y
también la necesidad de calcular su valor para poder tomar limite
posteriormente.
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Pero no vamos a adentrarnos mucho en ellos, pues gracias al Teorema
Fundamental del Calculo que ya te he citado con antelacién, después
no necesitaremos realizar estos calculos para hallar el valor de una
integral definida. No obstante, nos vendra bien aprender un poquito
sobre los sumatorios!®> y también como saber calcularlos usando los
asistentes matematicos.

—iBien! echaba de menos a esos listillos.

—No sé, no sé, quién es el mas listillo de este aula... Si te parece, Paco,
voy a comenzar a hablar de los sumatorios como si fuera la primera vez
gue los vieras y asi podemos concretar notaciones y terminologia y
aclarar posibles detalles que me haya podido saltar en el uso realizado
hasta ahora en la integral definida.

—Estupendo profe. Me vendra muy bien ese planteamiento.

3.3 Sumatorios

—Paco, ;qué puedes decir de la siguiente expresién
1+24+3+4+5?

—Que es la suma de los primeros cinco nimeros naturales.

—Correcto. Si en lugar de cinco quisiéramos indicar la suma de los mil
primeros numeros naturales ;cémo lo harias?

—Escribir los mil sumandos no seria ni légico, ni operativo. Lo que
haria es escribir unos pocos, los del principio y los del final y puntos
suspensivos en medio. Es decir,

1+2+3+---+998 +999 + 1000

15 - , . . .
Aquellos lectores que quieran centrarse en el calculo integral pueden obviar esta seccion
dedicada a la introduccién a los sumatorios.

214



—Me parece bien, pero ahi estas presuponiendo que quien vea esa
expresion ha de hacer una interpretacion que no esta explicitamente
indicada. Esa interpretacion es que el lugar ocupado por los puntos
suspensivos sigue una pauta o regla que ha de adivinar quien la vea.

—Pero es facil de interpretar esa regla.

—Sea facil o dificil, lo cual dependerd de cada situacién, estara
forzado a obtenerla, es decir, ha de centrarse en detectar la logica ahi
inherente, y puede ser que lo obtenido no sea lo que se deseaba. Una
alternativa que podemos hacer es darle la regla mediante una
expresion algebraica y también indicarle en o para qué valores ha de
aplicarla. Asi:

1000
14+2+43+--- 4998+ 99 + 1000 = »

i=1

Utilizamos la letra griega sigma mayuscula, X, para indicar que se va a

sumar, por ello se habla de notacion sigma y se dice que se tiene un
sumatorio.

e En la parte inferior de sigma se indica el nombre del
parametro —una letra— que va a ir varidndose,
incrementandolo cada vez en una unidad, es el indice del
sumatorio. Este se iguala al valor inicial que hay que darle. Es
el denominado limite inferior.

e El limite superior, encima de sigma, marca el valor maximo a
alcanzar.

¢ Finalmente se expresa, en funcion del indice seleccionado, la
expresion a sumar o término general.
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El ejemplo anterior se leeria como "sumatorio de i con valores de (o
desde) i igual a 1 hasta 1000". Obviamente el nombre asignado al
parametro no es significativo, a veces se dice que el nombre el mudo,
por si mismo no indica o representa nada. Por ejemplo:

1000 1000
D =D k
i=1 k=1

—iEstoy atento, profe! {Siga, siga!

— iSigo, sigo! En general param < n tenemos:

n
Zai:am+am+1+"'+an—1+an

i=m
Este sumatorio tienen — m + 1 sumandos.

También puede expresarse con notacién funcional como

Zn:F(z') =F(m)+Fm+1)+---+F(n—1)+ F(n)

3.3.1 Propiedades de los sumatorios

Citemos algunas propiedades de los sumatorios:

m—+1

v P1. ZF(z’) = ZF(@') - Z F ()

! P2. ZCF(Z') = cZF(i)
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7

n

P3. Y (F(i)+ G(i)) = > F(i)+ Z G(i)

i=1 =1

E indiquemos los sumatorios de algunas potencias:

J

7

n 10 10
P4. Zl:n Ejemplo. 25:521:5.10:50

P5. Zz—n—H Ejemplo. ;z—¥:15
PG §Z2_n(n—|—1)ﬁ(2n—|—1)

Ejemplo. ilf _ 2 66' 155

p7 2": 3 M (n4—|—1)2 _ (zn:z)2

5
Ejemplo. Y i* = ﬁ = 225

i=1

n(n+1)(2n +1)(3n? +3n — 1)
P8. Y it=
Z 30

5-6-11-89
Ejemplo. §: 4:—:979
Jjemplo () 30

i=1
n+1 5 ) 2 — 26

n ,L'_a/_a/ . i .
P9. ;a = —— FEiemplo. ;2 =75 =62

iVale, profe! ;Va a continuar? Porque queda muy bonito, pero he de
hacer continuos actos de fe en que eso es verdad. De la propiedad P1
ala P5 las he trabajado e incluso la he deducido yo, pero el resto... me
obliga a preguntar ;por qué?
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—iY yo estoy muy contento de que lo hagas! Es un indicador de tu
avance como cientifico. Todos esos resultados tienen su
demostracion, pero no es mi objetivo detallartela. Como te dije lo que
quiero es que compruebes que hallar sumatorios requiere su estudio
y un arduo trabajo, y que éste es el paso previo necesario para poder
abordar el calculo de la integral definida. Marcado esto no voy a
insistir ni a relacionarte mas resultados de otros sumatorios, después
veremos como calcularlos de manera asistida.

;Qué te parece si basandote en los resultados anteriores resuelves
los siguientes ejercicios? Aqui te dejo una escena para verificar la

solucién, pero consultala unicamente después de haberlo intentado
tu.

[ 7||
Cuestionario de respuesta escrita 0

S“Hp'latorio Resultado

¥ 4 =

f=1

¥ -1y >

kT

¥ i2i-1) |

=1

[ L]

2 (ke l)? »

k=2

[ 3

Z U!"'-"'f >

.r=l

¥ @i-2 |

il

¥ s+ |

=1

iEscribe las respuestas y haz clic en verificar!

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!
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3.3.2 Sumatorios en asistentes matematicos
—Paco, ;cémo te fue con los sumatorios?

—Bien profe, era practicamente aplicar las propiedades que me
relacioné y cuando habia alguna potencia de un binomio desarrollarla
previamente.

—iExcelente! Pues vamos ahora a ver como usar nuestros asistentes
matematicos para poder calcular un sumatorio.

—Se refiere a Maxima o cualquier otro programa de algebra
simbdlica o también se puede usar Excel, en estas hojas de calculo
hay precisamente un botén etiquetado con 2?7

—En Excel puedes verificarlo siempre que sea una suma numeérica
(que el indice inferior y el superior sean numeros fijados y que
generes los sumandos a partir del término general del sumatorio) y
iclaro! si sabes manejar bien Excel para ello. Sin embargo, para hacer
un sumatorio simbdlico tienes que acudir a un programa de calculo
simbdlico.
10 n
Te voy a ilustrar cémo resolverias Z k? o Z k* usando Maxima y
k=1 k=1
GeoGebra, y al final de esta sesion hallaras una escena interactiva
que he disenado con el editor de Descartes para verificar tus
resultados. Es de observar que las ultimas versiones de GeoGebra
han incorporado el CAS de Maxima.

7
= [ v sS5s ON g x=[lx= | &l &
b Vista Algeb‘ P Calculo Simbdlico (CAS)

—iOlvidé qué significa CAS!
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Me gusta que no dejes ninguna rueda suelta. El acronimo CAS viene
de la expresion inglesa "Computer Algebra System" (Sistema algebraico
computacional, en espaiol) o, como lo venimos diciendo, programa
de calculo simbdlico. Bueno, veamos cémo usar los sumatorios en
diferentes herramientas.

Sumatorios con GeoGebra

En la herramienta de GeoGebra activas la vista CAS y escribes el
sumatorio con el formato suma(exp, i, n, m),donde exp
corresponde a la expresion del sumatorio (k2, por ejemplo), i es el indice

usado (k, para el ejemplo) y n y m ya sabes que son los limites inferior y
superior respectivamente.

Prueba en el siguiente interactivo, escribiendo suma(i72,1,1,n):

E =~ v %) Ny x= x= Q E

10

1 ZH

k=1

— 385

=

iz | Entrada... @
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En este caso tenemos la herramienta de GeoGebra en espanol, si usas
la version en inglés el codigo seria sum(exp, i1, n, m)

Sumatorios con WxMaxima

Con esta herramienta, para cdlculos numéricos, usas el cédigo
sum(k”2,k,1,10); pero, para cdlculo simbdlico, debes usar un cédigo

como sum(k”*2,k,1,n),simpsum;. Observa la siguiente imagen
animada:

Maxima on line

sum(i"‘2,i,1,n},I impsum;

Yamm

simpsum es una variable utilizada con una estructura para que
Maxima realice la suma simbdlica.
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Finalmente, usaremos la popular herramienta "Desmos"1¢.

Sumatorios con Desmos

Esta herramienta es util para cdlculos numéricos en sumatorios. No
existe un codigo para incluir, pues la construccion del sumatorio se hace
grdficamente, tal como se muestra en la siguiente imagen animada (haz
clic sobre ella).

Grafica sin titulo

8 &

—Magnifico profe. Practicaré con los ejercicios que me propuso en la
sesion anterior.

16 Desmos es una calculadora graficaimplementada como una aplicacion de navegador y una
aplicacion movil. Hasta septiembre de 2012, habia recibido alrededor de 1 millon de
ddlares estadounidenses de los fondos de Kapor Capital, Learn Capital, Kindler Capital,
Elm Street Ventures y Google Ventures (https:/es.wikipedia.org/). Ademas de permitir
representar graficamente tanto ecuaciones e inecuaciones, también nos permite calcular
integrales y, obviamente, sumatorios.
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—Como esos ejemplos eran sumatorios numéricos puedes usar,
similar a Desmos, esta escena de Descartes que te he preparado.
Puedes introducir el término general que desees utilizando el indice ¢

&7

| = 15

—Aunque no sirva para calculo simbdlico, le quedd muy graciosa esta
escena.

—Gracias. Realmente es muy simple lo Unico que hace es lo que
hariamos nosotros si hiciéramos la suma sumando a sumando, es un
mero bucle, pero claro como el ordenador es rapido parece que
aplicara alguna férmula.

3.3.3 Aplicacion de los sumatorios al calculo integral

—Paco, toda la experiencia que has adquirido con los sumatorios
merece aplicarlay practicarla en el calculo de integrales definidas. Ya
hicimos el célculo de las integrales de f(z) =k y f(x) =z en el

intervalo [a, b], ¢lo haces para calcular el drea del trapecio curvilineo
determinado por f(z) = z? en [0, 3]? Lo podriamos hacer en un
intervalo genérico [a, b], pero asi tendras que calcular menos.
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—ijComo no hacerlo! Ya le mostré que esto se me daba muy bien y se
que usted insiste para subirme la nota hasta el infinito y jmas alla!

—El infinito lo vas a necesitar en tus cdlculos, pero tu nota esté
acotada...

—Si profe, acotada y determinada por una sucesion de intervalos
4

encajados que definen al nimero Z k
k=1
—Muy habil y acertado tu planteamiento, pero ponte manos a la obra
4

no vayan a encajonarse los intervalos determinando a E k
k=—4

—Lo siento profe, pero los sumatorios con limite inferior negativo no
me los ha ensefado y no pueden entrar en examen... jNo me mire asi!
iMe pongo a calcular!...

Me esta pidiendo el area y no la integral por tanto he de verificar
primero donde la funcién es positiva y donde es negativa. Pero en este
caso f(x) > 0 siempre y consecuentemente el area coincide con el

valor de laintegral.
—El limite inferior del sumatorio pasé aser k = —3.

—iBien, pero insuficiente! jLo mejoraré! Continlo considerando una

. . a
particion regular x,, = a +n con 0 <n < N, que en este caso
3-0 _ 3n

N N

particularseraz, =0+ n

—Se puso como limite inferiork = —2.
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—Antes que se me olvide esa funciéon es continua y por tanto
integrable Riemann. Escojo para calcular el sumatorio de la integral

En = xxp = %" Por tanto evaluo:

N
3 n\ 2
&0 =52 (¥)
iy
N n=1
_ 272N*43N’+ N
e 6

o

||M2
] =

Donde he aplicado el resultado del sumatorio que obtuvimos con
WxMaxima o si quiere he desarrollado N(N + 1)(2N + 1) en su

formula.

—iBien, Paco! El limite inferior actual es k = —1. Te queda un paso
final...

—Si, el calculo del limite cuando N tiene a infinito de la expresion

3 2
AN BN +2TN y este limite vale {21! que son los coeficientes de la

maxima potencia en el numerador y el denominador, los que
determinan el limite. La integral, por tanto, vale 9. Y si se trata del

area del trapecio curvilineo entonces seria 9 unidades cuadradas.

—Paco, jTienes un CERO!...
—:Cbmo? Si estoy seguro que lo hecho jMUY BIEN!...

—iTienes UN CERO en el limite inferior del sumatorio!
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—iMuy habil, profe!... Mire le he hecho la gréfica para que observe la
figura a la que le acabo de calcular el area, la que tiene 2 unidades
cuadradas... y si quiere le regalo su indice kK = 0 en el sumatorioy me

guedo sumando sélo desde k = 1 ;Le gusta mi regalo?

£

—La figura me gusta y tu perspicacia con los sumatorios también.
iEnhorabuena! Me veo preparando la maleta para mi pronta
jubilacion, observo que hay al menos uno que podra contribuir a
pagar miretiro.

—No quiera acelerar tanto, mejor siga preparando a mas alumnos y
disfrute con nosotros.

—Si seguir yo sigo vy sigo, pero el problema del docente es que, en su
aula, el inico que cumpleanos es él.

—No entiendo profe.

—Facil, Paco. En mi aula mis alumnos cambian, pero ellos siempre
tienen la misma edad, el Unico que siempre suma soy yo. El
"sumatorio" de mi aula soy yo.
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—Vaya profe, le encontré en un momento de esos en los que uno esta
blandito. Sumar anos sumamos todos, somos sumatorios, aunque su
percepcion sea la de estar en una subjetiva burbuja atemporal ajena.
Pero yo he de sumar otro aspecto adicional. Usted ademas de
sumatorio es "productorio” ;se dice asi?... Su saber se multiplica en
todo su alumnado.

iGracias Paco me levantaste el animo!... Efectivamente al igual que
hemos estudiado sumatorios, matematicamente se analizan los
productos, los denominados productorios, si bien esa palabra no esta
reconocida por las academias de la lengua espanola. jTe mereces un
espacio temporal de ocio! por tu demostrado aprendizaje y por
potenciar mi optimismo (suma, producto, potencia...).

—iGracias, "exponenciador"!

Arrastrajlasjpiezas{dellalderechajhaciajla
plantillajjhastafarmarlalimagen

(N Sinjmuestrai {NOtralimagen )
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3.4 Propiedades de la integral definida

—Paco, vamos a seguir avanzado en nuestro aprendizaje y a tratar de
evitar el calculo del sumatorio y del limite en una integral definida...

—Para una cosita que domino me dice que la vamos a evitar.

—Conceptualmente la dominas, y también operativamente lo has
demostrado, pero en general es dificultoso para ti y para todos. Asi
pues, aplicamos el principio de economia de esfuerzos y usamos
nuestra cabeza para tratar de mitigar el movimiento de mente y manos
dedicado arealizar "calculotes".

A partir de las propiedades de los limites y de los sumatorios se
demuestran las siguientes propiedades de la integral definida:

1. El valor de la integral definida cambia de signo si se permutan
los limites de integracion.

/abf(:z;)da: = — /ba f(z)dz

2. Silos limites de integracion coinciden, la integral definida vale

cero.
b
[ fa)de -

3. Sicesun punto interior del intervalo [a, b], la integral definida
se descompone como una suma de dos integrales definidas en
los intervalos [a, c] y [c, b].

/f dw—/f(zcda:—!—/f(w

228



4. La integral definida de una suma de funciones es igual a la
suma de integrales.

/ab (f(a:) + g(CE))d:c = /abf(w)d:c + /abg(x)dac

5. Laintegral definida del producto de una constante ¢ por una
funcidén es igual a la constante por la integral de la funcion.

/abcf(a:)d:c = c/abf(:c)da:

6. La integral definida mantiene las desigualdades entre
funciones.

Si f(z) < g(x)Vz € [a, b], entonces

/f d:c</ g(z)dz

En particular sif > Oen [a, b], entonces:

/f )dz > 0

7. Elvalor absoluto de una integral definida es menor o igual que
laintegral del valor absoluto.

’/abf(w)dw’ < /ablf(a:)\dx
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—Bonito conjunto de propiedades. Observo que se repite una
propiedad de las integrales indefinidas y de los sumatorios. Integral
de la suma, suma de las integrales e integral de una constante por una
funcidn es la constante por la integral.

—Si, Paco, todo esta relacionado, no es casual. Esas propiedades, las
numeradas aqui como 4y 5, establecen la linealidad de la integral.

Y aunque a mi no me gusta escribir cosas que no se cumplen, porque
el alumnado suele tener tendencia a aprender lo contrario, te indico
que lo que se cumple para la suma (o restal’) no es cierto para la
multiplicacion (o division). Veamos un ejemplo, es decir, un
contraejemplo que muestra que:

[yt ([ aaw)( [ 2ac)

la primera integral la calculamos antes en el caso particular en el que

a=0vy b=3, pero en general vale g— % y las del segundo

miembro también la hemos calculado. Podemos ver que
¥ ol 2 a?\ /b a?
3 57z 2)E %)
—En la integral indefinida se vi6 que no se cumplia eso. No se

preocupe profe que ya me he aprendido que la integral de un
producto jesigual al!...

—iEs igual... al mamporazo a tu intelecto que te merecerias como
termines la frase! ;Ves por qué no me gusta citar lo que no se cumple?

17 . . .
En un conjunto con estructura de grupo, suma y resta son algebraicamente la misma
operacioén ya que restar es sumar el opuesto. Andlogamente para producto y cociente,
pues dividir es multiplicar por el inverso.

230



Porgue la ciencia no es una fiesta de cumpleanos donde se piden
deseos, sino una verificacion de la verdad (aunque sea sélo verdad
cientifica y no una certeza absoluta).

Pasemos al resultado que nos aportara un procedimiento mejor para
calcular las integrales definidas...

—¢Asi tal cual? ;Sin anestesia, ni nada?...

3.5 Teorema fundamental del calculo
infinitesimal

—Aunque para algunos autores se habla del teorema fundamental
del calculo como un Unico teorema, otros lo plantean como dos.

Nosotros aqui lo planteamos de esta segunda forma.

3.5.1 Primer teorema fundamental del calculo

Si f(x) es una funcién continua en [a, b], consideremos la funcién
F(x) que viene definida en ese intervalo |a, b] como:

F(z) = / " Ft)dt

Entonces F'(z) es diferenciable y

dF (z) = f(w)da:)

—iGuau! Y luego dice que los matematicos no son magos... Lo que me
indica es que F'(x) = f(z)... o lo que es lo mismo que F'(x) es una

primitiva de f(x).
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—No a lo de ser magos y jsi! alo de la primitiva. Y aunque lo que has
escrito es correcto, es preferible la notacion de diferencial porque
refleja el por qué dentro o a continuacién del simbolo de la integral
ponemos f(t)dt, lo cual como vimos es imprescindible que aparezca

cuando calculdbamos primitivas haciendo cambios de variable. Por
cierto no me preguntaste nunca sobre el que apareciera f(t)dt o

f(x)dx —aunque la variable usada sea muda—.

—Ni usted se pard a comentarmelo... iClaro, usted tenia delante suya
los planos de todo el edificio y a mi me mostraba sélo trocitos... del
elefante!

—Cierto, pero asi suele plantearse el aprendizaje académico.
Mientras que el aprendizaje que aborda un investigador es ir dando
bocados al elefante y a ver a que sabe...

Escribiendo en detalle el teorema anterior tenemos es que:
x
d/ f@t)dt = f(x)dzx
a

—Dicho con mis palabras que la d se simplifica con f y viceversa.

—Tu sabes decirlo mejor, no te ubiques en posiciones linglisticas
simplistas. jLa diferencial y la integral son operaciones inversas!
¢Queda mejor expresado, no te parece?

—Si, claro que si. Pero necesito su énfasis al pronunciarlo para que
guede grabado en mi mente.

—iNi que yo fuera un marcador de reses! Bueno si te sirve, lo repito:
iLa diferencial y la integral son operaciones inversas!
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3.5.2 Segundo teorema fundamental del calculo o
Regla de Barrow

Si f(x) es una funcién continua en [a, b] y F'(x) es una primitiva de
f(x), entonces:

b
[ @z = F@) - Fla)

—iNada mas y nada menos! pero este nuevo gigante llamado Barrow
no supo marcar mi mente, no comprendo lo que afirma...

Isaac Barrow (Londres, octubre, 1630 - Londres, 4 de mayo, 1677)
(https://es.wikipedia.org/)

233


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/imagenes/barrow.png
https://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Barrow

—Pues veras como si te deja marcado y estaras eternamente
agradecido a su saber y generosidad al compartir el resultado... Te
traduzco al lenguaje coloquial:

Si queremos calcular ff(a:)da: lo que primero hemos de hacer es
hallar una primitiva F'(z) de f(z) y finalmente se evalda la primitiva
en by en ay su diferencia es el valor de la integral. El valor de la

primitiva en el extremo superior menos el valor de la primitiva en el
extremo inferior.

—O sea que me olvido de los sumatorios y del limite de estos, y lo
unico que hago es calcular una integral indefinida y evaluarla en dos
puntos. Ahora veo por qué primero aprendimos a calcular integrales
indefinidas. Agradecido a Barrow, pero tampoco es ningun chollo
iqué calcular primitivas no es ni siempre facil, ni siempre posible!

—Correcto, Paco. Pero si tengo la primitiva, tengo facil el calculo de
la integral definida. A propdsito Paco por qué decimos que tomamos
una primitiva si tiene infinitas, ;da igual la que tomes?

—Razonemos, profe. Si tomo otra primitiva G(z), ésta es igual a la
anterior mas una constante: G(x) = F'(z) + C. Si aplico la regla de
Barrow a G(z), tenemos

G(b) — G(a) = F(b)+ C — (F(a) + O)
=F((b)—F(a)+C-C
F

iLo mismo da, que da lo mismo!

—Estupendo. La regla de Barrow también se denomina regla de
Newton-Leibniz. Barrow fue profesor de Newton.
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A continuacidn tienes una escena con algunos ejemplos.
—Voy a verlos...

—Paraello, pulsa el botén correspondiente:

Escena 3.3. Escena de Norma Patricia Apodaca Alvarez con licencia CC by-nc-sa

—Pues visto lo visto, jgracias a Barrow que me ha dado tanto...!

— Pues yo tampoco me resisto, pero mas globalmente, a jDar gracias
alavida...!
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OR)
n Video

-
TN- Violeta Parra "Graciasalawvida” © ~»

e | || | Mef mas ta_. @ dCompartir

Ver en E3YouTube

Video 3.1. Violeta Parra "Gracias a la vida"

Gracias a la vida, que me ha dado tanto
Me dio dos luceros, que cuando los abro,
perfecto distingo lo negro del blanco,

¥ en el aito cielo, su fondo estrellado,

y en las multitudes, el hombre que yo &mo. ¥ el canto de ustedes gue es &l misma canfo

Gracias a la vida que me ha dado fanto ¥ el canto de todos que es mi propio canfo
Me ha dado el oido que en fodo su ancho
Graba noche y dia grilos y canarios
Martillos, turbinas, ladridos, chubascos

¥ la voz tan fierna de mi bien amado

Gracias a la wida, gracias & fa vida

Violeta Parra
«wGracias a la vidas

—iQué linda cancidén! Refleja detalles que son el soporte de nuestra
vida y que diariamente no valoramos... jGracias también a usted por
enlazarla! y por sus ensefianzas.
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—Gracias también a ti, Paco... Hoy se adentré la vida cotidiana, los
sentimientos en nuestro aprendizaje matematico. Pero continuemos
gue hemos de forjar nuestra preparaciéon técnica y cientifica para
mejorar nuestra sociedad.

Una cuestion de notacion. Hay tendencia a escribir la regla de Barrow
de la siguiente manera:

Es decir, se escribe la primitiva y a continuacién el cierre de un
corchete y el extremo inferior y superior de integracion.

—Siempre hay caprichosos en todos sitios...

—Si, no es una cuestion trascendental, aunque si comoda. Y cémodo
1

te has de sentir caIcuIando/ (x> + 2 — bz)dz
-

—Casi tanto como en la playita en una hamaquita, oyendo musiquita
con los coleguitas... de marchita...

—Rompiendo el descansito de los del al ladito... {Marcha!, pero
calculando laintegral jya!

—Es que Barrow y usted me lo han puesto tan facil que me motiva lo
justito... pero alla voy. El integrando puede descomponerse en tres
integrales inmediatas, pues son potencias, y mentalmente se obtiene
que

1 4 3 251
3 o zt oz x
—sa)de = =+ = - 57 ]
/_2($ e $)$ 4+3 212
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Sustituyo en la primitiva z = 1y tenemos - + 512 = _1—223 Y al
sustituir x = 2 obtenemos 326.ASI pues

1 _—23  -26, 8L 27

—Bien, pues sigue demostrandolo calculando las integrales definidas
siguientes aplicando laregla de Barrow.

4 )

5 2 ™
1. / (x — 3)dz 2. / (z + 3)dx 3. / sen xdx
1 -2

3 5
4./ zidx 5. /(3a:+1 /\/_da:
-1 1

7. /_3(2:1:2—:c—|—5)dx 8. /23(2a:—|—1)d 9. /_1(3x—2)d:c

1

-1
\ J

1 0 4
10. / yidy 11. / (22 + €%)dz 12./ 1/(3t?)dt
0 1

—Infravalora mi saber. Son sencillas.

—Otra veces te he comentado que los grandes resultados son
aquellos que hacen facil lo que parece dificil. Y con el Teorema
fundamental del calculo se logra esa sencillez, pero siempre matizada
por la necesidad de obtener una primitiva y eso ya no es tan facil. Haz
esos ejercicios en los que la determinacion de la primitiva es facil y ya
no te insistiré mas en este procedimiento. Para primitivas cuyo
cdlculo es mas dificil, ya aprendimos los métodos de integracion en el
capitulo anterior.
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Puedes usar el siguiente objeto interactivo de aprendizaje para
verificar tus respuestas a los ejercicios anteriores o para otros.

f(x)= - 5*X"2+6

&7

_/:f(x) =13.50

Y también puedes usar...
—iNuestros asistentes matematicos!
—¢:Y cémo lo harias, por ejemplo en wxMaxima?

—iJe!, no caeré en la trampa de preguntarle a usted. Sé la respuesta:
iMira la ayuda! Asi pues, mirando la ayuda tengo que... la instruccion
seria:

integrate(f(x),x,a,b).
Aqui lo tiene para la integral que resolvi manualmente antes:

integrate (x"*3+x*2-5%x,x,-2,1);
27

4

—Muy bien Paco, progresivamente vas siendo auténomo.
iEnhorabuena!
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3.6 Teorema del valor medio integral

—Paco, como bien sabes, es usual hablar de la media aritmética o
valor medio y hacer chistes sobre la misma. Por ejemplo, si de media
los habitantes de una poblacién comen dos pollos al afo, el
vegetariano dird que dénde estan los dos suyos. Obviamente la media
lo que indica es que si todos los habitantes comieran la misma
cantidad de pollo en un ano todos tomarian dos, pero la realidad es
gue algunos no comeran ninguno y otros comeran muchos mas de
dos. La media es una medida que permite asignar a un conjunto un
valor Unico que lo representa.

Accede a la escena siguiente en la que se trabaja el concepto de
media o promedio en Primaria y fijate bien para poder aplicarlo
después. Ahi son patitos y no pollitos. Pulsa sobre la imagen.

Bloque Estadistica - Nocion de media aritmética

amarillo turquesa verde amarillo turquesa verde

s
-
oot

g T
[ o
® &
; 2y
b
® 6

feeeee
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—Me ha venido muy bien la vuelta al cole. Después de muchos anos
trabajando y haciendo medias aritméticas, ahora es cuando he
llegado a asimilar realmente el concepto. Hallar la media es repartir
por igual entre todos.

—No eres el unico que hace céalculos y mas calculos y los aplica
continuamente y realmente no comprende qué hace. Pues vamos a
aprovechar tu compresion de la media para hallar el valor medio de
una funciéon f(x) en un intervalo [a,b]. Hagdmoslo jugando o

interactuando con la siguiente escena. Mueve el control y trata de
situarlo en el valor de f(x) que tu intuiciéon te diga es el valor

promedio. Con el botdn "verifica" podras comprobar si has acertado o
cuanto te has variado. Si lo necesitas usa el botén de "ayuda".

Puedes cambiar la funciény el intervalo.

f(x)=| -0.5*x"2+6 a (0.0 b |[3.0 verifica‘ ayud':l

. ] -

—Paco ;Cémo te haido? ;Has sido intuitivo?
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—No es facil, profe. Con la ayuda llegué a comprender qué es lo que
hay que hacer y el porcentaje de error te orienta hacia donde tienes
que desplazar el control, asi es facil, pero sin esa ayuda la intuicion
engana.

—Bueno, si la intuicion no atina bien, la
l6gica si ha de hacerlo. En el caso de Ia
media aritmética, con los patitos, lo que se
. , - _O‘L.S_G el -
hace es construir un rectangulo - -
completando las columnas que tienen
menos patitos usando patitos de donde °
hay mas. Y aqui es analogo.

En la imagen puedes observar que para . - - - - & - - = = = A .
que 4,5 sea el valor promedio, el area 150 3
rosacea ha de ser igual que el area o
amarilla y de esta manera se construye un a b

rectangulo de base el intervalo [a,b] y

altura dicho valor promedio (hemos pasado los patitos de la zona rosa
ala amarilla).

—ijAhora si me queda claro! Es algo légico y evidente, pero
obviamente, una vez que las gafas matematicas estan bien graduadas.
Se me ocurre el simil de un liquido que esta en un recipiente curvo y
lo vaciamos en un recipiente rectangular.

—iPremio para el caballero! Ahora si que te funciond
magnificamente la intuicion y la construccién de la analogia. También
podriamos pensar en que la grafica de la funcién es una lamina rigida
gue separa dos zonas en un recipiente rectangular, una con un liquido
y otravacia, y que si retiramos esta lamina el liquido de una zona pasa
alaotraformando ese rectangulo de altura el valor promedio.

—Esa era mi idea. Esta comparacion fisica es mas evidente que la
propiamente matematica.
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—Cierto Paco, nuestro entorno es mas explicito, a veces, que la
abstraccién conceptual matematica, pero ésta es la que detalla y
concreta la realidad frente a una percepciéon que puede manifestarse
como errénea. Por ello, ahora, lo que procede es que formulemos el
Teorema que da sustento a esta intuicion.

Teorema del valor medio para integracion

Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b] entonces existe al
menos un punto ¢ € (a, b) tal que

/ f(z)dz = f(c)(b— a)

1 b
Al valor f(c) = . / f(x)dz se le denomina promedio integral

o valor medio de la funcién f en [a, b].

—Nunca se me habria ocurrido la idea de ese valor promedio en una
funcion, pero a posteriori se ve légico. La comparacion de dos
cordilleras es facil si se calcula la altura promedio de cada una de
ellas.

—Eso es lo que se haria para comparar estadisticamente dos
muestras, se hallaria la media aritmética de cada una de ellas y se
compararian esas medias. No podemos olvidar que una integral es
una suma, si bien en este caso es una suma con infinitos sumandos.

Continuemos trabajando con la regla de Barrow vy, en particular,
vamos a plantearnos qué ocurre cuando en una integral definida

procedemos a realizar una sustitucion.

—iQué cosas se le ocurren, profe! ;Qué quiere complicar lo sencillo?
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—No, Paco, quiero tener controladas las situaciones que pueden
acontecernos.

3.7 Integrales definidas por sustitucion

—Paco, si queremos calcular una integral definida ;qué piensas que
acontece si hacemos una sustitucién o cambio de variable?

—Una cosa es lo que yo piense y otra la que sea realmente. Pero haré
un intento. Sea condescendiente conmigo.

—Actua con légica y conviccion y cualquier error serd admitido como
algo que es posible que acontezca en cualquier razonamiento.
jAdelante!

: b o :
—En laintegral [ f(z)dx la variable independiente z toma valores
en el intervalo [a, b], por tanto si hacemos x = g(t), entonces ¢ toma
valoresen [g~1(a), g~ 1(b)] y por tanto:

b g (b
/ f(z)dz = / F(a(t)g (t)dt
a g 1(a)

—Muy bien, ;ves como con confianza se avanza? La Unica pega que se
podria poner es que no tiene por qué existir la inversa de g. Por ello, si

te parece, reescribo tu expresion plantedndola al contrario, es mera
cuestion de notacion:

b u(b)
u(z))u' (z)dz = w)du con u = u(zx
| )i /u(a)f() («)

Y si F(u) es una primitiva de f(u), entonces la integral vale
F(u(b)) — F(u(a)).
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—Habilidad de maestro. Pero mejor aplicarlo en un ejemplito ;verdad?

°1
—iDeacuerdo!CaIcuIa/ ﬂdm
x

—Hagou =Iln z,du = %dm, y aplicando la expresion que ha escrito:

Inz n e u?l 1
——dz = = —} = -
/ T = /l udu 21, = 3

nl

—Muy bien, Paco.

—Gracias profe, pero se podria haber calculado la primitiva, haciendo
el cambio de variable y deshaciéndolo después. Mire, aplicando el
cambio anterior u = [nx:

2 2
/m_wdx_/udu:u_:m_w
2 2

[ In2xe
Y aplicando lareglade Barrow/ de = n2xL

—Asi es, Paco.
—:Entonces, para qué el primer método?

—Es cuestion de simplicidad en el planteamiento y facilidad en el
calculo. No obstante, ante dos alternativas que pueden tener similar
coste cada cual puede elegir aquella con la que se sienta mas a gusto.
Pero, por otra parte, a nivel teérico la identidad obtenida es util y
conviene saberla.

En la siguiente pagina, mira algunos ejemplos mas de aplicacion del
cambio de variable.
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Calcular la integral definida f ] 3x’cos(11x"+3)dx

Escena 3.4. Escena de Carlos Hernandez Garciadiego CC by-nc-sa

—Se convierte en un procedimiento mecanico.
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Es lo que suele ocurrir, primero se observa y demuestra una
propiedad y después se aplica de manera rutinaria, llegando casi a
realizarse de manera inconsciente. Pero esta rutina es la que provoca
los errores de célculo. Practica ahora con los ejercicios siguientes,
escribe las respuestas en cada campo de texto.

z
S . D]
Calcula la integral definida / 2x"sen(3x +35 )dx
1}
Necesitas una variable auxiliar 1 para usar el método de sustitucion, ¢cuanto debe valer u ?
3
"= ,\- + Correcto
Calcula du= D _\l:l dx w(0) :I:] u(s)= C]
Otro ejercicio

iHaz clicen el botdn de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena e interactuar mejor!

—iHecho, profe! he interiorizado el cambio de variable, pero
aprovechando lo del cambio ;no hemos ya cubierto suficientemente
la integral definida? Barrow nos di6 la herramienta comoda de calculo
y hemos visto ampliamente los métodos de integracién, salvo
funciones del tipo de las de Liouville, para poder aplicarla. ;No es
hora de cambiar?
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—Parece que has perdido el interés inicial, pero ahora es cuando nos
ubicaremos en unas situaciones curiosas, podemos decir que incluso
sorprendentes para la intuicién, las cuales vamos a encuadrarlas en
un epigrafe titulado "Integrales impropias" y finalmente
abordaremos las aplicaciones del calculo integral.

—No he perdido el interés, simplemente es que la rutina de los
calculotes cansa un poco.

—iSeguro que lo siguiente despierte tu mente!

3.8 Integrales impropias
—A ver, Paco, grafica o geométricamente qué seria [a, b] x [0, 3]
—Unrectangulo de base b — a y altura 3.

—Correcto y su drea seria 3(b — a). ;Podrias obtener este resultado
con una integral definida?

—:¢Claro que si! Basta considerar la funciéon f(z) = 3 en el intervalo
[a, b], y como esa funcidn es positiva en ese intervalo el drea vendra

b
dada por/ 3dz=3(b—a).

+00
—;Qué interpretacion seria [a, +00) x [0,3] y / 3 dx?

—Pues sigue siendo un rectangulo..., jno! la base seria de longitud
infinita y por tanto es una banda, como una cinta de tela de ancho 3,

pero sin fin. Y la integral representaria el area de esa cinta que
l6gicamente tendria un area igual a 3(+oo — a) — 400, es decir, un

area infinita. La imagen siguiente muestra lo que le digo:
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0 b 0%

—Es decir si quisiéramos pintar ese recinto no tendriamos pintura
suficiente ;verdad?

—iNi pintura, ni dinero para comprarla!

—Sobre lo del dinero podriamos discutir, porque si alguien tuviera
una cantidad infinita de pinturay me la regalara el coste es cero y ese
dinero jsi lo tengo!

—iDe nuevo jugando con el infinito! ;verdad?

T
su significado?y lo mismo con b = 400

b
—:Yo?... Paco ¢podrias calcular / —dz, donde b > 1 e interpretar
1

—A estas alturas de este curso, esto es una trivialidad, profe. Una
primitiva es F'(x) = In|z| y por tanto aplicando la regla de Barrow
nos queda que la integral valdria In|b| — In|1| y cuando b = +o0, la
integral seria +00. Geométricamente seria el area respectiva de cada

una de estas figuras. La primera es un trapecio curvilineo y la segunda
seria una banda ;curvilinea? que se extiende desde b hasta +oo.
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—Por analogia podria denominarse banda curvilinea, pero el nombre
aqui es lo de menos, la cuestién es que en el primer caso valga lo que
valga b tendrias pintura suficiente para pintarlo, mientras que en el

b
segundo caso necesitas infinita pintura. ; Pruebas ahora con / —d,
1 T

donde b > 1 einterpretas su significado? y lo mismo con b = +oc0

—Menos mal que queria motivarme y no cansarme con calculos y mas
calculos. Pues, de nuevo, en el primer caso tendriamos un trapecio
curvilineo para el que tendriamos suficiente pintura y en el segundo
una banda curvilinea que, otra vez, se extiende desde b hasta +o0o y
gue necesitaria infinita pintura... Mire la imagen:

o l=
=

1 b 1

—Paquito, Paquito... tu impaciencia te sobrepasa... ;estas seguro de lo
gue afirmas? ;Pondrias la mano en el fuego por ello?

—iNo, profe! tengo a mi mano y a todo mi cuerpecito en gran estima...
y si me esta preguntando con ese tonito por algo sera... Déjeme que
regrese a mis calculotes... Una primitiva seria F(:c) = % y por tanto

"1 ~1 1
—d:c = } que al reemplazar nos da =—— — == =1 — ;. Este
1 r 11

es eI valor del area de ese trapecio curvilineo. Y para la banda infinita

puesto que b = +o0o entonces 1 — % se corresponderiaconl —0 =1

unidad cuadrada de jarea! jNecesito una cantidad finita de pintura!, es
decir que podemos pintar una banda curvilinea infinita... iNo me lo
puedo creer!
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—¢Tan poco te fias de tus calculotes?

—El calculote me lo habria rectificado usted si fuese erréneo, lo que
no cabe en mi mente es que ese recinto que se extiende en [1, +00]
pueda tener un area finita... Si yo echo una cantidad finita de pinturay
rellena toda la banda, entonces las tres paredes se habran pintado
completamente, entre ellas la pared que conforma el intervalo
[1, +00], pero si la longitud de este intervalo es infinita necesitaria
pintura infinita...

—Duele la cabecita, ;verdad? Pues acabas de formular una paradoja
analoga a la que ya se plante6 con anterioridad a la formulacién del
calculo infinitesimal y que acontece en el denominado "cuerno de
Gabriel"*8. Y como tantas paradojas que contradicen a la intuicién,
tienen su explicacién matematica mediante las Integrales impropias.

—Por supuesto que comprendo por qué se denominan impropias,
pues no son propias para mi entendimiento, ni para el de cualquier
persona que esté en sus cabales. Nada mas que oirlo, hace que
cualquiera pierda el oremus.

—Paco, no te muestres embrutecido, al contrario moviliza tu mente a
través de las herramientas matematicas y comprende a través de
ellas lo que tu intuicidon te muestra como incomprensible. No eres
nuevo en estas lides.

—Abro mi mente para que la llene de luz, propia o impropiamente.

8| cuerno de Gabriel (también llamado trompeta de Torricelli) es una figura geométrica
que tiene la caracteristica de poseer una superficie infinita pero un volumen finito. Es la
superficie de revolucién que se obtiene al girar, alrededor del eje X, el grafico de la

funcién F(z) = 1/, condominioz > 1.

Fue ideada por Evangelista Torricelli hacia 1641, que la bautizé como sélido hiperbdlico
agudo («solide hyperbolique aigu») (https://es.wikipedia.org).

251



https://es.wikipedia.org/wiki/Cuerno_de_Gabriel
https://es.wikipedia.org/wiki/Cuerno_de_Gabriel

—Bueno, Paco, antes de abordar las primeras integrales impropias,
;qué tal si interactuas con el cuerno de Gabriel? Hazlo en la siguiente

escena interactiva:

o7l

color solido ~|  Cuerneo de Gabrel B2 0

Escena 3.5. Adaptacion de una escena del libro Curvas y superficies paramétricas (pag.
166), del proyecto ICartesilLibri.

Interesante interactivo, pude observar la curva generatriz del cuerno.

—Asi es Paco, seguro entendiste porque Torricelli la bautizé como
sélido hiperbdlico.
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3.8.1 Integrales impropias de primera especie

—Diremos que una integral es impropia de primera especie si el
intervalo de integracion no estd acotado, es decir, [a, +00), (—00, b]

0 (—00, +00). Son integrales de la forma:
+00 b +00
f@iz, [ @iz, [ f@)ia

donde consideramos que f(x) estd acotada en el intervalo de
integracion. Con esta Ultima suposicién tenemos garantia que f es
integrable Riemann en cualquier subintervalo [c,d] incluido en el

d
intervalo de integracién, es decir, que la / f(:c)d:c es un numero
C

real. En este supuesto podemos definir:

00 b
v /+ f(z) dz = blim f(x);dx

—+oo J,

b b
{ /_ f(z) de = lim f(x);dx

a——0o0 a

v /:of(m) dz = lim /I;f(a:);da:

b—+o0

Al definirse como un limite, la integral impropia puede no existir,
puede ser un numero (convergente) o tomar el valor infinito
(divergente).

—No me pilla de sorpresa. Hasta yo fui capaz de intuir cémo calcular

b
1
1 L
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—Cierto. Eso muestra que las matematicas no son mas que el reflejo
reflexivo, y verificado, de nuestras intuiciones. Paco, ;ves como eres
capaz de hacer Matematicas?

—Tranquilo profe que las Matematicas y yo todavia no nos tuteamos,
o mejor dicho ellas me pueden ningunear en cualquier momento y yo
de dona hacia arriba.

—En la siguiente escena puedes ver algunas integrales de este tipo.
:Determinas sin son convergentes o no?

—;Puedo usar wxMaxima? ;Cémo se pone infinito?... jYa acudo a la
ayuda!

—Hazlo a mano y a maquina.
5
Integrales impropias

de primera especie

Ejemplo
L )

—Profe, lo he hecho a mano y también con mi asistente matematico
wxMaxima. Le hago un resumen:
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J

b
La primera integral / —dx ya la habia resuelto y obtuve que era
1 &

divergente.

-2
v La segunda / —dz seria igual que la anterior, pero cambiando
T
—00
los extremos de integracion, luego obtendriamos

ln|m|] = In| — 2| — Inlq|

a

y cuandoa — —oo el limite seria —o0o, es decir, es divergente.

wxMaxima fue diligente y me dijo:

M wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (compilacion 13063), edicién de 64 bits) [ no guardado™ ]

Archive Editar  Vista Celda ‘Maxima' Ecuaciones (Q) Matriz  Analisis  Simplificar  Listado  Tramado  Nu

_h.zx":_uu|m ] [E » 3 8 9
(%i1)  integrate(1/x,x,1,inf);

il
&5 | &

defint: integral is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);

(%i2)  integrate(1/x,x,—inf,—2}

defint: integral is divergent.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);

Figura 3.1. Haz clic sobre la imagen para ver una animacion que describe el
procedimiento en wxMaxima.

+00
La tercera, que es / e *dx, su primitiva es —e? y aplicando
—1
Barrow en [—1,b] obtenemos —e~? + e!, y cuando b — +oco el
primer sumando tiende a cero y laintegral converge al nimero e.

J

Y eso me dijo Maxima:
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W wxMaxima 21.03.2 (Windows 10 (compilacién 13063), edicidn de 84 bits) [ no guardado™ ]

Archivoe Editar Vista Celda ‘Maxima' Ecuaciones (Q) Matriz  Andlisis  Simplificar
= B i . : 3
& X ‘ = ‘ ]

(%i11)  integrate(%e?(—x),x,—1,inf);

il
& &

| 41

%e

Figura 3.2. Haz clic sobre la imagen para ver una animacién que describe el
procedimiento en wxMaxima.

+00
J La cuarta / 4z e dz0 como integral indefinida es cuasi
—0o0

inmediata y una primitiva seria —2¢~%" de manera que en [—b, b]
aplicando Barrow tendriamos que

para todo b sea finito o infinito.

Observe profe, que me dijo wxMaxima:

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (compilacign 15063), edicién de 84 bits) [ no guardado® |

Archivo  Editar  Vista Celda ‘Maxima’ Ecuaciones () Matriz  Andlisis  Simplificar
1 - " W ; .
[ | h Iz._l ‘ = T | Iﬂ

(%i1) integrate(4-x-%e*—(x*2),x,—inf,+inf);

% |
& &

| HI%

Figura 3.3. Haz clic sobre la imagen para ver una animacion que describe el
procedimiento en wxMaxima.
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—Paco, junaola con mar arbolada!

—iGracias! Usted siempre matizando, yo le digo eso de "mar
arbolada" a mis colegas y mi TikTok reventaria... Continuo.

“+o00
2
J La quintaera / 5 e * dx y no sabia como hallar su primitiva, asi
— 00
qgue me fui a Maxima y me dijo:

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (compilacién 15063), edicién de 64

Archive Editar Vista Celda ‘Maxima’ Ecuaciones () Matriz
E W i % =L =
N YR OE=|g

(%i1)  integrate(5-%e(—x"2),x);

5. /merf(x)
2

Figura 3.4. Haz clic sobre la imagen para ver la animacion.

Consulté la ayuda y er f(z) es la funcidn error de Gauss. Y jme dije
en voz alta!: ;Cémo pudo estar equivocado Gauss para recordarse
aun hoy en dia el "error de Gauss"? Busqué en internet y sali de mi
duda. jPobre Gauss si me hubiera escuchado, o mejor pobre yo por
pensar lo que pensé! jJa, ja! Le dije a Maxima que me diera el valor de
er f(+00) que es 1y laintegral impropia indicada valia:

W wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (compilacién 13063), edicion de 84 bits) [no g

Archivo Editar Vista Celda ‘Maxima' Ecuaciones () Matriz  Andlisis

N AERe, s |&&

(%i1)  integrate(5-%e"(—x"2),x,=inf,inf);

N
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—Pues, para los comentarios en tus redes sociales, te ganaste juna
ola montanosa! ;Sigue!

J Para la sexta y séptima era necesaria una primitiva de wL cons > 2,

. 1
es decir, A=)

Aplicando Barrow en la sexta integral

. (=82t s—1
iConverge!

Y en la séptima integral

B ;]‘1 _ 1
/_oo (1—s)zs 1] o (1—s)(—1)

iConverge!
Casi tan rapido como Maxima que preguntabay preguntaba sobre s

i wxMaxima 21.05.2 (Windows 10 (compilacién 15063), edicién de 64 bits) [ no guardado® |
Archivo  Editar Vista Celda 'Maxima’ Ecuacicnes (0) Matriz  Andlisis  Simplificar  Listado 1

EIEK || *

(%11) integrate(1/x"s,x,1,inf);

yl

Is s positive, negative or zero?positive;
Is s—1 positive, negative or zero?positive;

1
s-1

(%i2) integrate(1/x"s,x,—inf,—1);

Is s positive, negative or zero?positive;
Is s—1 positive, negative or zero?positive;
1

5
(s=1)(-1)

Figura 3.5. Haz clic sobre la imagen para ver la animacion.
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—iUn inmenso tsunami para el gran Paco! jAplausos!

Perdona que tenga que sefialarte un detallito en el magnifico analisis
realizado. Td has escrito (—1)!"* y Maxima (—1)%, ambas
expresiones son equivalentes, pero Maxima ha sido mas elegante en
la respuesta, ha sido mas educado en su respuesta ya que la ha dado
simplificada.

—iMuchas gracias, profe! Seguiré tratando de mejorar tanto mi
educacion matematica como la no matematica.

—Tu progreso va viento en popa y a toda vela. Y nada mas oportuno
qgue posicionarnos en la famosa "Cancién del pirata" de Espronceday
asi celebrar tus avances a la vez que nos relajamos, o nos exaltamos,
recitando enaltecidos:

Que es mi barco mi tesoro;

gue es mi Dios la libertad;

mi ley, la fuerzay el viento;
mi Unica patria, la mar.

CION
PIRATA
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—Entiendo que lo del poema no era por pirata, sino por lo de jviento
en popay atoda vela!

—iClaro, Paco! Abordé mi valoracién de tu progreso con esa frase y
ella lleva a acudir, a la fuerza, a este bello poema en el que su mera
lectura rebosa musicalidad.

—iEs verdad, profe! transmite ritmo y fuerza. Es lo mismo que me
acontecia a mi a medida que iba analizando esas integrales impropias
y salia una, y otra, a buen ritmo y sin pausa, e interiormente me sentia
subir la bilirrubina animando a mi mente a seguir.

—Paco serd mejor que no te suba la bilirrubina, pues te pondras
amarillito, quizas te referias a la adrenalina que si sentimos ante
estimulos creativos, entre otros, como el que me indicas.
iEnhorabuena por sentir esa subida de adrenalina, te auguro que
continuards sintiendo esa sensacién de bienestar ante tus
descubrimientos cientificos! jAh! y lo de la bilirrubina, posiblemente,
te habréa venido por la cancién de Juan Luis Guerra. Pulsa sobre la
imagen para oirla.
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—iSeguro, profe! Y aunque en otro estilo también tiene ritmo y
musicalidad ;verdad?

—En el primer caso la musicalidad esta implicita y en la segunda es
una efusion explicita... pero vamos a lo que vamos.

3.8.2 Integrales impropias de segunda especie

1

Ahora que estas efusivo ;puedes hacer esta integral / —2d:c?
1T

—iYo la hago con gusto!, pero he leido que la adrenalina también
sirve para mantener al cuerpo y mente en alerta y observo que me
pregunta, otra vez, por una integral indefinida que hemos hecho
reiteradamente y que ha indicado que nos adentramos en una
segunda especie de integrales impropias... "piano, piano si va lontano"
o dicho mas coloquial jcuidadin! jcuidadin!...

—:Acaso no confias en tu profe?...

—iPor supuesto!, pero usted me ha ensenado a ser cientificamente
precavido y a reflexionar y analizar lo que nos exponen o piden, como
es el caso. Y conociéndole me preparo para un aprendizaje, pero
cauto porque preveo, intuyo, que podran haber sorpresas...

—Me alegro de tu actitud, pero ;puede usted calcular esa integral? ;si
o ho?

—Obediente, me pongo a calcular esa integral definida:

1

1 —171 -1 -1
/ —2dw:—] - =—1-1=-2
1 -1
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;Como se le quedd el "body"?

—Pues mi "body" se me quedé muy mal, con carita de sorprendido
como la de ese emoticono con ojos redondeados que usas en tu
celular, o incluso mas bien ese que manifiesta horror...

—iLo sabia! ;Ddénde esté la fuente y causa de esa sorpresa y horror?

—Por un lado por abordar trabajos mecanicos e irreflexivos, y por
otro por llegar a un resultado y no analizar si la respuesta es
adecuada o no.

—Todo eso en una linea de calculos?
—iSiy menos mal que era sélo una linea! jAnaliza!:

e Primero has tomado -carrerilla, has puesto el piloto
automaticoy jacalcular!

e Segundo has llegado a ese resultado y tu mente ha
desconectado y se ha puesto en "off"... Pero, ;tiene sentido lo
gue has obtenido? Recuerda que en las propiedades de la
integral definida vimos que si una funcién es positiva la
integral definida es positiva srecuerdas? Pues % >0 vy sin
embargo tu calculote te ha llevado a que vale —2. ;:Me lo
explicas?

1
Pero, antes de nada calcula ahora esta integral / —dz
0

72

—;Otravez? jDe acuerdo! otra vez... vemos que
11 —1q1

—2d:13 = —} = 400
0 X x 1o
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iDiverge! y ya veo que es lo que acontece. f(z) = # no esta definida
enx = 0, jtiene una asintota vertical que es la recta de ecuacién
x = 0!

—iBien! ahora si te has parado a analizar la respuesta y has marcado
dénde puede radicar el problema. Y asi es. Esa funcién no esta
acotada y para poder definir las sumas de Riemann y en si la integral
de Riemann es necesaria esta condicién y por tanto no es aplicable |a
Regla de Barrow, ni nada de lo planteado con antelacion.

—Pero, estoy seguro, que planteara alguna alternativa ;verdad?

—iVerdad! la funcién anterior Ve > 0 es continua en [e, 1] y por

1
tanto en ese intervalo es integrable Riemann y / —2d:c es un
x
€

numero real, por tanto lo que vamos a hacer es definir:

1 1
/ id:zc = lim idw
0

:E2 e—0 € :132

Y consecuentemente, como en todo limite, puede que no exista, que
exista y sea finito y en este caso diremos que esta integral es
convergente o bien que sea oo y la integral entonces sera divergente.

Esto es lo que intuitivamente has aplicado antes tu y te sali6 +o0o
aplicando Barrow (realmente estabas aplicando el limite).

—Otra vez mi intuicién y creatividad marcé el camino correcto. Pero
1

. 1
eso no es aplicable en/ —2d:c
1T

—No, pero si descomponemos la integral en los intervalos [—1,0) y
(0,1] entonces pasamos a dos integrales impropias de segunda
especie:
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1 0 1
1 1 1
1 1 0o T

Y en este caso,

01 €1
o / —Zdw = lim —zd:c = +00
1T e—0~ 1

11 €1
J —2d:c = lim —2dx = 400
0 xZr e—0t -1 i
Lo que en nada se parece al calculote que te condujo al valor
jerroneo! de —2.

—Me ha ensenado pacientemente que no se puede ser impulsivo,
muy al contrario hay que reflexionar, antes de actuar.

—Muy bien Paco, el aprendizaje se hace significativo cuando se
extrae de la experiencia y tu has asimilado suficientemente el qué y el

b
porqué. Asi pues, si te piden que calcules / f(x) dz ;qué harias?
a

—Trato de esquematizar lo qué considero que hay que hacer:

e Ver sila funcién f(z) es integrable Riemann en el intervalo
[a, b], y para ello lo que sabemos, lo que hemos visto, es que si
es una funcion acotada en ese intervalo entonces lo es.

e Si es integrable entonces calculo una primitiva de f(z) y
aplico laregla de Barrow.

—:Y sino esta acotada?
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—Pues entonces he de mirar los valores de x en los que tiene una

asintota vertical, descomponer el intervalo en tantos subintervalos
como puntos en los que tiene asintota y en cada uno de ellos aplicar
gue son integrales impropias de segunda especie.

—iPerfecto, Paco! Pero hemos de escribir la definicion de éstas, dado
gue solo lo hemos hecho en un caso particular.

e Si f(x) esta definidaen [a,b) y limbn+ f(x) = ooy no presenta
r—r

mas asintotas verticales en este intervalo, entonces

/a ’ (e)de — lim / ' f(2) da

e—b-

e Si f(x) esta definidaen (a,b] y lim f(x) = ooy no presenta
T—a

mas asintotas verticales en este intervalo, entonces

/abf(x)dx = lim /ebf(:c) dz

e—at

—Profe ;y si tiene asintotas tanto en a como en b?

—Paco... jblancoy...!

—iEn botella!, tomo un punto intermedio ¢ y descompongo en los
intervalos (a, c] y [c, b).

—Asi es. jMenos impetu y mas reflexion!... ;Qué te parece hacer
algunos ejercicios?

—:Actiio yo como asistente de usted o puedo ser asistido por mi
colega WxMaxima?

265



—En el punto del curso en el que estamos puedes contar con tu
. . , 1
asistente. ;Analizas qué acontece en fo %dm paras > 0?

—Con su permiso, permitame que diga lo pesadito que esta con la
integral de xi

—Tienes razén, pero el motivo es que éstas se usan, por
comparacion, para ver si otras son convergentes o no. Pero nosotros,
aqui no profundizaremos mas.

—Esta claro que usted no da puntada sin hilo... A lo mio jasistente!...
i Voila!
|

integrate(1/x"s,x,0,1):

Is s positive, negative or zero?positive;
Is —s equal to —17no;
Is s—1.0 positive or negative?negative;

1
s—1

integrate(1/x*s,x,0,1);

Is s positive, negative or zero?positive;

Is —s equal to —1 ?yes;

defint: integral is divergent.

-- an error. To debug this try: debugmode(true);

integrate(1/x"s,x,0,1);

Is s positive, negative or zero?positive;
Is —s equal to —17no;

Is s—-1.0 positive or negative?positive;
defint: integral is divergent.
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—Y a partir de lo que has hecho con el asistente matematico jqué
concluyes?

—Sencillo, que es convergente para0 < s < 1ydiverge cuando
s > 1.

—iMuy bien! Paco, terminemos esta seccidon con algunos ejercicios
mas?

—iPerfecto! suena bien eso de ir terminando.

&7

¥ b .
. Recuerda que A = f f(x)dx si f(x)zq
fix)=e :

| %

¢Sera finita el darea debajo de f(x)
desde x=0 hasta infinito?

o
2 A= e dx
\ f(}
Utiliza una cifra decimal para tu
\ respuesta, si la integral converge;
)

si diverge, escribe el caracter D.

X

o Tu respuesta

iHaz clic en el botén de la esquina superior derecha, para ampliar
la escena!
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3.9 Aplicaciones del calculo integral

—Paco, jiniciamos la ultima parte de nuestro curso de calculo
integral! Vamos a ver algunas aplicaciones de las integrales. Recuerda
y ten muy presente que desde el punto de vista conceptual una
integral es una "suma infinita de sumandos infinitesimales" y ésta es
la base sobre la que se construye el razonamiento conductor que
fundamenta a dichas aplicaciones.

—iAsimilado y bien asimilado, profe! Sélo hay que mirar al gusanito

de la integral / qgue es como la letra S muy estilizada que te esta

diciendo continuamente "soy una suma, soy una suma"... y en fonética
inglesa aprendi que f representaba un sonido similar al que usamos

para pedir silencio, asi que fuma, fuma,... i¢No lo oye, cada vez que
ve ese simbolo?!

— [, Paco, [ilo oigo y compruebo que ti también lo tienes muy
presente, fuma, fuma,... Pero dejémonos de chilindrinas y pasemos a
lo importante.

3.9.1 Area bajo una funcion

—:Otra vez, profe? jqué el area de la region determinada por una
funcion f(z) definida y acotada en un intervalo [a,b], el eje de

abscisas y las rectas t=a y * =b —lo que llamé trapecio

b
curvilineo— viene dada por/ | f(z)|dx!
a
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—iMuy bien Paco! Soy consciente de que esta aplicacién, el area de
un trapecio curvilineo, ya la hemos planteado y nos ha servido de
base para definir la integral de Riemann, pero nos viene bien
sintetizarlo aqui, pues a continuacion vamos a plantear nuevas
situaciones. Lo que tu has indicado se traduce en que en los
intervalos donde f(x) > 0 el drea coincide con la integral y donde

f(x) <;0 el area es la integral cambiada de signo. Observa la
siguiente imagen.
CASO1: f(x) positivaen [ab] CASO 2: f(x) negativaen [a,b] CASO 3: f(x) parte positivay

parte negativa en [a,b]

A A A

-4
+ f(x) /(\ ff(X)
+ /
X a b Xy b |  x_
P \_J/

b b fos b
A= [ flxyax A= [ flxdx A+ A= fx)dx - [ f(x)dx

a a a C

=
Y

—iAsi es! determinamos los valores en los que f(x) es positiva, en
los que f(x) es negativa y descomponemos la integral en suma de

integrales, cambiando el signo en aquellos intervalos en los que la
funcion es negativa.

—Despacito que hay que analizar mas detalles:

a. Si el intervalo no es acotado, es decir, alguno o ambos
extremos del intervalo es 0o, entonces se trata de una integral
impropia de primera especie.

b. Si f(x) no estad acotada se trata de una integral de segunda
especie.
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Si f(x) tiene
discontinuidades de salto
finito, descomponerla en
tantas integrales como
intervalos donde sea
continua.

Donde sea continua,
estudiar el signo y paraello
habra que hallar los valores
enlosque f(z) = Oenel

intervalo [a, b].

El area de un trapecio curvilineo es la |I:I_il
suma de infinitos rectangulos de base
infinitesimal.

Mediante la integral definida, se calcula

el area exacta.
h

_[f'_ fx)dx

e

Escena 3.6. Adaptacion de una escena de Octavio
Fonseca Ramos CC by-nc-sa

—iSiempre con sus detallitos! pero si, soy consciente de que son
necesarios para no meter la patita si se actiia de manera alocada.

—Ese es el objetivo. Como repaso puedes hacer estos ejercicios que
ya son muy, muy faciles para ti (amplia la escena):

’

1\

)
Calcula el area bajo la grafica de la g

funcién
f(x)=—x+8

en el intervalo [-5,2).

Plantea y resuelve la integral definida, y
anota el resultado a continuacion.
En su caso, usa dos cifras decimales.

Area= u®

Revisar J Otro Ejercicio

J

Escena 3.7. Escena disefiada por Octavio Fonseca Ramos CC by-nc-sa
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—Si que fueron faciles, todas esas funciones eran continuas, positivas
y en intervalos acotados... {Chupado!

3.9.2 Area entre dos funciones

—Analicemos el area del recinto plano delimitado por dos funciones
definidas en el intervalo [a, b] y para ello vamos a considerar que en

todo punto de ese intervalo f(x) > g(x). Observa la siguiente
escena:

A
El area delimitada por dos funciones f(x) > g()lE
en el intervalo [a, b] puede aproximarse por
rectangulos de altura f( x. )-g( X;) con X, puntos

de una particion

/-

a b

Al aumentar los rectangulos, el area
calculada se aproxima mas al area real.

\ J/

—Ya le veo venir, profe. En este caso es calcular el area del trapecio
curvilineo determinado por la funcién f(z) — g(z) en [a, b], es decir,

[ 1) - g(a) o
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—iMagnifico, Paco! Lo viste al vuelo. Hemos reducido esta nueva
situacion, este nuevo problema, a la situacién anterior. La restriccion
que habia puesto de que f(z) > g(x) sblo era necesaria para
mostrarte graficamente la situacion y tu has remarcado que basta
tomar el valor absoluto |f(z)— g(x)|. Y recuerda todas las
consideraciones o, como tu les llamas, todos esos detallitos a la hora
del cdlculo efectivo de la integral definida, en este caso relativos a la

funcion f(x) — g(z).

Mira estos ejemplos:

-
2
Encontrar el area limitada entre las graficas de las funciones E
i 1 2 1 2 .
_r(.r}=—§_r+7‘ y g(.x‘}:m_\" en el intervalo [-2,0].
.
i
10
\
A
\‘-
Continuar | Otro Ejemplo |
. J

Escena 3.8. Escena disefiada por Octavio Fonseca Ramos CC by-nc-sa

272


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Integrando_con_Paco/interactivos/interactivo58.html

—Visto, profe. Lo ha puesto sencillito ya que en todos los casos las
funciones eran positivas y continuas en los intervalos de integracion

y siempre f(x) > g(x).

—Cierto. Lo que quiero es que practiques y no te enmaranes con
detallitos. Practica ahora en la siguiente escena. Calcula el area que
se pide empleando la integral definida y anota el resultado en el

espacio correspondiente.

.
=]

Calcula el area limitada entre las graficas
de las funciones \ j
\ /
/

-

Jr(”= _—]]-_X:_'—S Vi g{_x‘]:%_\

en el intervalo [-1,0].

Plantea y resuelve la integral definida, y
anota el resultado a continuacion.
En su caso, emplea dos cifras decimales

Area= I:l u’

10

Revisar Otro Ejercicio

Escena 3.9. Escena disefiada por Octavio Fonseca Ramos CC by-nc-sa

—Ilgual de facil, eran del mismo tipo que los ejemplos.

—De acuerdo, soy consciente de que ya tienes dominio en el calculo

integral.
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Veamos otro planteamiento, que hacen algunos autores, y que
consiste hallar el area entre dos funciones como el area de la que
toma valores mayores menos la que toma menor valor. Observa la
escenay ahi tienes algunos ejemplos algo mas complejos.

.
=]

i iDebemos encontrar los puntos de
interseccion de las curvas!

Los puntos de interseccion los podemaos
encontrar, igualando las ecuaciones de
las dos funciones:

s 2 -
X< =dx-x° , igualando a cero obtenemot

2x ? - 4x = 0, factorizamos:
2%(x - 2) = 0, cuya solucion es:

X, =0yx, =2, los puntos son:

(0,0) ¥ (2, 4), haz clic en verificar:

. _Venificar _
o
\. J

—En este caso si que hay que hacer mas calculotes, pues hay que
determinar los intervalos donde f(x) > g(z) y viceversa, y para ello

hay que averiguar los puntos de corte de ambas.

—Efectivamente, Paco. Pero conceptualmente tu ya detectaste e
indicaste que era lo mismo que el area bajo una funcién y en este caso
hay que determinar los puntos de corte con el eje de abscisas...
Totalmente equivalente el trabajo en ambos casos. Pasemos ahora a
determinar la longitud de un arco.
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3.9.3 Longitud de un arco

—Enlaescenadela

I—il izquierda tienes una
La longitud del arco de la funcion f(x) enel (O indicacién de cdmo se

intervalo [a, b] puede aproximarse por segmen- puede aproximar la
tos de extremos (x,;, T(x,;)) , (x, f(x;)) con longitud del arco trazado
X, puntos de una particion. por la grafica de una

Y ) funcién f(x) enun
- .El R intervalo [a, b]. ;Qué
puedes decirme, Paco?

Vs

f(x)=0.5%"2

—Pues que visto lo visto,
erade esperar que si para
aproximar areas utilizamos
rectangulos
infinitesimales, ahora, para
medir longitudes, se han de
utilizar segmentos
infinitesimales.

a=-2 h=2

—Esa es la légica y la analogia. En la escena se toman diferentes
particiones regulares, incrementando un punto cada vez, y se suman
las longitudes de los segmentos que unen los puntos de la grafica de

f(x)  correspondientes a la  particion.  Ahi  con
d((z;_1, f(zi_1)), (x4, f(x;))) se refleja la distancia de cada uno de
es0s segmentos.

—Pero yo observo algo raro. Mi intuicién me indica que si aumento
un punto en la particién, la longitud calculada ha de ser mayor y en la
escena observo oscilaciones, principalmente en el primer caso en el
que la funcién es cos(5m x) + 1, pero también en algun otro.
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—iCorrecto, Paco! Tienes la vista atinada, tus ojos van tomando
tintes matematicos. Para que aconteciera que siempre la sucesion de
sumas de segmentos fuera creciente, tendria que ser que cada
particidon fuera un refinamiento de la anterior ;recuerdas que asi lo
hicimos para definir la integral de Riemann? jNo vuelvas a caer en la
misma piedra!, es decir, en la situacién analoga a la que ya analizamos
alli. Aqui estamos considerando particiones regulares y cada una de
ellas no es un refinamiento de la anterior. Pero no tiene mayor
importancia porque al final, al igual que alli, si converge aunque oscile
lo hara tomando cualquier sucesién de particiones siempre que el
didmetro tienda a cero.

—Recuerdo esa situacion al definir la integral de Riemann. Me gusta
el planteamiento, pues lo que se hace no es mas, ni menos, que
utilizar un metro de los plegables, pero en este caso infinitesimal. {Me
gusta la estrategia del calculo infinitesimal! Lo que usualmente
hacemos a nivel macroscépico, se traslada a nivel microscépico.

—iA mi si que me gustan tus avances! Contemplo que una sombra se
me va a acercando, que habrad quien pague mi jubilacion... pero
sigamos avanzando, hemos de definir exactamente esa longitud, que
denotaremos L:

L(f,[a,b]) = lim Zd (i1, f(@i-1), (%i, (i)

1P—0%

Donde los «;,0 <1 <mn, son los puntos del refinamiento de
particiones P cuyo didmetro tiende a cero. Si ese limite es finito,

diremos que el arco es rectificable y si es infinito o no converge,
entonces es no rectificable.

—Pues, mas de lo mismo, se aplica el mismo patrén de siempre.
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—Si, Paco, asi es. Pero fijate que de nuevo hemos de calcular un
sumatorio y un limite...

—Pues jva a ser que no!, ;verdad? Eso tiene que ser una integral por
tres razones. La primera porque estamos viendo aplicaciones de la
integral. La segunda porque sigue el esquema de la definicién de la
integral de Riemann, aunque haya cambiado lo que sumamos. Y la
tercera porque en la escena anterior se preguntaba: ;Cémo utilizar |a
integral definida para calcular la integral exacta?

—Tres razones académico-discentes ‘irrebatibles" —son los
fundamentos tipicos de quienes no saben qué hacer— si bien son
poco cientificas. La segunda tiene un poquito, una esquinita que se
puede usar de apoyo... Pero, jal grano!, analicemos qué tenemos y a
qué podemos llegar.

Calculando la distancia d() entre esos dos puntos y sacando factor
comun, tenemos

L(f,[a,b]) = lim ZV i —2i1)2 + (F(2:) — fl@io1)?

1Pl
T - _ _ f(z:) — f(xim1)\?
G Zl(m - m”)\/l i ( Ti — Ti1 )

Aplicando el teorema del valor medio del calculo diferencial tenemos
que, en cada subintervalo, 3 ¢; € (z;_1, x;) tal que:

L(f,la,b]) = lim Z\/l—l—f’ ci)2(x; —x;1) / V14 fl(z)*dz

1Pl

—iBravo! jLa magia cientifica hizo aparecer la integral!
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—Si, la jciencia matematica lo hizo. Y tu efusividad parece querer
contrarrestar las tres legas razones que formulaste, si bien, en la
segunda reconociste el esquema integral y como decias,
efectivamente, cambiaban los sumandos, por ello hemos llegado a
una integral, pero en la que la funcién integrando no es f(z) sino la

ahi indicada.

—De acuerdo, soy bastante lego, pero al menos la intuicién me va
ayudando...

—Tienes razén la intuicion te ayudarad a construir caminos, pero
tendras que hollarlos para verificar su validez. Y puestos a suavizar tu
deliz anterior, reconozco que no eres tan lego, que vas haciéndote
mas instruido, pero jqué haz de continuar trabajando y estudiando
para llegar a ser un erudito! Asi pues, te toca calcular las longitudes
gue se aproximaban en la escena de introduccién de esta seccion.

—;Puedo usar mi asistente matematico?

—iSi! jlo vas a necesitar! dado que, en general, no sera facil de
determinar las primitivas de las funciones que te apareceran en el
integrando, es mas casi siempre seran dificiles. En este caso, para
practicar, usa desmos. El procedimiento que tienes que realizar lo
puedes observar en una imagen animada que te comparto a
continuacion.

—iGracias por su ayuda! jMarchando...!

1. f(z) = —0,5z%en[-2,2][;
f'(@) =
1+ f'(z)* =1+2°
y en mi asistente en linea:
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Grafica sin titulo

+ e o K«

I.Q Vi+y? |

= 591577143018

Figura 3.6. Haz clic sobre laimagen para ver la animacién

—Estuvo muy bien la aproximacion que daba la escena en relacion a
los pocos puntos (125) que usaba. Alli daba como aproximacién de la

longitud 5, 9156 y aqui 5.9158 jvalor coincidente hasta las milésimas!

—Bueno no siempre va a ocurrir eso, dependera de la funcién. Lo que
estds planteando se adentra en el problema de cémo aproximar
adecuadamente una integral definida y ello se ubica en el
denominado analisis numérico que es un contenido ajeno a este libro.
Pero ya te recomendé el libro “Métodos Numéricos” [4]. jContinua
calculando las otras funciones de la escena!

—Continuo...

2. f(z) =-0.5z+1en[-1,1]; f'(z) = —0.5;
1+ f'(z)> =1+0.5%

il LD aesinus
- T K

1+0.5% dv
= 2.2360679775
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—iTe has pasado veinte pueblos! jvaya canonazo que le has pegado a
esa mosca! Utilizar un asistente para calcular la integral de una
constante... y encima obtenerla aproximada...

—Tiene razoén profe.

/\/mdm—/ \/: /—dw—;]l_lzx/g

—De acuerdo, pero a pesar de todo seguimos usando artilleria
pesada para algo simple. En este caso la grafica de esa funcién en

[—1, 1] es un segmento y basta hallar la distancia entre los puntos

extremos d((—1, f(—1)), (1, £(1))) = d((—1,1.5),(1,0.5)) = V5

—iCierto! Paso alas otras tres funciones, donde:

3. f(z) = —cos(z) +1len0,1.5]; |ERE=ERES desmos

f'(z) = sen(z) + < AR
4, f(z) = 05em en [—05, 15], J.Olj 1+ sinZx dv

f’(:L‘) = 0.5¢e* = 1.81001956105
5. f(z) = cos(bm x)en|0,2]; | [° Vivoos® ax

f,(:l?) = —br1 S€7’L(57TLL‘) i = 288477235847

y al lado derecho los resultados del

asistente en linea. = 20.1880013324

B
2

I ‘ V1+Qan sin (JTL\) dx
Jo

@
E a

Figura 3.7. Haz clic sobre laimagen para ver la
animacion.

Como dice Mr. Holmes, es elemental, mi querido Watson.
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—Pues aqui no es mas que un mal decir, pues como te indicaba todas
esas integrales suelen ser de gran dificultad. De partida, tenemos
siempre que es una funcién irracional. La aplicaciéon de técnicas de
aproximacion de integrales se hace necesario o acudir al asistente como
has hecho.

Pero continuemos. Hemos calculado longitudes, areas y ahora tocaria
calcular...

—iVolumenes! Una, dos y tres dimensiones. Y por analogia si para
longitudes es una suma infinita de longitudes de segmentos
infinitesimales y para las areas es una suma infinita de areas de
rectangulos de base infinitesimal, pues para volumenes tendremos que
jrealizar una suma infinita de ortoedros de base infinitesimal! ;serd asi
verdad?

—Cien por cien de acierto. El calculo de volumenes efectivamente
requeriria realizar esa suma de volimenes de ortoedros, pero fijate que
si nos adentramos en ortoedros necesitariamos, a grosso modo, para la
base dos dimensiones (z,y) y la altura seria f(x,y), es decir, una
funcién de dos variables; y esto sobrepasa los contenidos de este curso
centrado en integracion de funciones de una variable. Vamos a estudiar
volumenes, pero en un caso particular en el que basta trabajar con
funciones de una variable, adentrémonos en las superficies y sélidos de
revolucion.

3.9.4 Superficies y solidos de revolucion

—Pero, profe, yo pensaba que usted hacia Matematicas parala Pazy no
para las revoluciones.

—Si Paco, ese es mi objetivo, pero en este caso no tengo la culpa de que
entre las acepciones que tiene el término revolucion la que tu conozcas
sea la ligada a cambios politicos profundos, generalmente violentos.

281


http://dle.rae.es/?id=WQ0Bykx

Yo me refiero a la acepcidn geométrica en la que una revolucién es una
rotacién o giro alrededor de un gje.

—iClaro profe! en geometria basica se habla del cilindro como sélido
de revolucién que se obtiene al girar un rectangulo alrededor de unos
de sus lados, y del cono que se obtiene al girar un triangulo rectangulo
alrededor de uno de sus catetos.

—Asi es Paco, si acaso, completo tu indicacién detallando que si se gira
un trapecio rectangulo alrededor del lado que conforma los angulos
rectos de ese trapecio se obtiene un tronco de cono. Precisamente los
cilindros y troncos de cono van a jugar un papel importante aqui. Por
un lado vamos a realizar una suma infinita del volumen de cilindros de
altura infinitesimal y, por otro, una suma infinita de areas laterales de
troncos de cono también de altura infinitesimal, pero pasito a pasito.

En la siguiente escena puedes ver lo que tu has indicado y lo que yo he
ampliado. Rotamos un rectangulo, un tridngulo rectangulo y un
trapecio rectangulo, o lo que es lo mismo lo que hacemos es considerar
una funcion f(x) en unintervalo y giramos su grafica alrededor del eje

de abscisas, generandose una superficie de revolucién. Recuerda que,
si lo deseas, puedes girar la figura con clic sostenido o con tus deditos
en dispositivos tactiles y asi observarla desde diferentes puntos de
vista.

r
A
SUPERFICIES DE REVOLUCION E
Revolucién de un
rectangulo v
Curva generatriz
\. J
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—iJusto lo que yo decia!

—Selecciona ahora entre las funciones (curvas generatrices, porque
generan la superficie) que se proponen en el menu y observa las
superficies obtenidas.

-
A
SUPERFICIES DE REVOLUCION E
Menu de funciones
f(x) | 4x"3-5x"2+2x v
| Curva generatriz
\_ J

—iExcelente profe! Le quedd una linda campanita en el ultimo
ejemplo. Un precioso ejemplo de volumen de revolucion...

—No Paco, no te confundas. Son superficies de revolucion y otra
cosa es que esas superficies bidimensionales puedan determinar un
recinto tridimensional que tiene un volumen.

Por ejemplo, esa campanita si la rellenamos de agua, este agua si que
ocupa un recinto tridimensional y su volumen es el que calcularemos
en esta seccion.
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Quizas convenga aclarar este matiz, si lo que giras es una curva
alrededor de un eje obtienes una superficie de revolucién y si lo que
giras es un recinto (una superficie) lo que obtienes es un sélido de
revolucion. En el primer caso es algo hueco y en el segundo es macizo.
Mira en la siguiente escena donde consideramos una superficie plana
gue genera un sélido.

r

&7

SOLIDO DE REVOLUCION

|'|Ji|',/]w

gira

\ J

—iLe quedd bonito!

—Pues, en la siguiente pagina, te dejo una escena andloga, pero en la
gue tu puedes incluir la funcién generatriz y su intervalo de definiciéon
y ver el sélido que se genera. Espero que seas un buen artista
generador de sélidos de revolucion.
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SOLIDO DE REVOLUCION

f(x)=x"2-0.6

xe[-l y |1 ]

[Superficie generatrin

- A
gira v

\. J/

—Reboso arte, profe. Mire he puesto f(z) = z? — 0.6 en [-1,1] y
he obtenido un dulce caramelo. jPruebe es gratis!

—A ti también te quedd bonito y sabroso. Pero, Paco, ;qué volumen
de caramelo tienes?

—i:Qué le parece si utilizo el principio de Arquimedes?!

—AQue seria una buena alternativa empirica. Y a ti, ;qué te parece si
aplico el mismo principio de Arquimedes para poner los folios de tu
examen a remojo y valorarlos proporcionalmente al empuje que
reciban?

—Mejor dejamos el sarcasmo sumergido y nos adentramos en el
calculo integral de voliumenes de solidos de revolucion.
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—iPerfecto! veamos el método de los discos, observa detenidamente la
siguiente escena:

r

&7

, . A
numero de discos ‘,B

.mayor namero de discos, el solido se parece mas al original. Cuando este
(mero tiende a un nimero muy grande el volumen de nuestro soélido sera
10
ercano a la suma de todos los discos. Entonces: V =~ E Tt f(x,)%dx
i=1

\. J

—iMuy interesante! En este caso Riemann o Barrow o quien fuera estoy
seguro que se inspiré comiéndose un salchichén... ;Cémo se come un
salchichén? jA rodajas! y seguro que comenzd con rodajas grandes y
termind con rodajitas cada vez mas pequenitas... porque se acababa jJa,
ja!

—De nuevo estuviste inspirado. En este caso el elefante ya estaba
picadito y embutido jJa,ja! Esa idea de rodajas puede aplicarse en todos
los casos en los que los cortes tienen una seccién que puede expresarse
mediante una funcién. En particular, para sélidos de revolucion, tus
rodajas o secciones son discos —cilindros en los que el diametro de la
base es mayor que la altura— de radio f(x;) siendo los x; puntos de una
particion, su area es mf(x;)? y el volumen del disco 7 f(z;)? dz, todo
bajo la suposicién, no necesaria, de que la particiéon es regular de
amplitud dz...
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—Y todo estd cantado, abordamos una suma del volumen de todos
esos discos y haciendo que la altura sea infinitesimal el limite sera el
volumen del sélido de revolucion:

N—o00 <
1=

N b
V = lim 7 f(x;)de = 7T/ f(z)’dz

=1 a
—Asi es Paco. La formulacién que has realizado ha sido muy sintética,
pero refleja que has asimilado correctamente lo de las infinitas sumas
de amplitud infinitesimal. Siempre la misma idea y la misma técnica
aplicada en diferentes entornos y por ello siempre terminamos en
una integral definida. En la siguiente escena puedes observar ese
paralelismo cuando lo aplicamos en el calculo del area bajo una curva
y al volumen de un sélido de revolucion. A ver qué opinas sobre esta
comparativa.

A
INTEGRAL DEFINIDA - AREA BAJO LA C INTEGRAL DEFINIDA - VOLUME E

Suma superior = 7.68 Suma superior = 48.88
Suma inferior = 4.64 Suma inferior = 32.06

3.0
A - A - 3.0
Area = fu_u 3*sin(x/2)dx = 5.58 V= “fuu (3*sin(x/}))* dx= 40.42

"

~
ey
3'sin(x/2) Sin tapas
Rectangulos inferiores
A A A
n =1 a v 0.01 b v 3.00
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—Una bonita muestra del potencial educativo de estas escenas
interactivas. Pude comerme mi caramelito "x*2-0.6 " a rodajitas...
ihum! quéricas.

—Efectivamente todos estos objetos tienen esa caracteristica
intrinseca. En una imagen no es posible mostrar muchos atributos del
objeto, pero en las escenas el usuario puede cambiar esos atributos e
intervenir en ellos. Yo, por ello, suelo Illamarlos "objetos
interventores".

Pero aprovecho esta escena para destacarte que también lo que se
puede interpretar es que aproximamos la funciéon f(z) por una

funcién escalonada —funcién constante a trozos— y a ésta es a la
qgue le calculamos su area y al girarla le calculamos su volumen. La
sencillez de las funciones escalonadas permite simplificar los calculos
y son de amplio uso en el analisis numérico y al tomar limite en el
calculo integral. Otra alternativa es aproximar la funcién por
funciones poligonales quedando el area reducida al calculo de
trapecios rectangulos y el volumen a troncos de conos.

—Si comprendo la técnica y como las ideas sencillas son las mas
eficaces.

—Si, y sin embargo aun teniéndolas delante de nuestros ojos no
solemos verlas y es necesaria la abstraccion y visidén especial de un
genio para que las alumbre y nos permita verlas a los demas. Es lo que
tu decias antes, comemos y comemos muchos salchichones y sin
embargo no somos capaces de detenernos en ver que lo hacemos
poquito a poquito, a rodajitas, y un trocito mas otro trocito hacen el
total.

—ijQué hambre! el hablar de comida siempre estimula los jugos
gastricos...
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—Pues no te voy a invitar a comer, pero si a que calcules el volumen
de helado que cabe en un cucurucho y el de la bola de helado que lo
culmina. O dicho en lenguaje matematico, calcula el volumen de un
cono de radio r y altura h, y el de una esfera de igual radio.

—Vaya profe yo soy de gustos tradicionales tangibles y no de sabores
virtuales. Y no veo a nadie saboreando un helado y haciéndose esas
preguntas que usted me hace.

—iAh! ;no?Y que tal si fueras el empleado de una fabrica de helados
y te preguntaran cuanto aumentaria el precio de los helados si se
incrementara una décima parte el radio del cucurucho, o dicho de
otra manera si se mantuviera el precio y se decrementara el radio en
esa proporcion scudl seria la ganancia adicional?

—iMecachis, profe! ya me parecia a mi que los helados eran cada vez
mas pequenitos, pero no me paré a pensar nunca en eso, creia que era
sugestion mia o fruto de la glotoneria. No obstante, profe, desde
pequeiito ya me dijeron que el volumen de un cono de radio r es

1 4
V = §7r7“2hyel deunaesferaV = §7rr3

—Me dijeron, me dijeron, siempre igual. Eres incansablemente
confiado.

—No se preocupe profe que voy a ponerme ja calcular! y a ver como
nos toman el pelo a los ignorantes!

El cono es una superficie o sélido de revolucién, segin se mire, y la
curva generatriz es un segmento. Para expresarlo funcionalmente

podria usar una funcién lineal f(x) = max definida en el intervalo
[0, h] para que tenga altura h y para que el radio fuese r ha de ser
f(h) = r,esdecirm h = r,por tanto f(z) = 7.
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Mire la imagen que he realizado con la escena de sélidos de
revolucion.

f(x)= i x

—iBien, Paco, bien! ;Y?
—Y aseguir calculando...

h h 2
=T 2de =7 r
V = /0 f(x)“dx /0 (hw) dx

2 h

—iPerfecto, Paco! Ya no es que te dijeron que ese era el volumen de
un cono, sino que tu has sido el que lo has deducido y calculado. ;Y la
bolita de helado? o bien la media bolita para que quede bien apoyada
en el cucurucho.

—Veamos. Una esfera es también un sélido de revoluciéon donde la
funcion generatriz es media circunferencia.
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La ecuacion de una circunferencia de radio r es 22 + y? = 72 Por

tanto, y? = r? — x2,ylafuncion aintegrar serd f(z)? = r? — z2

—:En qué intervalo estaria definida?, ;cual es el intervalo de
integracion?

—Pues en [—r, r] y entonces:

—7r/f da:—w/ (r? — z?)dx

3

(3]

—Muy bien, Paco. ;Cual seria la ganancia adicional si se disminuye el
radio en una décima parte?

—Profe, poco tiene esto que ver con la integracién, pero trato de
darle respuesta. La diferencia de volumen entre el cono original y el
NUEvVo cono es:

3 3\10
1

= —7r(1 — £>r2h
3 100
1 19 19
=3™700" "~ 100"
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iUn 19% de ganancia sélo en el cono! Y en la media bola de helado
seria

= 27.1%

1_(9)3_1mm—7w__2n

10 1000 1000

iYa le decia yo que me parecian mas chiquitos los helados actuales!

—Posiblemente lo sean, como ves una estrategia comercial puede ser
mantener el precio y disminuir la cantidad de producto de manera no
ostensible para el consumidor.

—Pues ese decremento de helado lo echa de menos mi barriguita y
sigo teniendo hambre. Ahora me apeteceria comerme un dulcecito...

—Muy oportuno, Paco. ;Te gustan los donuts como a Homer
Simpson?

—iSi! de ellos me gusta todo salvo el agujerito.

—Pues de agujeritos trata lo siguiente que vamos a analizar, o mas
bien de huequecitos.

—iAtento!

3.9.4.1 Volumenes de sdlidos de revolucion de
seccion hueca

—Paco sigue las instrucciones del siguiente objeto interactivo y dime
como calcularias el volumen del sélido de revolucién obtenido, el cual
tiene un hueco en su interior.

iUsa los controles para observar cémo se genera el volumen!
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Un volumen de revolucion de seccidn hueca se genera cuando una
secciéon formada por dos curvas rota alrededor de un eje.

En la escena se observa una region formada por las funciones
f(z) = 24/ y g(x) = v/ que rotaremos alrededor del eje z. Usa

los controles para observar el desarrollo del volumen de revolucién.
Puedes rotar el cuerpo obtenido con clic derecho sostenido.

—Me lo pone muy facil. Esto es analogo al analisis que hicimos al
hallar el area determinada entre dos funciones. Y de manera similar
basta hallar el volumen generado por la funcién f(z) y restarle el

volumen generado por la funcién g(z), teniendo cuidadito de que en
el intervalo de integracion f(x) > g(x) vy, si no, descomponer la
integral en intervalos en los que se verifique eso o lo contrario...
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—iQué dominio Paco! jExcelente! Este método se denomina de las
arandelas... ;por qué serd? Observa la siguiente escena.

.
&7

Il

{

r

iUna corona circular! Este volumen es igual ala suma de n arandelas. Observa qué
ocurre con el aumento de arandelas, el sélido se parece mas al original. Podemos
concluir que nuestro sdlido tiene un volumen que es la suma de infinitas arandelas
de altura infinitesimal. Si suponemos gue f(x) es el radio mayor y g(x) el menor,

podemos decir que el volumen es: .
Continuar

\. J

—Es obvio que los matematicos a las mesas las llaman mesas y a la
suma de arandelas, método de las arandelas.

—Asi es. ;Qué tal si haces algunos ejercicios?
—:He de decir: jEstupendo!? o se me notara algo el cansancio.

—Poco a poco vislumbramos la ultima recta de la carrera.
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El sélido de seccidn hueca que se
observa en la escena, se formo al
rotar la region acotada por:

f(x) = x, g(x) = % a=0, b=3.00

El volumen es igual a:

\ = [0.00 -

. J

—Paco, ;cémo te ha ido con esos ejercicios?
—iBien! las primitivas que habia que calcular eran muy asequibles.

—Pues avancemos y abordemos ahora el calculo del drea de una
superficie de revolucién, ya adelantamos algo cuando introdujimos
las superficies y sélidos de revolucion.

3.9.4.2 Area de superficies de revolucion

—iSi, si! me acuerdo una suma infinita de areas de troncos de cono de
altura infinitesimal.

—iQué grande eres Paco! Y jqué bien has asimilado lo de la suma
infinita de objetos infinitesimales! Necesitamos, por tanto, saber cual
es el area lateral de un tronco de cono.
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—No lo recuerdo ahora, pero déjeme que mire en internet. ;Tronco
de cono?

Pues aqui esta:
A=m(ri+ry)s

Para calcular el &area necesitamos
conocer el radio de la base mayor rq, el

de la menor ry y la longitud de Ia
generatriz s.

—Perfecto, veamos en este contexto cuales son los radios y la
generatriz. Mira la escena siguiente.

r

I
oculta

namero de troncos

El area lateral de este tronco de cono de altura pequefa (dx=x,,,-x;) es:

f(x,,)-f(x)

X1

A, = aff()+H (X 1)] (Xiaq-%) \/1"'( ]2

Ahora aumenta el nimero de troncos para construir una superficie de 20
troncos (alternamos el color azul y amarillo). ¢Qué concluyes?
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—Perfecto, pero ahora habra que dar el paso al limite. Nuestro gran
salto mortal.

—Asi es Paco, pero ya lo tenemos muy facil. Como en otras ocasiones
consideremos una sucesion de particiones del intervalo [a, b] en el

que esta definida f(z). Y si ésta es suficientemente regular, al menos
derivable, entonces en cada subintervalo [z;, z;.1]podemos aplicar el

Teorema de los valores intermedios y el Teorema del valor medio y
tendriamos que existen dos valores d;, ¢; € (x;, ;1) tales que:

f@) + F@ia) _ pgy. @) = f@in)

2 Tit1 — T

= f'(cs)

por tanto, substituyendo en la expresién del area lateral del tronco de
cono de ese subintervalo

f@ip1) — f(fb‘i))2

Lit1 — L4

A; = W{f(xi) + f($i+1)} (ziv1 — wz‘)\/l + (
=2 f(di)v 1+ f(ci)*(zip1 — ;)

y haciendo que el diametro de la particion tienda a cero, obtenemos

=27 lim Z fld)vV1+ f'(e)? (i1 — x;)

—or / f(@)v/1+ f(@)da

—iLe quedd muy bonito! y légico que se parezca a la longitud del
arco de curva, pero por ello me temo que las integrales que
apareceran seran dificiles de calcular.
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—Y, en general, lo son. No obstante, lo importante es disponer de
esta expresidon que nos permite calcular esa superficie y si el calculo
se hace dificil ya conoces ampliamente cémo usar los asistentes
matematicos para salvar esta dificultad.

—iCierto! Los calculotes ya no me asustan nada de nada... bueno jun
poquito! o jun muchito!

3.10 Aplicaciones del calculo integral en Fisica

—Paco, para finalizar qué te parece si vemos algunas aplicaciones de
la integral definida en el contexto de la Fisica.

—Muy bien. Opino que siempre es bueno conocer cémo las
Matematicas se aplican en otros entornos no meramente
matematicos. Asi pues, javanti profe!

3.10.1 Espacio recorrido

—iAvanti td, Paco! Si un movil se desplaza a una velocidad variable
v(t), équé espacio habra recorrido entre dos instantes ¢, y t;?

—Ya compruebo que quiere que sea yo quien aporte las respuestas...
ipues voy a ello! Si la velocidad es constante el espacio recorrido es
velocidad por tiempo, asi pues, si consideramos intervalos
temporales [t;, t;11] en los que la velocidad es constante e igual a v;,

entonces el espacio recorrido se puede expresar como

E z+1

=1
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Y puesto que la velocidad cambia de manera instantanea bastaria
tomar intervalos de tiempo infinitesimales, es decir, realizamos una
suma infinita de espacios recorridos en intervalos temporales
infinitesimales y, por tanto, gracias a la definicion de integral tenemos

que:
ty
= / v(t)dt
t

a

—iMagnifico, Paco! pero piensa que la velocidad v(t) podria ser

negativa en algun momento, por tanto lo que tu has indicado seria la
distancia existente entre la posicion final del mévil y la inicial del
mismo. Y no el espacio total recorrido ;no te parece?

—Pues va a tener razén, como siempre... Es el problema de los signos
en laintegral. jHay que tomar valor absoluto en el integrando!

e= /ttb o(8)|dt

a

—Los signos no es un problema, el problema se ocasiona si no se
tiene cuidado en interpretarlos bien de acuerdo a lo que nos
preguntan.




¢Y si lo que queremos es conocer la velocidad de ese moévil en el
instante final £, conocida la aceleracién en funcion del tiempo?

3.10.2 Velocidad alcanzada

—iFacil! Si la funcion que nos determina la aceleracion es a(t),

entonces: ,
b

v:/ a(t)dt
t

a

pues la velocidad en un intervalo infinitesimal dt seria a(t)dt y habra

que realizar una suma de esos infinitos productos. El razonamiento es
el mismo que antes, pero aqui al ser la velocidad final alcanzada no
hay que tomar valor absoluto.

—¢Pero lo que has llamado v seria la velocidad final pedida?

—ijAtencién! jAlarma! jNeuronas en accion!

—No sé por qué dices jalarma!, toda respuesta ha de ser
consecuencia de una reflexion sobre lo preguntado. Yo te pregunto
por la velocidad en el instante £, y ;qué me respondes tu?

—iQué he de pensar! Un momento... Si v(t) es una primitiva de a(t),
entonces aplicando la regla de Barrow:
ty

/t ! a(t)dt = v(t)} — u(ty) — v(ta)

ta

asi pues, lo que le di era el incremento de la velocidad. Lo que me
pedia era
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o(ty) = v(t,) + /t a(t)dt

a

—iAy, Paquito, paquito! Lo que has puesto es una obviedad, pues
ty
o(ty) = vl(ts) = v(ta) + / a(t)dt
ta

= v(ty) +v(ty) — v(ts)
= v(ts)

Mediante la integral sélo puedes conocer la variacién o incremento de
la velocidad. Para poder conocer la velocidad final necesitas un dato
adicional que seria conocer la velocidad en algun instante. El error lo
ocasiones al mezclar churras con merinas... Si conoces la aceleracién

a(t) puedes determinar la velocidad en cualquier instante ¢ salvo una
constante, ya que hay infinitas primitivas, asi si A(t) es una primitiva
de a(t), la que queramos de las infinitas existentes, tendremos que
v(t) = A(t) 4+ ky para poder calcular la velocidad en el instante final ¢,
es necesario conocer esa constante k, y para determinarla
necesitamos ese dato adicional que mencionaba. Por ejemplo si la
velocidad en el instante t( es vy, entonces

Vg = ’U(to) = A(to) + k, Iuegok = V9 — A(to)
Es decir, v(t) = A(t) +vo — A(to) = [}, a(t)dt + vo

—Pero si esa expresién es la misma a la que yo he llegado, poniendo en
lugar desut mit, yenlugardetymit,..

—iNo, Paco, no! fijate que en mi expresion vy es necesario conocerlo

0
se puede tomar cualquier primitiva de a(t), en tu caso es una identidad
trivial la que escribes, eso si con mucho adorno o parafernalia.
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—De acuerdo, pero es facil caerse en lo barrido.

—O dicho de otra forma, mucho dominio de la técnica y poco de la
esencia, mucho calculote y poco raciocinio.

3.10.3 Masay centro de masa de una varilla

—Si disponemos de una varilla de longitud L y densidad variable
dada por una funcién d(z) donde z es la distancia a su extremo, ;cudl
es sumasa?y ;cudl es su centro de masa?

—Me va poniendo a prueba en mis conocimientos basicos de Fisica.
La masa puede expresarse como volumen por densidad, pero, en este
caso, en una varilla lineal tedrica en la que solo hay longitud se podria
decir que es longitud por densidad. Asi pues, si la densidad fuese
constante en cada segmento de una particién de la varilla la masa
seria la suma de los productos de la longitud de cada segmento por su
densidad respectiva. Y consecuentemente la masa seria una suma
infinita de la masa de infinitos segmentos infinitesimales de longitud

dx:
L
M:/ d(z) dz
0

—Perfecto, Paco. Lo unico indicarte que has supuesto que la funcién
de densidad d(x) esta definida en el intervalo [0, L], yo no lo habia

especificado y por lo tanto podemos considerarlo asi.

—Sobre el centro de masa recuerdo que su objetivo es sustituir un
objeto n-dimensional por una masa puntual. Es decir, si se aplica una

fuerza en ese punto el objeto completo se desplazaria igual que si
fuese una masa puntual, mientras que si no es el centro de masa el
objeto giraria.
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Es el punto de equilibrio del objeto. Por ejemplo, en una varilla de
densidad constante el centro de masa seria el punto medio, pero en
una de densidad variable no sé como calcularlo.

—Bien Paco. Inicio el planteamiento y tu lo terminas con tus infinitas
sumas de... ;de acuerdo?

Si  tuviéramos dos masas puntuales m; y mgy ubicadas
respectivamente en las posiciones x; Yy x9, Ssi © es la posicion del

centro de masa entonces el equilibrio entre la masa puntual y la

distribuida se alcanzaria cuando (m; + mgo)x = mixz; + maexay por

miT1 + Mol )
tanto x = , es decir el centro de masa es como una
my + mo

media de las posiciones ponderadas por las masas... jTe toca a ti,
Paco!

—Veamos. Usted se ha puesto en una situacién muy sencillita porque
son masas puntuales. En una varilla de densidad variable habra que
trabajar mas. Pero aqui tiene a Paquito jel experto en las sumas
infinitas de términos infinitesimales!

Si divido la barra en segmentos, es decir, considero una particion

Py = {zg,z1,...,ZN}

en cada segmento [z; 1, z;] la masa sera la densidad en un punto
intermedio ¢; por la longitud del segmento, es decir, m; =
d(c;)(z; — x;—1) = d(c;) considerando que la particion es regular de
amplitud dz.

—iSigue, sigue! voy comprobando que tengo un buen ayudante que
pronto contribuira ala mejora social...
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—Si x.,, es la posicién del centro de masa y M la masa total de la

varilla, que ya hemos calculado antes, el equilibrio se obtendra
cuando:

N
M z., = Zcid(ci)dw
i=1

Y ahora que redoblen los tambores que voy a dar un triple salto
mortal... Para segmentos de la varilla de longitud infinitesimal, o lo que
es lo mismo cuando el diametro de la particién regular tiende a ceroy

N — o0, los puntos que he llamado ¢; serian los puntos de la
particion x;

—Cuidado con las afirmaciones rotundas, aunque los segmentos sean
de longitud infinitesimal los ¢; no seran necesariamente los x;

—iCierto!, pero en el limite tendriamos que M z.,, = fOL z d(z) dz
y por tanto:
fOL z d(x) dz

fOL d(z) dz

Lem =

—iUna ola, para este chico que me mola!

3.10.4 Centroide de una placa plana uniforme

—Pues ahora vamos a considerar una placa plana de densidad
uniforme. En este caso el centro de masa se denomina centroide, pues
ya no depende de la distribuciéon de la materia sino que es algo mas
puramente geométrico. Observa en el siguiente objeto de aprendizaje
interactivo, como se calculan las coordenadas de este punto:
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v v 3 b
Recuerdaque A= ff{x}dx
a

+ Centroide ( 0.67 , 0.67) El centroide es el centro de simetria
de una figura geométrica, que puede
coincidir con su centro de masa o su
centro de gravedad. Las coordenadas
del centroide estan dadas por:

b b
[ X (x)]x) [ )Y dx
_ a _ a
! Xe A Ve = 2A
2 2 4 _ .
« Observa varios ejemplos que muestran
el punto centroidal.
y )
o
. J

—El tema es interesante y esta muy bien este objeto interactivo, pero
me ha obligado a hacer un acto de fe creyéndome esas formulas que
me ha dado.

—Tienes toda la razon del mundo mundial, pero yo te propongo y tu
investigas para satisfacer tu curiosidad y saber cientifico. Lo que si
habras podido observar es que si la figura tiene algun eje de simetria
el centroide estard en él. Por ejemplo, en el semicirculo propuesto
estd en y = 0, o en el rectangulo es el punto donde se cortan las

diagonales que es el punto donde se cortan los dos ejes de simetria
que tiene (uno vertical y otro horizontal).

—Si, eso si que lo observé y no se preocupe que ya investigaré acerca
de cémo pueden deducirse.
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—iMagnifico! veamos una ultima aplicacion fisica...

—iNo me lo puedo creer! ;Conoce usted el significado de la palabra
"ultima"?

—Si, Paco, aunque dudes de ello si conozco su significado, aunque no
me guste.

3.10.5 Trabajo realizado por una fuerza

—Si a una particula se le aplica una fuerza constante F' en una
direccién fija desplazandose L unidades de longitud ;cudl ha sido el
trabajo realizado?

—La respuesta es del nivel de secundaria. Trabajo es fuerza por
distancia,enestecasoW = F' d

—Francis, compruebo que estas colonizado.
—Francis? ;colonizado? No entiendo profe.

—Muy sencillo, "W" de trabajo ;no?

—Asi me lo ensefnaron, "W" de "work", trabajo en inglés.

—Pues, tu lo has dicho... ;Y qué ocurre si la fuerza es variable
dependiendo de la posicidn de la particula, es decir, F'(x)?

—Resulta ya rutinario... Una suma infinita del trabajo realizado en
segmentos de longitud infinitesimal de donde: W = fOL F(z) dz

—iMagnifico, Paco! jCasi se acabd! Nuestros intervalos de trabajo no
han sido infinitesimales, ni siempre en la misma direccion.
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Hemos ido recorriendo multiples caminos abiertos por grandes
cientificos, hemos seguido sus pasos y hemos aprendido no sélo
conceptos sino también técnicas y actitudes trasladables a la
resolucién de problemas en diferentes contextos. Tanto, que has
llegado a afirmar que te resulta rutinario. Pues yo jme alegro
muchisimo! y he constatado cdémo has ido escalando en el
conocimiento a hombros de gigantes, pero también de modestos
profesores...

—ijAy, ay, ay! que le veo venir, que no quiere terminar, que me ha
dicho jcasi se acabd!, en lugar de jse acabd!, asi pues, yo le enlazo
esta cancion. jEscuche, escuche!

—Bueno, es una bonita cancién, pero con una carga de anoranza tan
intensa que aparece antes de que acontezca. Y eso es lo que te pasa a
ti, que ya das por finalizado el curso antes de que lo hallamos
terminado. Eres como los cronogatos de Isaac Asimov...

—:;Cronogatos?

—iSi! digieren la comida tres horas antes de ponerse a comer, y
avisan que hay ladrones veinticuatro horas antes de que estos
lleguen.

—iCierto, profe! Veo mi sobresaliente en mi expediente antes que
usted lo haya puesto...

—Y yo vi, antes que tu, tu cronogatismo y previamente preparé una
prueba recopilatoria para ayudarte a repasar tu saber.

—Pero, profe, j¢asi de pronto?! sin dejarme que previamente repase
y me prepare adecuadamente para dar respuesta a sus preguntas...
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—Paco, como buen cronogato tienes que dar las respuestas tres
horas antes de ponerte a repasar. Yo me puse hace unos dias a
preparar esta prueba con mi colega el profesor José Pedro Blanco
Romero de la Universidad Militar de la Nueva Granada (Bogota).
iToda tuya!

—iGracias por su generosidad conmigo!
—¢lronia final?

—No profe, es que me he de despedir antes de terminar vy, por ello,
ahora es cuando le he de manifestar mi agradecimiento mas sincero
por su generosidad conmigo al compartir su saber.

—Adiés con el corazon... jGracias a ti, Paco! jHasta un préximo curso!

—Hasta pronto jPROFE! Al infinito...y jmas all3a!

iYa, ya! jme pongo con la prueba final!
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Prueba final

De un total de 46 preguntas, cada prueba que realices te presentara
10 preguntas, seleccionadas del repositorio.

r

la solucidn al problema.

indefinida

Comprueba tus conocimientos en 10 preguntas

Lee bien la prequnta que se encuentra en el recuadro izquierdo y hoz clic en la respuesta correcta, Una vez respondas, aparecerd

Calcule la siguiente integral

dx

" ——— ,dondeayb

(a +bx)?

se consideran como constantes

3 S

55 (a +bx)® +c
n i

(a+bx)’ +c

royectc
¢ scartes

J
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ttmxp
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