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Prefacio

En los ultimos cuarenta anos, el mundo ha experimentado un enorme
cambio, a nivel tecnolégico, que ha impactado directamente en las
ultimas generaciones; la generacion "millennials", cuyos nativos
digitales nacieron entre los anos 1980 y 2000, los cuales se
comunican, preferiblemente, por redes sociales; y la generacién
"centennials" nacida entre el 2000 y nuestros dias, que son otro tipo
de nativos digitales, pues las tecnologias de pantalla representan una
extension de su propio ser.

Los modelos de educacién a nivel global y el aprendizaje, no pueden
estar ajenos a estos cambios tecnolégicos y generacionales, tienen
que adaptarse a este nuevo amanecer.

El texto Fisica Mecéanica es creado y disenado para satisfacer las
necesidades de ensenanza-aprendizaje de las nuevas generaciones.
Estamos en presencia de un libro interactivo que permite al lector
reconocer, entender, simular, crear nuevas situaciones, reflexionar
sobre los fendmenos fisicos mas representativos de la Fisica mecanica
mediante escenas interactivas disenadas en Descartes JS y GeoGebra.

El texto esta escrito en un lenguaje sencillo, ameno que lleva al lector
de la mano por los caminos de la Fisica mostrandole paso a paso el
desarrollo de las leyes y principios fundamentales que gobiernan la
mecanica clasica.

Al inicio de cada capitulo el lector encontrara un video introductorio
de la serie educativa Universo Mecanico que es una coleccién de 52
videos creados por el Instituto de Tecnologia de California cuyo
director y anfitrién es el Dr. David L. Goodtein. Cada video es una
presentacion contextualizada al tema tratado en dicho capitulo.
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Capitulo |

INTRODUCCION A LA
FISICA







1.1 Conceptos Basicos y Sistemas de unidades

C Fisica Meeanica'lntroduecion-Mate... 0

l\ll k’( ! \ I\ ICU Ver mas ta..  Compartir

Mirar en EBYouTube

El video introductorio hace parte de la serie Universo Mecanico?

Desde la aparicion del hombre en la tierra y como mecanismo de
supervivencia, el hombre se ha preguntado por el cobmo funciona el
Universo, cémo comenzd, cémo evoluciona, como seguird
evolucionando. Respuesta a estas preguntas estuvieron por muchos
siglos en la teologia, la mitologia. Fue hasta finales del siglo VII y

principios del siglo V Ia.c. que nace la filosofia y filésofos como Tales

De Mileto se cuestionaba sobre el origen de las cosas buscando
explicaciones racionales.

Junto con la filosofia nace el termino Physis que en Griego significa
Naturaleza, nacer, producir, hacer, significa origen y produccion de las
cosas. Los primeros fildsofos llamados presocraticos se les reconocen
como filésofos de la Naturaleza

! La serie educativa Universo Mecanico es una coleccién de 52 videos creados por el
Instituto de Tecnologia de California cuyo director y anfitrion es el Dr. David L. Goodtein.
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1.1.1 La Fisica

La fisica es una ciencia empirica, es por excelencia la ciencia de la
naturaleza. La fisica se basa en la observacion para entender el
universo.

El hombre siempre se a interesado en saber cémo funciona el
universo, porqué los cuerpos cercanos a la tierra caen, porqué cae un
rayo, porqué el dia, porque la noche, porqué el cielo es azul, y en
general el porqué de las cosas.

La Fisica pretende encontrar las leyes que gobiernan el universo, entre
estas leyes tenemos por ejemplo la ley de la gravitacién universal que
responde al porqué de la atraccién entre los cuerpos, la ley de
Coulomb que da razén de las fuerzas debidas a cargas eléctricas, las
leyes de Newton que nos da la posicion, velocidad y aceleraciéon de los
cuerpos que son grandes comparados con el tamano del atomo y que
se mueven con velocidades mucho menores a la velocidad de la luz.

Al hombre también le interesa predecir fendmenos de la naturaleza
tales como el clima, un temblor, un tsunami, etc. Los mas grandes
avances de la ciencia han sido posibles gracias a la fisica.

La fisica en su experimentacion investiga basicamente la materia, la
energia, el tiempo y el espacio y evallua las diferentes interacciones
entre ellos.

La fisica y la fisica mecanica en especial resultan ser mas sencilla de lo
gue la gran mayoria de las personas creen, es una disposiciéon mental al
proceder légico del funcionamiento de las cosas, es lograr entender
conceptos basicos y fundamentales que son los eslabones de esa
cadena que mueve ésta hermosa maquina llamada Universo.

16



1.1.2 Fisica Mecanica

La fisica mecanica es una rama de la fisica que estudia el movimiento
de los cuerpos para dar a conocer esencialmente su posicion,
velocidad y aceleraciéon. Este estudio lo realiza la fisica mecanica
desde dos frentes, uno de ellos a partir de la geometria del
movimiento, es decir, si su movimiento es a lo largo de una linea recta
o a lo largo de una curva; el otro frente es estudiar el movimiento de
los cuerpos a partir de las fuerzas que actuan sobre el cuerpo.

La Fisica mecanica considera el estudio de los cuerpos en reposo como
un caso especial del movimiento en el cual la velocidad es constante
con todas las consecuencias a que ello lleva.

El estudio de la Fisica mecanica se divide en tres partes

fundamentales, la estatica, la cinematica y la dindmica o cinética.

Estatica: Es una rama de la fisica mecanica que estudia los
cuerpos en equilibrio, es decir, los cuerpos en reposo.

Cinematica: Es una rama de la fisica mecanica que estudia
el movimiento de los cuerpos (posicion, velocidad y
aceleracion) a partir de la trayectoria que describe en su
movimiento (rectilinea, curvilinea).

Dinamica o Cinética: Es una rama de la fisica mecanica que
estudia el movimiento de los cuerpos (posicion, velocidad y
aceleracion) a partir de las fuerzas que actian sobre los
cuerpos.

17



Para abordar el estudio de la fisica mecanica es necesario que al dar a
conocer algunos conceptos basicos. También demos a conocer al
menos cinco sistemas de unidades: el Sistema Internacional de
Unidades S.I., el sistema Técnico ST, el Sistema Ingles U.S.C.S.
(Sistema Consistente de la Union de Estados), el Sistema F.PS. y el
Sistema cegesimal c.g.s. , de los cuales nos concentraremos en dos de
ellos para el desarrollo de este curso, el Sistema Internacional de
Unidades y el Sistema F.P.S..

es conveniente que el estudiante se familiarice desde este momento
con estos cinco sistemas de unidades ya que seran necesarios para el
desarrollo de cursos siguientes a este de fisica mecanica tales como
Mecdnica de fluidos, termodindmica entre otros.

1.1.3 Tiempo

Un estudio de los intervalos entre eventos repetitivos dio origen al
concepto de tiempo. Haciendo observaciones del paso del dia y la
noche (el dia solar), de la rotacién de la tierra sobre su eje, de las
estaciones climaticas, el hombre observo como estos fenémenos se
repetian asi mismos y los fue estandarizando para su provecho como
lo es determinar las épocas para cultivar. Pero aun asi faltaba
determinar el patrén para ese intervalo de repeticion de los eventos
qgue fuera permanente.

"Galileo cuando era joven uso el pulso de su mufeca para medir el
tiempo de oscilacién de un péndulo?".

Las vibraciones a nivel molecular en el cristal de cuarzo cuando son
estas inducidas eléctricamente, son ejemplos de eventos que se

repiten asi mismo.

2 Eugene Hecht, Fisica en Perspectiva, Editorial Addison-Wesley Iberoamericana, S.A. de
E.UA. 1987, pag.28.
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Ya en nuestra época se comenzé a observar fendbmenos como las
frecuencias de radiacion de algunos atomos.

La unidad fundamental para medir el tiempo es el segundo. El segundo
es exactamente igual en cualquiera de los sistemas de unidades por lo
gue no es necesaria ninguna conversion.

"En 1999. se adoptdé como reloj atomico el cesio 133, cuya base
fundamental es la frecuencia de radiacion de una fuente de 4tomos de
cesio. La variacién de este reloj es de menos de un segundos cada 20
millones de afios®".

Un minuto tiene 60 segundos, una hora tiene 3600 segundos, un dia

tiene 24 horas.

1.1.4 Longitud
La longitud hace referencia a la distancia entre puntos.

El hombre en la antigiiedad utilizo su cuerpo para medir distancias, el
pie, la pulgada, el antebrazo. Los romanos median distancias en pasos
gue equivalian a la medida de cinco pies. Mas adelante en la historia
resulto que mil pasos se convirtiera en una milla Britanica. La yarda
era la medida desde la punta de la nariz a la punta del dedo indice,
teniendo el brazo extendido.

En fisica mecanica se requiere medir distancias, posicion de un cuerpo,
cambio de posicion. En el Sistema Internacional S.1. se utiliza el metro
m, en el Sistema Técnico S.T. se utiliza el metro m, en el sistema Ingles

(U.S.C.S.) se utiliza el pie ft, en el sistema F.PS. se utiliza el pie ftyen
el sistema Cegesimal se utiliza el centimetro cm.

% Wilson. Buffa. Lou, Fisica, Editorial Pearson Educacién, México, Sexta edicién, 2007, pag.5.
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1.1.5 Area

El drea es la superficie de un cuerpo; si pasamos suavemente la mano
por la parte de arriba de la mesa estamos tocando su superficie, asi
mismo tocamos la superficie de un globo. En el Sistema Internacional
el area se mide en metros cuadrados m2, en el Sistema Técnico ST. en

metros cuadrados m?, en el sistema Ingles U.S.C.S. en pies cuadrados

ft2, en el sistema F.PS. se mide en pies cuadrados ft,y en el sistema

c.g.s. centimetros cuadrados cm?.

1.1.6 Volumen

El volumen es la capacidad de contenido tridimensional de un cuerpo,
como cuando vertimos agua en un vaso. En el Sistema Internacional el
volumen se mide en metros cubicos m3, en el Sistema Técnico en

metros clbicos m?3, en el sistema Ingles U.S.C.S. en pies cubicos ft3, en

el sistema F.PS. se mide en pies ctbicos ft3,y en el sistema Cegesimal

en centimetros ciibicos em?.

1.1.7 Velocidad

La velocidad es el cambio de la posicion respecto de un cambio en el
_>

r
tiempo v = AL La velocidad tiene dos partes: su valor numérico

con unidad y su direccién (para donde va). Sus unidades en el S.1. es

m m
en metros por segundo —, en el sistema S.T. —, en el sistema U.S.C.S.
S

S

t t cm

f—, en el sistema F.P.S. f— en el sistemac.g.s. —.
S S S
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1.1.8 Aceleracion

Existe aceleracion cuando se produce un cambio en la velocidad

ad =

respecto de un cambio en el tiempo o A nivel de unidades

serd el cambio de — cada s. En el sistema S.I. las unidades de la

S
. 7 m . m .
aceleracion es —,€en el sistema S.T. —,en el sistema U.S.C.S. —,€en el
S S S
) ft ) cm
sistema F.PS. —,€n el sistemac.g.s. — -
S S

Gravedad Terrestre: Los cuerpos en la naturaleza en razén
de su masa desarrollan atracciéon en presencia de otros
cuerpos. La tierra atrae los cuerpos cercanos a ella con una
aceleracion llamada la gravedad. La aceleracién de la
gravedad en el sistema S.I. tiene un valor promedio de

9.81%, en el sistema S.T. de 9.81%, en el sistema ST. de
S S

5» €n el sistema U.S.C.S. de 32.2—2, en el sistema

S S

t
F.PS.de 32.2f—2 y en el sistema c.g.s. de 981 %
S S

1.1.9 Masa

Es la cantidad de materia que posee un cuerpo, la materia la
constituyen electrones, protones, atomos, moléculas, que son
comunes a todos los cuerpos en el universo. La materia no apunta a
ninguna parte, ningun lado o sitio.

En el sistema internacional de unidades S.l. la unidad de masa es el
kilogramo K g, en el sistema Técnico S.T. es la unidad técnica de
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masa UT.M., en el sistema Ingles US.C.S. la libra masa lbm, en el
sistema F.PS. el slugy en el sistema Cegesimal c.g.s. el gramo gr

1.1.10 Fuerza

La fuerza es la accidn de un cuerpo sobre otro, es la accién que intenta
o logra cambiar el estado de reposo o movimiento de un cuerpo. En
este sentido vemos que las fuerzas no aparecen solas, debe existir la
interacciéon de dos cuerpos.

Podemos decir también que la fuerza es la resistencia que hace un
cuerpo ala accién o interaccién con otro cuerpo.

Siguiendo a Newton tenemos que el producto de la masa por la
aceleracion da como resultado una fuerza F' = ma, asi podemos
analizar las unidades de la fuerza, entonces, en el sistema S.I. |a unidad

Kg.m .
de fuerza queda —— = N llamado Newton, en el sistema S.T.
S
tm. lbm. ft
wm-m _ Kp llamada kilopondio, en el sistema U.S.C.S. m_f que

2 2
S S
por si sola no tiene un nombre especifico pero cuando se tienen

32.2lbm. ft

2

S

slug. ft . ) gr.cm

FPS. —— = Lb que se llama libra y en el sistema c.g.s. — =
S S

= Lby recibe el nombre de Libra fuerza, en el sistema

dina.

Podemos afirmar sin temor a equivocarnos, que sobre los
conceptos de fuerza y aceleracion descansan los
fundamentos de la fisica mecanica
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1.1.11 Peso o Fuerza de Gravedad

Como todos los cuerpos sobre la tierra tenemos masa, nos vemos
sometidos a los efectos producidos por la accion de aceleracion de la
gravedad terrestre que siempre es hacia el centro de la tierra. De
acuerdo con el postulado de Newton F' = ma vemos que la union

entre la masa y la aceleracién de la gravedad produce una fuerza que
por provenir de los efectos de la gravedad terrestre se llama Fuerza de
gravedad F'g = mg o peso de un cuerpo w = mg.

Bajo este analisis entiéndase que los conceptos de masa y peso de un
cuerpo son conceptos diferentes. La masa es la cantidad de materia
gue posee un cuerpo y esta cantidad no cambia por el lugar donde se
encuentre. El peso por ser este el producto entre la masa y la
aceleracion de la gravedad terrestre puede cambiar su valor pues el
valor de la gravedad por ejemplo en la luna es de la sexta parte de la
aceleracion de la tierra, entonces en la luna una persona pesara la
sexta parte de lo que pesa en la tierra.

Ahora pensemos en un lugar en el espacio vacio donde no existe
gravedad, no existird peso; es por ello que los astronautas al
encontrarse en el espacio si salen de la nave deben tener un corddn
gue los ate a la nave para que puedan ser regresados a ella.

Una persona con 80 K g de masa tendrd en la tierra un peso de:

80Kg . 9.81m

F >

g:mg: :784N.

Si llevamos a esta persona fuera de la tierra al espacio vacio donde

80 Kg O0m

—— =0N

no existe gravedad su pesosera: F, = mg = p
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1.1.12 Trabajo

Una fuerza que al actuar sobre un cuerpo ayuda a que este se desplace
de una posicion a otra realiza trabajo W sobre este cuerpo. Pensemos

en el ascensor que nos lleva de un primer piso a un quinto piso por
ejemplo. También realiza trabajo W aquella fuerza que cuando un
cuerpo se desplaza de una posicion a otra, esta fuerza se opone a ese
desplazamiento, como cuando arrastramos una caja por el suelo y el
contacto de la caja con el piso opone resistencia al movimiento.

Por ser el trabajo W una consecuencia de la fuerza y el
desplazamiento sus unidades en el Sistema Internacional S.I. es N.m,
en el Sistema Técnico S.T. K p.m, en el sistema Ingles (US.C.S.) Lbf. ft,
en el sistema F.PS. Lb. ft y en el sistema Cegesimal dina.cm.

1.1.13 Energia

Es la capacidad que tienen los cuerpos de producir trabajo. Los
conceptos de trabajo y energia se funden en uno solo, cuando
hablamos de trabajo W, hablamos de energia E. y cuando hablamos
de Energia E, hablamos de trabajo V. Existen varios tipos de energia:

energia quimica, energia mecanica, energia nuclear, energia eléctrica
entre otras. En este curso hablaremos de energia mecanica.

Las unidades de la energia son las mismas unidades del trabajo, en el
Sistema Internacional S.I. es N.m = J llamada julio, en el Sistema
Técnico ST. Kp.m, en el sistema Ingles (U.S.C.S.) Lbf. ft, en el sistema
F.PS. Lb. ftyen el sistema Cegesimal dina.cm = erg llamada ergio.
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1.1.14 Potencia

Es la rapidez con que se realiza trabajo, es la rapidez con que se
entrega energia. Es el cambio en el trabajo respecto de un cambio en el

tiempo, es el cambio en la energia respecto del cambio en el tiempo

AW AFE .
P=——, P = —— Pensemos enunautomovil que arrancay hace
At At
chillar las llantas con el suelo.

La potencia da razon de que tan rapido se transfiere energia o que tan
rapido se realiza un trabajo.

El concepto de potencia es muy importante a nivel industrial; una
maquina que realice un trabajo de manera mas rapida constituye una
buena herramienta.

A mediados del siglo XV III se pretendié tomar una unidad de

medida de la potencia y se tomé como referencia el trabajo
desarrollado por un caballo. James Watt ingeniero escoses quien
trabajo e investigo con motores a vapor, encontré que un caballo al

tirar en promedio ejercia una fuerza de 670N caminando a una

45.71N. Lb.
velocidad de —m, es decir —7 0.7 m gue equivalen a —550 b.1t ya
S S S

este dato lo conocemos como un caballo fuerza, horsepower (hp).

las unidades de la potencia en el sistema internacional S.I. son

Nm J . . _—
= — = W unidad llamada Watt, en el sistema técnico S.T.
S

S
Kp. Lbf.ft Lb.ft
p m’ en el sistema U.S.C.S. I-f ,en el sistema F.P.S. f ,enel
S S S
i dina.cm  erg
sistemac.g.s. = .
S S
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1.1.15 Presion

Existe presion cuando una fuerza actta sobre un drea P = T Como

cuando apoyamos verticalmente nuestra palma de la mano sobre una
mesa

Sus unidades en el sistema internacional S.l. son — = Pa unidad
m

K
llamada Pascal, en el sistema técnico ST. —I; en el sistema U.S.C.S.
m

= Poisse.

dina
—,en el sistema FPS ,en el sistemac.g.s.
Ft2 Ft2 cm2

1.2 Conversion de Unidades

Se pueden hacer conversiones de unidades para pasar de un sistema
de unidades a otro, para ello daremos algunas relaciones que resultan
convenientes.

CONVERSION DE UNIDADES

=100cm m? = 100%cm m3 = 100%cm
m = 3.2808 ft m? = 3.2808% ft? m3 = 3.28083 ft?
em=10mm em? = 102 mm?2 em3 = 103 mm?
ft=12in=12pulg = 12" ft?2 =122 = 12%pulg? = 12" ft3 = 123in® = 123pulg® = 12"
in=254cm in? = 2.54% cm? in® = 2543 cm?®
Km=1000m Km? = 10002 m? Km® = 1000® m?
mi = 1609.37m mi? = 1609.37% m? mi® = 1609.37° m?
= 5280 ft mi% = 52807 ft? mi® = 52803 ft3

Tabla 1.1: Relaciona unidades de longitud, area y volumen en cinco
sistemas de unidades.
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En la aplicaciéon de esta tabla debemos tener cuidado del hecho de que
cuando una unidad se eleva a una potencia, igualmente se debe elevar
su valor numeérico correspondiente a la misma potencia.

CONVERITON DE UNTDADEX

Enerald

Kg = 1000 gr N = 10° dinas J= 107 erg hp = 550 Lb.ft/s
9.81Kg=U.T.M K,=9.81N J=0.738 Lb.ft hp =746 W
Slug = 145938 Kg Lb= Lbs Btu=1.05 =10®J W = J/s = 0.738 Lb. ft/s
Stug = 32.2 Lb,, Lb = 44482 N KWh = 3.60+=108 J W = 3.41 Btu/h
Kip = 1000 Lb Btu = 778.17 Lb.ft CV=736W

Ton = 2000 Lb

]

Tabla 1.2: Obsérvese con cuidado en la tabla 2 las unidades de masa y
peso para distinguir estos dos conceptos a la hora de leer los ejercicios
gue se desarrollaran durante el curso de Fisica mecanica.

CONVERSION DE UNIDADESN
i | Hews | o |

Pa = N/m? min = 60 s 180%° =11 rad
Bar = 10° Pa h=3600s rad = 57.30°
Atm = 14.7 psi dia = 24 h rpm = mrad/30s
psi = Lb/in® Afio = 365 dias 1% =0.0175 rad

Atm = 1.01 Bar
Pa = 10 dinas /cm?>

Tabla 1.3: Como complemento anexamos algunas equivalencias entre
grados y radianes.

Téngase en cuenta que los conceptos, unidades y factores de
conversion que hemos desarrollado en este capitulo son aquellos que
vamos a utilizar en este curso de fisica mecanica.
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Ejercicio 1.1: Probar que 14.7psi equivalena 1.01 Bar:
Solucién:

bh. 4.4482N n2 100Z¢m2.
14.7psi 0 . Tb 2.54%em2  m2

psi 1 1 1
B
\ﬁz\ . 10%: 1.01Bar
2.

A\ o

1.2.1 Resumen de los Sistemas de Unidades

SISTENMAS DE UNIDADES

-Wm m

= J=N.m

.5' S s m
s.T s m um = - K, km D™ &
s s s m?
ft ft Lb; ft Lb,

U.5.CS. Lb i il Lb i | R —
s ft m = = ;R 5 Fi?
ft ft Lb.ft Lb

F.PS. I — — Lb Lb. —
° i sg s 52 ft 5 ft2

c.4.s. it it dina er 4 ding
.g.5. 5 cm o = -2 g = —

Tabla 1.4: En esta tabla se resumen de los cinco sistemas de unidades.

Para el desarrollo de este curso nos concentraremos en dos sistemas
de unidades: Sistema Internacional de Unidades S.I. y Sistema
Técnico Ingles F.P.S.
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1.2.2 Notacion Cientifica

Un ndmero queda descrito en forma de notacioén cientifica cuando se
escribe con un nimero entre uno y el nimero diez multiplicado por
una potencia de diez.

Ejercicio 1.2 : Describa en forma de notacién cientifica las
siguientes cantidades: (a) 2000Lb, (b) 1609.37m, (c)

528 ft, (d) 0.2248Lb,,.
Solucion:

(a) 2000Lb=2 - 103Lb

Obsérvese que el nimero 2 esta entre el numero uno vy el
numero diez.

(b) 1609.37m = 1.61 - 10°m

Obsérvese que el numero 1.61 esta entre el nUmero uno y el
ndimero diez.

(c) 538ft=5.38 - 10%ft

Obsérvese que el niumero 5.38 esta entre el numero uno y el
numero diez.

(d) 0.2248ft=2.22 - 10~ 'ft

Obsérvese que el niumero 2.2 esta entre el numero uno y el
numero diez.
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1.2.3 Prefijos Métricos

Son una herramienta utilizada por el sistema internacional de
unidades que facilita el manejo de las cifras numéricas.

En el estudio de la fisica mecanica nos encontramos en muchas
ocasiones frente a cifras numéricas que son muy grandes o muy
pequenas y su escritura y manejo en la resolucion de calculos
matematicos resultan muy engorrosos. Para hacer mas amable estos
calculos matematicos y ademas facilitar las expresiones lingliisticas de
estas cantidades, el Sistema internacional de Unidades desarrollo una
serie de prefijos con nombre, simbolo y valor que permiten dicha
finalidad.

La notacién de los prefijos se realiza utilizando potencias de 10, por
ejemplo, el prefijo Mega significa 1000000 que se puede escribir como
106, el prefijo Kilo significa 1000 que puede escribirse 103. Asi que si
tenemos 1000 Julios que son 102 Julios y se pueden escribir como
1 KJ.

La utilizacion de los prefijos es exclusiva del Sistema Internacional, no
es valido para ningun otro sistema de unidades.

No es permitido tener dos prefijos para una misma cifra, es decir no
valido hablar por ejemplo de 50 Mega Giga Newton 50MGN, no

existe la cifra.

Recordemos que si tenemos 0.000053m = 53.10 %m.

Ahora, si aplicamos los prefijos métricos la cifra se puede expresar
como S53um.
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Para facilitar el entendimiento y operatividad de los prefijos hemos
elaborado un listado de los mas reconocidos y utilizados en el estudio
de lafisica en general.

i PREFIJME METRILOS h

Yotta Y 10%
Zetta z 10%
Exa E 10
Peta P 10%
Tera T 10t
Giga G 10°
Mega M 10%
Kilo K 10
Hecto h 102
Deka da 10t
deci d 10~t
centi C 1071
mili m 107#
micro v 108
nano n 10-%
pico p 10~
femto f 10-%
atto a 10-%
Zepto z 10~%
yocto v 10~

Tabla 1.5: La tabla muestra el nombre del prefijo, el simbolo y su valor
en factores de 10.
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Ejercicio 1.3 : Convertir 20MPa en mPa:
Solucion: .

10
20M Pa - — Oﬂ —20-10° - 10*mPa
20MPa = 20 - 10°mPa

Ejercicio 1.4 : Convertir 12T'N en pN.
Solucioén: "

1
joxN . 0 D

1012
127N =12 - 10**pN

— 12102 102pN

Ejercicio 1.5 : Pasar a notacidon cientifica las siguientes
cantidades: (a) 4860 - 107 '2fN (b) 0.0019 - 10°M J;

Solucion:

1 —15
(a) 4860 - 1072 N - OT —=4860 - 1072 . 107N

4860 - 107 2fN = 4860 - 10 2"N = 4.86 - 10 *N

(b)0.0019 - 109D J - M = 0.0019 - 10° - 10%J

0.0019 - 10°MJ = 0.0019 - 10¥Pa =1.9 - 1012J
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La siguiente es una escena interactiva, adaptada de Plantillas con
descartes_JS* y disefiada por Juan Guillermo Rivera B.

e Convierte 545 - 10°Mgr en Zgr en forma manual.

e Realice la conversion utilizando la escena interactiva y compare
los resultados.

e escribalarespuestaen notacion cientifica.
e Convierte 0.00786 - 10°ngr en T'gr en forma manual.

e Realice la conversion utilizando la escena interactiva y compare
los resultados.

e escribalarespuestaen notacion cientifica.
e Repitalos pasos para convertir:
220.45gr en Ggr ~ +/458.25mgr en Tgr
v/ Send5°agr endgr

4 . . .
Las escenas de Descartes son recursos interactivos que pueden insertarse o embeberse en
multiples soportes y medios como paginas web, blogs, wikispaces, o plataformas de
aprendizaje como Moodle, entre otras herramientas.
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1.3 Nivelatorio

Para abordar este curso de fisica mecdnica es necesario entender
como minimo los siguientes conceptos y modelos matematicos:

1.3.1 Triangulos

» Tridngulo Rectangulo

Figura geométrica que se caracteriza
por tener tres lados, dos de ellos (los
b lados mas cortos) llamados catetos v,
el otro (el mas largo) Ilamado
hipotenusa, un angulo interno de 90
grados:

La suma de los angulos internos es de 180 grados. Solo para los

triangulos rectangulo es valido hablar de la ecuacién de Pitagoras,

c® = a® + b%, donde los lados a y b son los catetos y el lado ¢ es la

hipotenusa, Despejandopara ¢: ¢ = ++v/a? + b2.
donde: c=+a?+ b2

Obsérvese que al despejar ¢ nos queda =+ la raiz cuadrada de a® + b°
de la cual debemos tomar la raiz positiva en virtud de que los
triangulos no tienen lados negativos.

Aplicando el mismo concepto podemos despejar para cada cateto:
c=a’+b, a=+Vc—-0b, a=+Vc*—b

A=a’>+b, b=2+Vc2—a% b=+c*—a?
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Ejercicio 1.6 : En un tridngulo rectangulo los valores de los
catetos son 4m y 3m respectivamente, determinar el valor de la
hipotenusa y comprobar por Pitagoras el valor de los catetos:
Solucion: Aplicamos Pitagoras para la hipotenusa:

c=1+va?®+ b?
c=vV42+32 c=5m

Ahora comprobamos para los catetos:
b=+vc2—a? b=+52-32 b=4m
a=+vc2—-b a=+52-42 aq=3m.

» Funciones Trigonométricas

Las funciones trigonométricas son
aplicables Unica y exclusivamente a
triangulos rectangulos ya que sus
definiciones estan basadas en los
conceptos de catetos y el concepto de
hipotenusa:

Cateto Opuesto
e Sena=-=

ol e

Hipotenusa

b  Cateto Adyacente
e (Cosa=-=
c

Hipotenusa
a Cateto Opuesto

[ t = - =
9= % T Cateto Adyacente
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b Cateto Adyacente

[ J Ct = — =
IX= 0 Cateto Opuesto
c Hipotenusa
e Seca=-=
b  Cateto Adyacente
c Hipotenusa
o (Csca=-

a  Cateto Opuesto

» Funciones Trigonomeétricas Inversas

Las funciones trigonométricas inversas son una herramienta utilizada
en la fisica especialmente para encontrar el valor de un angulo a partir
de una Funcion Trigonométrica.

. a:Senflg o a:Ctgfl_
c a
b

e a=Cos - e a=Sec!t
c b
a c

o a=tag -+ e aa=Csc 1=
b a

En las funciones trigonométricas inversas los simbolos Sen~!, Cos™!,
tag~t, Ctg~', Sec™!, Csc™!, no son sujetos de operaciones
algebraicas, son indicativos que hacen alusién a ser la funcién inversa
de larespectiva funcién.

En este curso de Fisica mecanica vamos a distinguir dos
tipos de triangulos, los triangulos Rectangulos y los que
no lo son.
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> Tridngulos que no son
Rectangulos. Los tridngulos que No
son rectangulos No tienen catetos, No
tienen hipotenusa y No tienen angulo
de 90 grados en su interior.

Como consecuencia de lo anterior, a los tridngulos No rectangulos No
se les puede aplicar la ecuacién de Pitagoras.

Los tridngulos No rectangulos se caracterizan por tener tres lados y
No tener en su interior angulos de 90 grados, la suma de sus angulos

internos es de 180 grados.

A los tridngulos No rectangulos, se les aplica la ley del Coseno y la ley
del Seno.

1.3.2 Ley del Coseno

La ley del coseno afirma que si se conocen dos lados de un triangulo y
al angulo entre ellos, se puede conocer el otro lado.

o c=+/a?+b2—2abcos~y

e a=+c2+b2—2bcosa

o b=+/c2+a2—2cosf

La ley del coseno es una ley que se aplica a todo tipo de tridangulos
incluyendo a los tridngulos rectangulos.

Obsérvese que siy = 907, la ecuacion para hallar ¢ queda:
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¢ =+va?+ b2 —2abcos90° y como cos 90° = 0, esto hace que el
termino —2ab cos 90° desaparezca de la ecuacion y quede finalmente
que ¢ = va? 4 b?® que es laecuacion de Pitagoras.

1.3.3 Ley del Seno

La ley del Seno hace una relacién entre el Seno de un angulo y su
respectivo lado opuesto.

sena  seny  senf
[ ] = —_=

a C b

Por propiedades de los fraccionarios, la ecuacién de la ley del seno se
puede escribir:

.a_c_b

sena seny Senp

La ley del Seno al igual que la ley del Coseno es aplicable a todo tipo de
tridangulos incluyendo a los tridngulos rectangulos.

Sitomamos las dos primeras relaciones de la ley del seno y hacemos

sena sen 90°

v=90", = y despejando para sena::
a c

seno = M ycomoSen 90° =1 Queda:
c

a .
sena = — Resultado que coresponde a la funcion
C

trigonométrica sena sieltridngulo fuerarectangulo.
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Ejercicio 1.7: En el tridngulo
a=4m b=3m vyelangulo

~v = 120", determinar el valor|
del lado ¢ vy el valor de los

angulos a y p.

Solucion:

Como conocemos dos lados y el angulo entre ellos, aplicamos la
ley del Coseno para conocer c:

c=+/a2 + b% — 2abcosy

c= /42 + 32 — 2(4)3 cos 120 c = 6.08m

Ahora, aplicamos la ley del Seno para hallar a:

seno sen 120° 4 sen 120°
= senqg = ————
4 6.08 6.08
4 120°
a= .S'en‘lL0 a=34.07°
6.08

Finalmente, como los angulos internos de un triangulo suman
180°, entonces:

B=180" —a —~

B =180" — 34.07 — 120 B = 25.93°
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e Enlaescenainteractiva tomamos el lado de cada cuadro como de
2m

e Mueva el vértice (C) del tridngulo y logre que el lado (a) mida
10 m horizontales

e Muevael vértice (A) de tal manera que quede localizadoa 6 m ala
derecha del vértice (C) y a 6m arriba. Observe que el angulo -y es de
135°

o Determine el valor del lado (c) aplicando la ley del coseno y
comparelo con el valor arrojado por la escena interactiva.

e Conlaleydel Senoy con el valor del lado (C') obtenido, encuentre
el valor de los dangulos (a) y (3) y comparelos con los valores arrojados
por la escena interactiva.

e Muevael vértice (A) de tal manera que quede localizadoa6 m ala
izquierda del vértice (C') y a 6 m arriba y realice los dos anteriores
puntos.
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* | ol otre inge aslisands as siguientes scussicnes:

e Enlaescenainteractiva tomamos el lado de cada cuadro como de
10Lb

e Mueva los vértices del triangulo y logre que el lado (a) mida 120Lb
horizontales

e Logre que el vértice (A) este localizado en la mitad del lado (a) y a
60 Lbs arriba.

o Determine el valor del angulo gamma () y el valor del lado (b).

) Determine el valor del lado (c) aplicando la ley del coseno y
comparelo con el valor arrojado por la escena interactiva.

e Con la Ley del Seno determine el valor de los angulos alpha () y
Beta (3).

e Encuentre otras formas de realizar el ejercicio y explique.
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e Enlaescenainteractivarecree el siguiente ejercicio.

e Unaviadeferrocarril es horizontal y otra via de ferrocarril la cruza
formando un angulo de 60° arriba de la horizontal. Por la via

Km
horizontal pasa un tren a una velocidad de QOT. 15 minutos mas
tarde pasa por el punto de cruce y por la otra via un tren a una

m
velocidad de 107. Determinar la distancia que separa a los dos

trenes 15 minutos después de pasar el segundo tren por el punto de
cruce de las vias. Determine el valor del angulo entre la distancia
recorrida por el tren que viaja horizontalmente con la distancia que
los separa.

o Determine primero la distancia que recorre el primer tren
multiplicando la velocidad por el tiempo que sera de media hora.

e Determine ladistanciarecorrida por el segundo tren multiplicando

su velocidad por el tiempo que sera de 1 de hora.

e Grafique la distancia recorrida por el primer tren como el lado (a)
del tridangulo, grafique la distancia recorrida por el segundo tren como
ellado (c) y el angulo entre ellos Beta 5 = 60°.

e Aplique la ley del coseno y determine el lado desconocido (b) que
sera la distancia entre los dos trenes.

e Compare el resultado obtenido con el modelo matematico de la ley
del coseno con el valor arrojado por la escena interactiva.

e Para determinar el angulo entre la distancia recorrida por el tren
gue viaja horizontalmente con la distancia que los separa se utiliza la
Ley del Seno.
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1.4 Preguntas y Ejercicios - Capitulo |

Preguntas - Capitulo |
1. Qué es la Fisica?
2. Qué pretende la Fisica?

3. Cuales son las partes en que se divide la Fisica
Mecanica?

4. Qué estudia cada una de las partes en que se
divide la Fisica?

5. Cuales son los cinco sistemas de unidades que
se utilizan para el estudio de la Fisica Mecanica?

6. Cuales de los cinco sistemas de unidades se
utilizaran en el desarrollo de este texto?

7. Qué utilizdé Galileo para medir el periodo de
oscilacion de un péndulo?

Respuestas
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2.1 Vectores

#— 05 Vectores (El Universo Mecdnico ) L
Vermas ta.. Compartir

Mirar en EBYouTube

El video introductorio hace parte de la serie Universo Mecanico’

Donde esta algo y qué camino sigue, son los interrogantes que tratan
de resolver los vectores.

A diario nos encontramos en un mundo definido por vectores, si
gueremos por ejemplo venir a la universidad desde nuestra casa,
seguramente que en nuestra mente tenemos que definir qué camino
vamos a recorrer para lograr llegar a la universidad. Seguramente
saldremos de nuestra casa, iremos hasta el metro, éste nos llevara
hasta una estacién donde tomaremos un bus alimentador que nos
dejara a unas cuadras de la universidad y asi llegaremos. Hemos tenido
que realizar varios desplazamientos que sumados logran el objetivo.
Hemos sumado vectores.

> La serie educativa Universo Mecanico es una coleccién de 52 videos creados por el
Instituto de Tecnologia de California cuyo director y anfitrion es el Dr. David L. Goodtein.
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2.1.1 Concepto y Caracteristicas

La siguiente es una escena interactiva, de Plantillas con descartes_JS®,
y diseflada por Juan Guillermo Rivera B.

&7

En fisica estudiaremos los vectores porque muchos de los fenémenos
de la naturaleza tienen las caracteristicas propias de los vectores.

Un vector es una cantidad fisica que esta determinada por
una magnitud, “unidad”, direccion y sentido.

» Magnitud: Es lo que mide el vector (10,4, 500, ...). La magnitud
de un vector es siempre una cantidad positiva.

» "Unidad": Sera, segun el sistema de unidades en el que estemos
trabajando. Para este curso de fisica mecanica, sera en el sistema
internacional S.l. o en el sistema técnico ingles F.P.S.:

6 . . .
Las escenas de Descartes son recursos interactivos que pueden insertarse o embeberse en
multiples soportes y medios como paginas web, blogs, wikispaces, o plataformas de
aprendizaje como Moodle, entre otras herramientas.
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Cuando decimos "unidad" entre comillas, es porque queremos
destacar el hecho de que No todos los vectores tienen unidades; mas
adelante hablaremos de los vectores unitarios que carecen de
unidades.

» Direccion: Es el eje que contiene al vector. La direccidén de un
vector generalmente se indica con el dngulo o angulos que hace el
vector respecto de uno o mas ejes de referencia.

» Sentido: Es la punta del vector. Teniendo los conceptos claros

podemos decir que una direccion puede tener dos sentidos, pero un
vector solo puede tener uno de ellos.

Es muy importante la distincidén entre cada uno de los componentes de
un vector, pues cada uno de ellos cumple una funcién especifica para
describir el vector; sin embargo, cuando leemos a muchos autores,
estos hacen referencia a que un vector es una cantidad fisica
determinada por una magnitud y una direccién; esto significa que el
autor da por entendido que dentro de la magnitud se puede expresar
la unidad y dentro de la direccion se puede expresar el sentido y en
ese entendimiento la definicidn es correcta.

= +

Vector Magnitud + “Unidad” Direccion Sentido
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2.1.2 Nomenclatura

La nomenclatura de un vector se realiza por medio de una flecha, una
letra o un simbolo en mayuscula o mindscula y encima de este una
flechita pequena; en algunos textos también se utiliza para indicar que
se trata de un vector una letra o simbolo en negrilla:

F T, d F ¥ ¢ F g r

La nomenclatura para la magnitud de un vector se realiza por medio
de dos barritas que enmarcan la notacién de vector, y En el caso de
gue se utilice la notacién para vector de la letra o simbolo en negrilla,
simplemente se le quita la negrilla indicando que se trata de Ia
magnitud del vector:

Hor [flr fil=a (7]

‘7‘ =, ’7‘ =g, F g, 7.
2.1.3 Igualdad de Vectores

Dos vectores son iguales cuando tienen la misma magnitud, la misma
unidad, la misma direccién, el mismo sentido, asi sus origenes sean
diferentes.

El concepto de igualdad de vectores es util porque facilita las
operaciones con vectores como son la suma y resta especialmente
cuando utilicemos el método grafico del triangulo o del paralelogramo,
métodos que veremos en detalle mas adelante.

También el concepto de igualdad de vectores facilita la visualizacion
del angulo entre ellos.
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2.1.4 Angulo Entre Dos Vectores

El angulo entre dos vectores es entre las puntas de los vectores o
entre las colas de estos. El principio de igualdad de vectores permite
dibujar los vectores y ponerlos en esta condicién (entre puntas o entre
colas) y asi identificar el angulo entre ellos.

En ocasiones los vectores aparecen alineados punta con cola y no se
ve claramente el angulo entre ellos. En estos casos es aconsejable
trazar lineas punteadas en la direccién de los vectores y de manera
imaginaria vemos a cada vector desplazarse hacia adelante o hacia
atras y asi alineamos los vectores cola con cola o punta con punta
como se muestra en la figura.

2.1.5 Vectores en la Naturaleza

En la naturaleza existen fendmenos que revisten las caracteristicas de
los vectores (tienen Magnitud, unidad, direccién y sentido), entre ellos
el fendmeno de la gravedad que tiene una magnitud de 9.81, una

unidad de —»su direccion vertical a la tierra y su sentido al centro de
S

la tierra. La velocidad que contiene magnitud, unidad, direccion y

sentido. La aceleracién igualmente con magnitud, unidad, direccién y

sentido.
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La fuerza que es un fendmeno inherente a la interaccién entre los
cuerpos. La fuerza eléctrica que aparece de la interaccion entre
particulas cargadas. El campo eléctrico que aparece cuando una
fuerza actua sobre una carga. El campo magnético y muchos
fendmenos mas.

2.2 Escalares

2.2.1 Conceptos y Caracteristicas

Existen también muchos fenémenos en la naturaleza que no son
vectores y también le interesan a la fisica, tales como el tiempo, la
energia, el trabajo, la potencia y muchos fenbmenos mas.

Un escalar es un niumero o un numero acompanado de una unidad. Un
escalar puede ser de signo positivo, negativo o ser cero:

(2, 5, —10, 6m, 500N, 230Lb.ft....)
Los escalares pueden alterar o afectar a los vectores

/7

Obsérvese como en este caso el escalar 2 duplico al vector fuerza
afectando su magnitud. Enseguida el escalar —2 cambio el sentido al
vector. Téngase claro que si bien es cierto que el signo (—) cambio el
sentido al vector, no afecto el signo de la magnitud que sigue siendo
positiva, en este caso sigue siendo la magnitud de 2.
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Todo vector tiene un escalar positivo incluido en su
estructura

2.3 Vector Unitario

2.3.1 Conceptos y Caracteristicas

Los vectores unitarios son aquellos que tienen una magnitud igual a
uno (1). Los vectores unitarios no tienen unidades y sirven para
indicar la direccion y sentido de un fenémeno fisico.

La nomenclatura de un vector unitario es una letra o un simbolo en
mayuscula o en mindscula acompanada de un gorrito encima.

~ —~~ —

I A " S W /)

Analicemos la direccién y sentido de estos dos vectores:

Sentido
M itied Direcciom
o m 5 — M agnitud
Y — 30 Direeciom
vo= 40 — F = 500 N 2ireceity
S q Sentido
trridad

Unidad

Observemos el vector velocidad; el angulo de 30 grados hacia arriba
de la horizontal indican la direccién y sentido de esa velocidad. Esta
direcciény sentido son un claro ejemplo de un vector unitario.

Este vector unitario no puede cambiar ni la magnitud ni la unidad de
esta velocidad, de ahi que este vector unitario tiene su propia

magnitud que es igual a uno (1) y no puede tener unidades.
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i =1 3] =1 [f|=1 =1

Igualmente sucede con la direccién y sentido del vector fuerza, que
indica que la fuerzade 500N esta dirigida de forma horizontal y ala

derecha.

El hecho de indicar para donde va la fuerza no puede afectar la
magnitud de la fuerza que es de 500.V.

Es precisamente el vector unitario el que le da el caracter de vector a
la velocidad y a la fuerza si el vector unitario no aparece solo
tendriamos la magnitud de la velocidad y la magnitud de la fuerza.

Con lo visto hasta el momento sobre vectores podemos afirmar que:

Un vector es una cantidad fisica determinada por un
escalar positivo y un vector unitario.

T = 200 Lb 4

Vector EscalarPositive VectorUnitario

Los ejes cartesianos X, Y, Z no son vectores , son direcciones, sin

embargo sobre ellos, sobre sus planos, o sobre su volumen se pueden
graficar vectores, esto con la ayuda de los vectores unitarios. Para el
eje X existe un vector unitario llamado 7, para el eje Y un vector

unitario llamado 7, y para el eje Z un vector unitario llamado k.
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Como ya vimos, los escalares pueden afectar a los vectores, de manera
gue un vector unitario puede verse afectado por un escalar por
ejemplo podemos tener 57, cinco veces el vector unitario 7, o tener

0.5i o cambiar el sentido del vector 3, segun sea el signo y el valor del
escalar. Igual sucede con los vectores unitarios j y k, podemos tener
por ejemplo 45, —3k, etc.

o]

° En la escena interactiva, tome los botones controladores de los
ejes X, Y, Z, mueva cada control a la posicién 1.

Observe que los ejes X, Y, Z no son vectores y que sobre cada eje

aparece un vector llamado unltarlo gue tiene una magnitud igual a 1
Sobre el eje X el vector unitario i, sobre el eje Y el vector unitario ],

sobre el eje Z el vector unitario k.

e Tome los botones controladores de los ejes X, Y, Z, mueva cada
control a la posicion (—1). Los vectores unitarios cambian su sentido y
se expresancomo —i, —j, —k.
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e  Manipulando los botones controladores de los ejes X, Y, Z
grafique los siguientes vectores: 3k, —23, 52; con el botén
Parar/Avanzar haga un giro de 360° observando los vectores girar.

Ahora grafique los vectores — 4k, —53, 31; haga nuevamente girar
los vectores y observe detalladamente.

2.3.2 Regla de laMano Derecha

Los ejes X, Y, Z obedecen a la regla de la mano derecha o dextrégiro,
gue funciona de la siguiente forma: se pone la palma de la mano
derecha sobre la parte positiva eje X, se giran los dedos buscando la

parte positiva del eje Y y el dedo pulgar nos indica la direccién y
sentido positivo del eje Z.

El procedimiento en el caso en que conozcamos la parte positiva del
eje Y y del eje Z es andlogo, ponemos la palma de la mano derecha

sobre el eje Y en su parte positiva, se giran los dedos buscando la
parte positiva del eje Z y el dedo pulgar nos indica la direccién y
sentido positivo del eje Z.
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2.3.3 Componentes de un Vector en el Plano

En el plano z,y se dibuja el vector con el origen del sistema de
coordenadas en la cola o en la punta del vector, se trazan paralelas a
los ejes x,y, se forma un tridangulo rectangulo; de éste triangulo

tomamos uno de los angulos diferentes del de 90° y aplicamos las
funciones trigonométricas Sen 0, y Cos 0 para determinar el valor
de las componentes a lo largo de los ejes x, y. Si el vector se llama F/,
las componentes se llaman F;, y Fj,. si el angulo que tomamos 6 toca
al eje x o ala paralela con el eje x, entonces la componente respecto al
eje = se llama F Cos 6, y la componente con el eje y se llama
F Sen 0. Si el angulo que tomamos toca al eje y o a la paralela con el
eje y, la componente respecto al eje x se llama F' Sen 0, y la
componente con el eje y se llama F' Cos 6.

7]

Gira el vector y obseruva las
componentes rectangulares del
vector, las cuales son

proyecciones ortogonales. >

i -

Obserua, ademds, su A=A A A
denotacién en términos de los
vectores unitarios.

—

‘]

i
T 7 ;
t A=Al

Escena interactiva, disefiada por Juan Guillermo Rivera B.”

7 . . . . . .
Juan Guillermo Rivera B. es autor de la red Descartes quien publico la escena interactiva
"Componentes Rectangulares de un Vector".
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Estas componentes se laman componentes escalares del vector, que
no son vectores, son escalares positivos, sin embargo podemos
convertirlos en vectores con ayuda de los vectores unitarios 7, 7,
llamandose asi componentes vectoriales del vector:

— ~ — ~
F,=FCosf8i, F,=F Cos0j estoenelcasode habertomado

el angulo 0 tocando al eje X o asu paralela.

2.4 Suma de Vectores

Los vectores se pueden sumar por el método grafico o por el método
analitico.

siempre que sumamos cantidades fisicas, estas deben ser de la
misma especie, entonces se suman vectores de fuerza con vectores de
fuerza, vectores de velocidad con vectores de velocidad, vectores de
aceleracién con vectores de aceleracion; no existe la suma de la
combinacién de vectores de diferente especie, no existe la suma de
vector fuerza con vector velocidad.

2.4.1 Método Grafico Para Sumar Vectores

Para sumar vectores por el método grafico, tomamos dos vectores y
formamos con ellos un triangulo o un paralelogramo.

» Método Grafico del Triangulo

Se dibuja un vector y en la punta de este se pone la cola del otro
vector; la suma de estos dos vectores es el vector que sale de la cola
del primer vector y va hasta la punta del dltimo vector, formando un
triangulo. Para determinar la magnitud y direccion del vector suma se
aplicalo visto respecto de los triangulos.
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Suma de Vectores
Metodo del Triangulo

El video fue creado por Juan Guillermo Rivera B.2

» Método Grafico del Paralelogramo

e Un paralelogramo es una figura geometrica que tiene
cuatro lados formados por dos juegos de paralelas.

e Sus angulos internos suman 360°.

e Los angulos opuestos son iguales.

e lasumade dos angulos vecinos es de 180°.

8 . . . .
Juan Guillermo Rivera B. es autor en la red Descartes. El video ensefia la suma de dos
vectores por el método del tridngulo.
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e Las diagonales de un paralelogramo dividen los angulos
en partes iguales Unicamente cuando el paralelogramo
tiene todos sus lados iguales.

o Cuando se trace una de las diagonales del
paralelogramo se forman dos tridngulos exactamente
iguales.

° Dentro de los paralelogramos se encuentran los
cuadrados y los rectangulos.

PARALELOGRAMO

360°

Con el método del paralelogramo, se toman dos vectores por las colas,
en la punta de cada vector se traza una paralela al otro vector
formando un paralelogramo; la suma de los dos vectores es el vector
gue sale de la union de las colas de los vectores y sigue la diagonal del
paralelogramo.

Como al trazar la diagonal de un paralelogramo se forman dos
triangulos idénticos, entonces podemos aplicar los modelos
matematicos aplicados a los tridngulos y los modelos matematicos
aplicados a los paralelogramos.
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Suma de dos vectares fuerzo - Métoda del parolelograma

Dos fusrzas F, y F;, aplicadas
en los exiremos de las barmas

UL pdes

El video fue creado por Juan Guillermo Rivera B.’

Fig.4

Ejercicio 2.1: Hallar la fuerza resultante del sistema
mostrado en la (Figura 1), aplicando el método grafico de
suma de vectores, sise sabeque o = 10°,¢ = 20°, F; =

LON,y F5 = 20N.

9 . . . .
Juan Guillermo Rivera B. es autor en la red Descartes. El video ensefia la suma de dos
vectores por el método del paralelogramo.
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Solucioén:
o Con los datos del ejercicio 2.1 representados en la
figura 1 construimos la (Figura 2). Estando los dos
vectores unidos por las colas hacemos en la punta de cada
uno de ellos una paralela al otro vector formando un
paralelogramo.

o Del paralelogramo que construimos podemos en
principio afirmar que el angulo ¥y = 60° formado por las
colas de los vectores, esto en razéon a que el angulo entre
los ejes es de 90°, del que ya conocemos 30° que
corresponde a 0 = 10° que forma el vector Fj con el eje
horizontal mas ¢ = 20" que forma el vector F5 con el eje
vertical, de tal manera que el angulo ¥ = 60° que es
angulo interno del paralelogramo.

e Enla misma (Figura 2) aplicamos el concepto de que
dos angulos vecinos en un paralelogramo suman 180°,

entonces el anguloy = 120°

e Hacemos la (Figura 3), en la que trazamos la diagonal
del paralelogramo que parte de la unién de las colas de los
vectores y que corresponde al vector suma del vector

= — —
Fi + F5yquellamaremos Fr.

o El vector fuerza resultante es un lado de uno
cualquiera de los dos triangulos en que este vector dividio
el paralelogramo. Tomaremos el triangulo mas cercano al
eje horizontal y aplicamos los conceptos de los triangulos
para hallar su magnitud.
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o El triangulo escogido tiene un lado con magnitud
F; = 10N, otro lado de magnitud Fy = 20N v
conocemos el angulo entre ellos que es v =120";
entonces aplicamos ley del Coseno para hallar la
magnitud de la F'g.

Fr = +/102 + 202 — 2.10.20 cos 120 Fr = 26.46 N

o En la (Figura 4) observamos que la direccion de la
fuerza resultante esta indicada por el angulo 6 que es la

suma de o = 10° que forma el vector F; con el eje
horizontal mas el angulo a que pertenece al tridngulo que
estamos analizando. § = 10° + a. Aplicamos la ley del
Seno para conocer a.

sena  sen 120° _ 20 sen 120°
20  26.46 SN = To6.46
20 sen 120°
_ -1 _ °
a = Sen 5646 a = 40.89

e Comof =10° + o, entonces: 0 = 10° + 40.89°,0 =
59.89°.

o Finalmente diremos que la Figura 4 muestra que la

—
fuerza resultante es el vector F'; que tiene por magnitud
Fr — 26.46 N y una direccién ,0 = 59.89°, dirigida hacia
arriba de la horizontal.
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2.4.2 Vector en Forma Cartesiana

Cuando vimos las componentes vectoriales de un vector seccion 2.3.3.
entendimos que con ayuda de las funciones trigonométricas Seno y
Coseno obteniamos las componentes escalares y luego las
convertiamos en componentes vectoriales con el eje  y con el eje y

% ~ % —~
F,=FCos8i, F,=F Cos0j estoenelcasode habertomado
el dngulo @ tocando al eje x o0 a su paralela.

< fl Fzx=F25enB i

Fzy=Fz CosH{j

Fi1
0 Fiy=F1 Sen0j

— x

Fix=F1Cos=0i I

—>
Observemos que el vector F} puede expresarse como la suma de las

) —
dos vectores llamados componentes vectoriales del vector F} que al
alinearse punta con cola se puede formar un tridngulo rectangulo cuya

—
hipotenusa es el vector Fi, eso graficamente, pero analiticamente

= .,
podemos dar al vector F; también como la suma de sus componentes
vectoriales o en forma cartesiana:

% H H % ~ -~

Fy = Fiz + Fy Fi=F,Cos0i+ F; Sen0 j
Observemos que para el vector F, se a tomado el dngulo 3 que es el
angulo que hace el vector F; con el eje Y, de tal manera que la.
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. . — o
componente vectorial con respecto al eje X es Fhx = F> Sen B iyla

— ~
componente vectorial conrespectoalejeY es Fhx = F5 Cos 3 j.

Podemos ahora expresar al vector F; como la suma en forma analitica
de sus componentes vectoriales o en forma cartesiana:

% —~ —~
Fo=F, SenBi+ F, Cosfj

2.4.3 Magnitud de un Vector Cartesiano

Cuando un vector se describe en forma cartesiana es porque sus
componentes escalares que luego las convertimos en componentes
vectoriales provienen de un tridngulo rectangulo ( seccién 2.3.3. y
seccién 2.4.2.).

Si queremos hallar la magnitud de un vector descrito en forma
cartesiana aplicamos la ecuacion de Pitagoras (para los tridngulos
rectangulos) donde los catetos son las componentes escalares del
vector y la hipotenusa del tridngulo es |la magnitud del vector.

Supdngase que tenemos un vector cartesiano descrito como:

F =TFa+Fy

Donde F,=F Cosf y F,=1F Sen0

Entonces ? —FCos0i+ F Sen 93

Sumagnitudes F = ,/F2 + F?

F = ./(F Cos 6)2 + (F Sen 0)2
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2.4.4 Método Analitico de Suma de Vectores

Este método de sumar vectores consiste en describir cada uno de los
vectores en forma cartesiana luego se suman Ias componentes

vectoriales 7 con las 1, las - componentes vectoriales 7 con las 7, las
componentes vectoriales k con las k el resultado serd un vector
descrito en forma cartesiana llamado vector resultante.

Ejercicio 2.2: Hallar la fuerza resultante del sistema mostrado en
la figura 1 del ejercicio 2.1 aplicando el método analitico de suma
de vectores, si se sabe que 0 =107, ¢ =20°, F; = 10N, y
F, = 20N.

Solucion:

o tomamos cada vector por separado y le describimos sus
componentes escalares.

¥ ¥
F2x=205en20
F2y=20 Cos20
Fz=20mn
207
Fi=10M :
= F1y=10 Sen10
10" H
— x
Fix=10 Cos10

e Las componentes escalares las convertimos en componentes
vectoriales y con estas describimos a cada vector en forma
cartesiana.
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— o 2 o
F1 =10Co0s10° i+ 10sen 10" j

. ) .
Fy, =20 Sen 20° i + 20 Cos 20° j

° Sumamos las componentes vectoriales 7 con las 2, las
componentes vectoriales j con las j

— o =
F,= 9.857i+ 1.743

— N ~
F,= 6.84i+ 18.79F

Fp— 16.697 + 20.53 7

Fuerza resultante en forma vectorial o cartesiana.

° Para determinar la magnitud de la fuerza resultante,
aplicamos lo visto en la secciéon 2.4.2.1.

Fr = +/(16.69)2 + (20.53)2, Fr = 26.46N

W

Fr=26.46N

Fry=20.53N

Fr«=16.69N
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e Para determinar la direccion 6 del vector fuerza resultante,

aprovechamos el hecho de que las componentes escalares de la
fuerza resultante son los catetos de un tridngulo rectangulo en el
gue la hipotenusa es la magnitud de la fuerza resultante;
entonces aplicamos la funcion trigonométrica;

tg0=——— 6O=tag ! 1.23 6 =50.89"

—
e Lafuerza resultante es el vector F'z que tiene por magnitud
Fr = 26.46N y una direccion 0 = 59.89°, dirigida hacia arriba
de la horizontal, como lo muestra la figura.

e El resultado obtenido es exactamente igual al resultado del
ejercicio 2.1..1a suma de vectores por el método grafico y por el
método analitico tiene que arrojar el mismo resultado.

2.4.5 Observaciones a la Suma de Vectores

o La suma incluye la resta, de manera que la suma de vectores

incluye la resta de vectores.

° Para efectos de la resta de vectores, cuando nos dicen —?,

significa que el vector 7 cambia de sentido, de manera que si nos

piden realizar la resta de vectores por el método grafico lo que
tenemos que hacer es dibujar el vector que se va ha restar en sentido

contrarioy se traza el triangulo o paralelogramo correspondiente.
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o Cuando se desea restar vectores por el método analitico se
procede igualmente a describir los vectores en forma cartesiana y ya
no se suman ahora se restan segun el caso.

e Cuando queremos sumar por el método grafico del triangulo o del
paralelogramo mas de dos vectores tenemos que hacer la suma
primero de dos vectores (hacemos el tridngulo o el paralelogramo y
resolvemos), la resultante de esos dos se suma con otro de los
vectores realizando nuevamente el tridngulo o el paralelogramo. Si
son mas vectores se continla este procedimiento hasta lograr la suma
de todos los vectores.

o Cuando vamos a sumar mas de dos vectores por el método
analitico de sumar vectores se procede igual que al sumar dos
vectores; sencillamente se describen todos los vectores en forma
cartesiana, se alinean se suman todos al mismo tiempo, se suman las
componentes vectoriales iconlasi, las componentes vectoriales /]\ con
las 5 el resultado serd un vector descrito en forma cartesiana llamado
vector resultante.

2.5 Producto Punto o Producto Escalar

Es una forma de multiplicar vectores. Por definicion, el producto
punto o producto escalar de dos vectores es:Z . ﬁ: A - BCos®.

- = )
se lee, el producto punto de los vectores A - B, es igual a la

magnitud del vector ‘X‘ = A, multiplicada por la magnitud del vector
’E‘ = B, multiplicado por el coseno del angulo formado entre el

vector Z y el vector § El dngulo entre dos vectores lo vimos en la
seccion 2.1.4..
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El producto punto de dos vectores arroja como resultado un escalar.
Téngase en cuenta que la magnitud de un vector es un escalar positivo;
el coseno de un angulo es un escalar que puede ser positivo, negativo
o valer cero. Es por esta razén que al producto punto se le conoce
como producto escalar.

El signo del producto punto finalmente lo da el signo del coseno del
angulo entre los vectores.

El producto punto de vectores se puede realizar entre vectores de
igual o de diferente especie, por ejemplo se puede realizar el producto
punto entre un vector de fuerza y un vector de velocidad, entre un
vector de posicién y un vector de aceleracién, entre un vector de

fuerza y un vector unitario, entre dos vectores unitarios, entre dos
vectores de fuerza, etc.

Tener en cuenta que al ser el producto punto una multiplicaciéon de
vectores, también se debe realizar |la multiplicacion de las unidades.

i-1=(1)(1)Cos 0 =1

i-7=(1)(1)Cos90=0
7-7=(1)(1)Cos 0=1
7 k=(1)(1)Cos—90=0
E-k=(1)(1)Cos 0=1
k- 7=(1)(1)Cos90=0
E-i=(1)(1)Cos90=0
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El producto punto entre los vectores unitarios %,3,7;: esl100.Es1
cuando el producto punto es entre ellos mismos y es 0 cuando el
producto punto es con otro diferente de ellos mismos. Esto se debe a
gue cuando el producto punto es entre el mismo vector unitario, el
angulo con ellos mismos esde 0° y el Cos0 = 1y cuando el producto
punto es con otro vector unitario diferente de ellos mismos el angulo
entre ellos es de 90° y el C'0s90 = 0. Cuando nos piden hallar el

producto punto entre vectores descritos en forma cartesiana
aprovechamos los resultados de los producto punto entre vectores

A AN~

unitariost, 7, k.

Ejercicio 2.3.:
Hallar el producto punto entre los vectores

— . - — - ~
Fi=(31+435) N, F,=(12¢4+ 5j) N

Solucién:

e Sedisponen los vectores para la multiplicacion.

— e > =3 3 5

Fy - Fob=(3i+ 43) - (12:+ 5)

e Serealizala el producto punto de los vectores unitarios ¢ con
1 que es igual a 1 y se realiza el producto escalar de las
componentes en X, enestecaso (3) - (12) = 36

e Serealizala el producto punto de los vectores unitarios 3 con
J que es igual a 1 y se realiza el producto escalar de las
componentesenY, enestecaso (4) - (5) = 20

71



— — -~ = 2 =
Fi - Fo=(3i+47) - (127 + 57) = (36 + 20)

F, . F, — 56 N?

2.5.1 Angulo Entre Dos Vectores

Una aplicacién del producto punto es calcular el dngulo entre dos
vectores, especialmente cuando los vectores estan descritos en tres
dimensiones.

De la definicion de producto punto despejamos el angulo.

A . B — ABCost

- =C
4. B 4. B
A B A B

Cos 0 =

Ej_er;cicio 2.4.:Hallar el angulo entre los vectores
Fi=(i+ 37— 2k)Lb

Fo—(—3i— 27+ 2F)ft
- =
F, - F,

Solucién: Sabemosque: 6 = Cos !1——=
Fy - Fy
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e Laformula nos dice que si queremos hallar el angulo 6 entre

—> — .
el vectorF] y el vector F,5 debemos calcular primero el producto
punto entre estos dos vectores.

F, = (i+ 35— 2%)Lb

— -~ -~ ~
F=(-3i— 27+ 2k)ft
— —

Fl.Fzz(—?) — 6 — 4) Lbft

— =

En el procedimiento lo que hicimos fue aplicar lo del ejercicio 2.3.
con la novedad de agregarle una la componente k aplicando el
mismo procedimiento para esta componente.

) — =
e Hallamos la magnitud de cada uno de los vectores F y F5
aplicando lo conceptuado en la seccion 2.4.2.1., pero incluyendo
la componente escalar positiva Z de cada vector.

F=,/F2+F+F}

FL=412+32+22 F, =414 Lb

F,=4324+22422  F, =417 ft
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e Losvalores obtenidos los remplazamos en la ecuacion:

_1F1> : F; 1 —13Mﬁ
0 =Cos ————= 0 = Cos
F - F (V14)Bh.(V1T)ft,
—13
e Cancelamos unidades 0 = Cos™ !
(v/14).(v/17)

e Operamospara 6. 0 = 147.42°
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-~ RO™M PPUNTO
™ ® . #_fi-—1j45 FRODUCTOPUNT
Ne=-3i-2j406k

O PunteN €N — (84 =1 + 8k} s (=00 + 2j + 58)

(e e - : =
AnguloEntreGyN & =cos™ 1os = o

e Utilizando la escena interactiva desarrollar el Ejercicio 2.4.:

Hallar el angulo entre los vectores

F—(i+ 37— 2F)Lb

— ~ ~ —
Fo=(—3i— 27+ 2Fk)ft

) — —
o En la escena interactiva tome al vector I como el vector G y

— —
tome al vector F, como el vector NV

o El vector 6 contiene 3 deslizadores a, b, ¢ que controlan los
valores zt,y7j, zk del vector F}. El vector ﬁ contiene 3 deslizadores

t, 7, h que controlan los valores xi, yj, zk del vector F5.

— =
e Utilizando los deslizadores grafique los vectores Fi y F; que seran
los vectores 8 y ﬁ respectivamente.
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e Haga clic sostenido en cualquier lugar de la escena interactiva y
mueva muy suavemente el cursor en forma horizontal a laizquierda y
observe como el sistema tridimensional gira. Encuentre la mejor
posicion para observar el angulo entre los dos vectores.

e Haga clic sostenido en cualquier lugar de la escena interactiva y
mueva muy suavemente el cursor en forma vertical hacia abajo y
observe como el sistema tridimensional gira. Encuentre la mejor
posicion para observar el angulo entre los dos vectores.

o Compare los valores obtenidos por medio de los modelos
matematicos tales como la magnitud del vector fi gue es la magnitud
del vector 5’> la magnitud del vector FQ qgue es la magnitud del vector
ﬁ; el producto punto entre el vector ?1 y el vector f; que es el

— —>
producto punto entre los vectores G con el vector IV;

e Compare el modelo matematico utilizado por usted para hallar el
angulo entre los vectores F y F5 con el modelo matematico mostrado
en la escena interactiva para el producto punto entre los vectores 8 y
el vector ﬁ

e Encuentre por medio de los modelos matematicos vistos el angulo
entre los vectores 71 = (37— 27— 4k:)ft r?:( 1+ 57—
3k ) ft

e Realice cada uno de los pasos para comparar sus resultados con los
arrojados por la escena interactiva.
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2.6 Momento de una Fuerza

Se llama momento de una fuerza o torque al giro o tendencia de giro
gue una fuerza produce sobre un cuerpo. Por lo general se toman
como positivos los momentos o torques es en sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj y negativos los momentos o
torques en el sentido de las manecillas del reloj; sin embargo para la
solucién de algunos ejercicios se pueden tomar contrario los signos,
esto por facilidad, por ejemplo en casos en que la mayoria de los
momentos son en uno de los sentidos se pueden tomar esas
tendencias como positivas.

(a) (b)

Para entender el concepto imaginemos que queremos aflojar una
tuerca de rosca derecha (ajusta con el giro a la derecha), con una llave
expansiva, como se muestra en la figura (a). La tuerca esta fija en el

punto P y nosotros tomamos la llave por el punto A y hacemos fuerza
en la direccion y sentido mostrado en la figura (a). Del punto P al
punto A trazamos el vector de posicion 7p4 en metros o en pies.

Ahora, realizamos la multiplicacién de la magnitud del vector de
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ey |— . -
posicion )TPA’ por la magnitud de la fuerza ‘F‘ y esto por el Seno del
angulo @ que es angulo entre el vector de posicién ’I"‘pA} y el vector de

fuerza F', seccion 2.1.4. (seccion 2.1.4.).

En forma escalar el Momento de una Fuerza se escribe:
Mf = ”I”PA’ )?‘ Sen 0, que se puede escribir
Mf =rpyg F Sen 0

2.6.1 Unidades del Momento de una Fuerza

El momento de una fuerza se definecomo M¥ = r FSen 6 unidades
de fuerza por distancia. En el sistema Internacional las unidades son
Newton por metro (Nm) y en el sistema Técnico Ingles F.PS. las

unidades son de Libra por Pies (Lbft).

Ejercicio 2.5.: Para la figura (a) suponga que rp4 = 0.2m, que la
fuerza F' = 500N y que 8 = 60° es el angulo entre el vector de

posicion TPA; y el vector de fuerza F Hallar el valor del momento
de la fuerza respecto del punto P.Solucién: Mf =

rpaF.Sen 6 M = (0.2)(500) Sen 60° M) = 108.25Nm
Positivo, en sentldo contrario al giro de las manecillas del relo;j.
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» —
De la figura (a) de la seccion 2.6. podemos tomar la fuerza F' y
descomponerla en dos componentes, una a lo largo de la direccién del
vector de posicion FCos 0y otra componente perpendicular al mismo

vector de posicién FSen 6. Ver la siguiente figura (C).

F Cos 8

()

Observamos desde la figura (C') que la componente FCos 6 No

produce tendencia de giro. En este caso concreto la componente
FCos 0 lo que pretende hacer es sacar de la tuerca la llave expansiva.

Cuando una fuerza actia en la misma direccion del vector de
posicion, esta fuerza No produce tendencia de giro.

Si miramos la componente F'Sen 6 concluimos que esta componente
es la que produce tendencia de giro. Esta conclusidon es consecuente
con la definicién de momento de una fuerza MY = rF Sen 6, pues

al aplicar esta ecuacién queda: M* = r(F Sen 6)Sen 90° como
Sen 90° = 1entonces M* = rF Sen 6
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2.6.2 Principio de Transmisibilidad de una Fuerza

Este principio afirma que una fuerza puede desplazarse por su misma
linea de accidn (direccion) y el efecto que produce sobre el cuerpo en
el que actua es el mismo. En la figura (C) y figura (d) vemos claramente
casos como el de la fuerza F'Sen 6 que se puede desplazar por su
misma linea de accién y el efecto sobre la llave expansiva es el mismo.
La fuerza FCos 6 se puede desplazar por su misma linea de accién y
en cualquier lugar donde se ponga no produce tendencia de giro.
Observe que cuando se ubicé esta fuerza en el punto P lo que

produce es empujar la tuercay no produce tendencia de giro.

En la figura (d) la fuerza F' se desplaza por su linea de accién, hacia
adelante o hacia atras y el efecto sobre la llave expansiva es el mismo.

Ejercicio 2.6:

F2=20Lb
o oA BO°

¥ Fry,
=
W3]
=
o

2 ft } 3 ft

D
3=50Lhb 3
4
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Hallar el momento resultante con respecto del punto A
producido por las fuerzas aplicadas sobre la varilla en
forma de ele L. El punto A es el lugar donde esta

empotrada la varilla a la pared.

Solucion: Hallamos los momentos de cada una de fuerzas
respecto al punto A y se suman.

Fi=30Lb
Fz=20Lb
A %%E{SD" L, .=5ft 071285 60"

\{ﬁE ft 'B 31t

s L2t r

D

F3=50Lb_ % _@\
4“ 3OFW+Q

De la figura se obtiene que:

Mfl = rugF1Sen 6; ContraManecillas del Reloj
M5 = (2)(30)Sen 150 M%' = 30Lb. ft
M/lf? = racFySen 05 Afavor Manecillas del Reloj

ML = (5)(20)Sen 120 M = —86.60Lb. ft
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Mf = rypF3Sen 03 Afavor Manecillas del Reloj.
Obsérvese que:r4p = V41 ft
03=Q+W

El dngulo ) del tridngulo que forma la varilla es:

5
Q= tag—lZ Q = 51.34°

El Angulo W del tridngulo pequefio que indica la inclinacion de la

_>
Fjses:

4 .
W = tag*:lg W =53.13

03 =Q+W 0;=5134"+53.13" 03 =104.47"
MZE = (v/41)(50)Sen 104.47°  My* = —310Lb. ft
El Momento resultante es la suma de los momentos:
ME = My + My + My

M% = (30 — 86.60 — 310) M% = —366.60Lb. ft

El signo negativo indica que la tendencia de giro que le generan
entre las tres fuerzas a la varilla doblada en forma de ele L

respecto del punto A4, es en sentido de las manecillas del reloj.
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Hallar el momento de la F: ede resultar para algunos con un cierto
grado de dificultad. Por ello analizaremos otras formas de hallarlo.

F1=30Lb -
b
\ —_—
g2 s AE Lot
)
~ 2 ft i 3ft
=30Lb
|
4 fr
£E4ft
|
p Bst0le Bgdole | |
E o D
5=50Lb 3™
~ 3 E;SDL‘:}

— ——
se descompone la F3 en dos componentes F3, y F3,; aplicamos el
principio de transmisibilidad. Trasladamos cada una de las
componentes vectoriales de la fuerza a un lugar (un punto) en el

gue un vector de posicién i y la componente de la fuerza
trasladada formen un angulo de 90° o un angulo que conozcamos

o que sea facil de hallar. El momento de la fuerza descompuesta
es la suma del los momentos de cada una de sus componentes

vectoriales respecto del punto A.
, .4
Delafigura: Elangulo W = tag 3= 53.13

F;3, = 505en53.13 = 40Lb

Fs, = 50C0s53.13 = 30Lb
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—
Trasladamos la fuerza F3, al punto C, observando que en el
punto C' la fuerza F3y y el vector de posicion r4¢ forman un
. o -
angulo de 90" vy trasladamos la fuerza F3, al punto FE,

observando que la fuerzaFj, y el vector de posicion r 4z forman
un angulo de 90°. Aplicamos el modelo matematico de momento
de una fuerza a cada una de las componentes vectoriales de la

fuerza F;
M = MBe 4 M
M2 = —r4pF3,Sen 90° — r4.F3,Sen 90°
Sen90° =1 M7y = —(4)(40)(1) — (5)(30)(1)
M* = —310Lb. ft

El signo negativo indica que la tendencia de giro es en sentido
contrario a las manecillas del reloj.

%
Como se puede observar el momento de la F3 respecto del punto
A da exactamente igual por los métodos vistos.

%
Aun asi, podemos hallar el momento de la F5 respecto del punto A por

otro método. Se trata de utilizar el modelo matematico del producto
cruz de dos vectores.
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2.6.3 Producto Cruz de Vectores

El producto Cruz de vectores es otra forma de multiplicar vectores
(recordar que la otra forma de multiplicar vectores es a través del
producto punto que da como resultado un escalar). El producto cruz
de dos vectores da como resultado otro vector que es perpendicular al
plano formado por los dos vectores involucrados. La nomenclatura

para el producto cruz es XXE ?X? y se opera de la siguiente
manera: Se escribe cada vector en forma cartesiana en tres
dimensiones y los organizamos en una matriz de tres por tres.

AxB

)

k
y A
y B

i
A,
B

T

o .

z

AxB

g[(Ay ) Bz) - (By ) Az)] - 3 [(Am ) BZ) - (Bx ) Az)] +
E [(A:c ’ By) T (Bac ) Ay)]

Para hallar el momento de una fuerza:

~ —~ —

T 7 R
T xF=|r, r, T — MF
F, F, F,

T E =i[(ry F) — (Fy 1) — 5 [(ra - F) — (Fy - 12)] +

R((ro- Fy) — (Fo -1y = MF
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_>
Para hallar el momento de la F3 respecto del punto A en el

ejercicio 2.6. Podemos aplicar el Producto Cruz rap x F3.
Describimos el vector de posicion r4p como un vector
cartesiano en tres dimensiones, describimos el vector de fuerza

F’3 como un vector cartesiano en tres dimensiones y aplicamos el

——
Producto Cruzr4p x Fj:

Describimos el vector rAD} recorriéndolo desde la cola a la punta
por los ejes coordenados x,y.z:

rap = 5t — 45 + 0k enel eje Z el recorrido es cero

Describimos el vector F3 recorriéndolo desde la cola a la punta
por los ejes coordenados x, y, 2

— . ~ —~
F5 = —407 — 305 + 0k eneleje Z el recorrido es cero

_QOLb

\ F2=20Lb
C
kza

-4j

&ESi -4+ 0k Lo

%= -401 -305 +0k
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i 7k
_>
TabxXFy=|5 —4 ozﬁf
0

MP =700 x Fy = 3[(~4-0) — (—30- 0)] —
71(5-0) - (—40-0)] +
E[(5-—30) — (—40 - —4)]
M = 07 + 07 + B[(~150) — (160)]
M5 = 07 + 07 — 310%
M = ( 03+ 0 — 310k )Lb.ft

%
e La F3 No le produce tendencia de giro a la varilla doblada en
forma de ele L respecto del punto A al rededor del vector

unitario?

%
e La F3 No le produce tendencia de giro a la varilla doblada en
forma de ele L respecto del punto A al rededor del vector
unitario j

_>
e La Fj produce tendencia de giro a la varilla doblada en forma
de ele L respecto del punto A. La varilla tiende a girar al rededor

del vector unitario % en sentido de las manecillas del reloj con un
valor de —310Lb. ft
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La magnitud del producto Cruz de los vectores AX B es por
definicion ‘AXB‘ = ‘A) 'B) Senf. Donde 6 es el angulo entre el

vector X y el vector B

Para el caso del momento de una fuerza La magnitud del producto

Cruz de los vectores ﬁX " es:

‘?X_)’ = ‘?’ |_>’ Senf. Donde 6 es el angulo entre el

vector?yelvector 7:Porello MY =rFSen6

El producto cruz como concepto tiene otras propiedades que son
estudiadas en un curso llamado algebra lineal; hemos tomado lo
estrictamente necesario para este curso de Fisica mecanica.

o]

En la escenainteractiva realice los siguientes pasos:
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. -
e Mueva el punto del vector de fuerza, manteniendo su magnitud F'
y ubiquelo en la misma direccion y sentido del vector de posicion.

e Gireel vector de fuerza ? en sentido contrario a las manecillas del
reloj lentamente y manteniendo constante la magnitud del vector ?
Mientras gira el vector ? observe que el vector momento de la fuerza

ﬁF empieza a crecer. Gire el vector? hasta lograr un dngulo de 180°

—
e ;Paraqué valor del angulo 6 el vector M es maximo?
e ;Paraqué valoresdel angulo 6 el vector ﬁF es minimo?

e Continue girando el vector 7 entre 180° y 360°, observando en
cada instante lo que sucede con el vector momento de la fuerza.

o Hacia arriba del eje z el sentido es k y hacia abajo del eje z el

sentido es —k. Con esto, diga para que valores del angulo 6 el
momento es positivo, negativoy cero

e Manteniendo el angulode 90° entre los vectores ry F manipule
el vector F'lentamente volviéndolo cada vez mas pequernio. Observe

que pasa con el vector momento. Deje la escena como estaba
originalmente.

e Manteniendo el angulode 90° entre los vectores ry F manipule
el vector r lentamente volviéndolo cada vez mas pequeno. Observe
gue pasa con el vector momento.
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e Realiza el producto cruz entre los vectores Kl y ? con los valores
mostrados en la escena interactiva. Compara el resultado obtenido
con el de la escenainteractiva.

o Observe que el resultado del producto cruz es un vector

perpendicular al plano formado por los vectores il y el vector ?

o Haga clic sostenido en cualquier punto de la pantalla y mueva
suavemente en forma horizontal y observe que la escena
tridimensional gira. Busque varias opciones para observar el producto
cruz.

o Haga clic sostenido en cualquier punto de la pantalla u mueva
suavemente en forma vertical y observe que la escena tridimensional
gira. Busque varias opciones para observar el producto cruz.

o Encuentre en la escena interactiva el producto cruz entre los
vectores 7 = (37— 27 — 475)mye| vector ?: (i+ 57—
3 k )K N yrealice los pasos anteriores.

90


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Fisica_Mecanica/interactivos/GeoGebra6/geogebra31.html

2.7 Preguntas y Ejercicios - Capitulo Il

Preguntas - Capitulo |1
1. Qué es un vector?
2. Cuando dos vectores son iguales?

3. Como se determina el angulo entre dos
vectores?

4. Qué es ladireccion de un vector?
5. Qué es el sentido de un vector?
6. Qué es unescalar?

/. Qué es un paralelogramo?

8. En qué consiste la suma de vectores por el
meétodo del triangulo?

Respuestas
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Capitulo I

CINEMAT,ICA DE LA
PARTICULA
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3.1 Cinematica de la Particula

§, (QUEESLA CINEMATICA?

Vermasda.. Compartir

Mirar en BB YouTube

El video introductorio hace parte de la serie Universo Mecdanico?®

Vivimos en un mundo, en un universo que se caracteriza por el
movimiento. el movimiento es la caracteristica general, el reposo es
una creacion humana. Solo existe un cuerpo en reposo cuando lo
hacemos parecer asi respecto de un marco de referencia. La superficie

de la tierra gira alrededor de su eje a la nada despreciable velocidad de

Km
167OT y sin embargo cuando realizamos ejercicios de

movimientos de cuerpos sobre la tierra, consideramos para la
ejecucion del ejercicio que la tierra estd en reposo. El estudio del
movimiento de los cuerpos ha permitido al hombre desarrollar
maquinas potentes que le facilitan la subsistencia en la tierra, le ha
permitido la conquista del espacio al punto de lograr llevar una
maquina a sitios tan lejanos como el planeta marte.

191 2 serie educativa Universo Mecénico es una coleccién de 52 videos creados por el
Instituto de Tecnologia de California cuyo director y anfitrion es el Dr. David L. Goodtein.
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En la cinematica estudiaremos el movimiento de los cuerpos sin tener
en cuenta las fuerzas externas o internas que actian sobre ellos.

La cinematica es el estudio del movimiento de los cuerpos teniendo
como base la geometria del movimiento. Se analiza la trayectoria que
describe el cuerpo durante su movimiento. El movimiento del cuerpo
puede ser alo largo de una linearecta o alo largo de una linea curva.

El analisis del movimiento sera referido al centro de masa del cuerpo,
como si toda la masa del cuerpo estuviera concentrada en éste punto
(centro de masa), tomaremos el cuerpo como una particula.

Un cuerpo cuando se mueve puede girar (una pelota de béisbol
lanzada por el picher al bateador), puede vibrar (el movimiento de un
avion sobre la pista de aterrizaje), puede deformarse (las llantas de un
automovil al contacto con el suelo). Estos efectos de los cuerpos
cuando estan en movimiento afectan el movimiento de los cuerpos y
requieren de unos conceptos que se veran mas adelante.

Las particulas no tienen dimensiones, no tienen extensién, la particula
es un punto, las particulas no giran, no vibran, no se deforman.
Realizar el anélisis del movimiento de los cuerpos considerandolos
particulas resulta muy util pues en condiciones especiales se
aproximan bastante a la realidad y nos permite comprender los
conceptos fundamentales del movimiento de los cuerpos.

La cinematica estudia la posicién, velocidad y aceleracion de un
cuerpo. Si en un ejercicio nos piden hallar la cinematica de un cuerpo,
debemos hallar su posicién, velocidad y aceleracién a partir de la
geometria del movimiento.
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3.1.1 Posiciéon 7

La posicién es un vector que nos indica el lugar donde se encuentra la
particula respecto de un punto de referencia en un instante
determinado.

Figura 3.1. Vectores de Posicién
En la figura 3.1 si nos ubicamos en el punto A podemos definir el

vector de posicién de una particula cuando se encuentra en el punto
P, como el vector de posicién r_f y si en otro momento la particula se

encuentra en el punto P, desde el mismo punto A definimos el vector
de posicion ﬁ

» Magnitud del vector de Posicién

En la figura 3.1 se aprecia que la magnitud del vector de posicién r_f es
S1 y La magnitud del vector de posicidon r_{ es Sy. En general la
magnitud del vector de posicién T es S.
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3.1.2 Cambio de Posicion o Desplazamiento AT

Cuando una particula estd por ejemplo en la posicién P; y en otro
instante se encuentra en la posicion P, como se muestra en la figura

3.1 decimos que la particula sufri6 un cambio en la posiciéon o
desplazamiento AT . El cambio de posiciéon o desplazamiento AT
es un vector que va desde la puntade P; alapuntade P, (figura 3.1).

El simbolo A significa algo final menos algo inicial AT = w_f — a:_f

Aplicando suma de vectores vemosen la figura 3.1 que:
M+ AT =7; dedonde AT =75 -7

El modelo matematico para denotar el cambio de posicion o
desplazamiento es por medio de una ecuacidon que puede ser una
constante o una funcién del tiempo. Ejemplo:

7 =3t Constante.

7 = 2ti + 6t°] Variable

7 = Tt3 — 4t%] + 2tk Variable

» Magnitud del vector Cambio de Posicién AT

La magnitud del vector cambio de posicion o desplazamiento AT es
AS. El manejo de los conceptos de vector y magnitud de un vector es
de suma importancia a la hora de realizar analisis de los movimientos
rectilineo y parabodlico pues se pueden estos analizar a partir de
escalares (magnitud de los vectores) y luego volver al modelo
vectorial.
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POSICION ¥ Y DESPLAZAMIENTO £7r P,

.'fl
f
i
!
/
lr."’ Punto A: Lugar desde donde el analista observa la particula.
! Punto P : Lugar donde inicialmente se encuentra la particula
;'Z' Punto P2 donde fmalmente se encuentra la particula.

Vector ™1 de posicion micial.
de posicion final.

Vector desplazamiento o cambio de posicion.

Vector T2

4 Vector & 7 :

En la escena interactiva podemos mover los puntos A, P; y Ps.

e El punto A es el lugar desde donde el analista se ubica para observar
la particula. debe ser un lugar desde donde pueda tomar mediciones
de posicion, velocidad, aceleracion segun el caso.

¢ El punto P, es el lugar donde inicialmente se encuentra la particula.
e El punto P; es el lugar donde finalmente se encuentra la particula.

e El vector r_f es el vector de posicion inicial de la particula.

e El vector r_2> es el vector de posicion final de la particula.

o Elvector A7 es el vector cambio de posicion o desplazamiento de la
particula.

Si movemos el punto A observamos que el vector AT no cambia
porqgue la ubicacién del analista no puede afectar el desplazamiento
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de la particula. El analista se puede ubicar en cualquier punto siempre
y cuando desde ese punto pueda realizar mediciones.

Si movemos el punto P, muy despacio, lento de tal forma que se vallan
alineando el punto A, el punto P; y el punto P, podemos observar

. . -~
gue la magnitud de la suma vectorial del vector r_f mas el vector Ar es
exactamente igual a la suma escalar de las distancias S; mas la

distancia AS, que se concreta en que 3| = S,.

5

HHAT| =8 +A5 =8, =

Es la Unica forma en que la suma vectorial numéricamente coincide
con la suma escalar. Esto permite que al analizar mas adelante el
movimiento rectilineo lo podamos realizar en forma escalar que es
metodolégicamente mas sencillo.

Ahora, hacemos coincidir con el punto P, con el punto P; y desde ese
instante vamos a identificar el desplazamiento AT de la particula,
entonces, con clic sostenido sobre P, vamos a desplazarnos
aleatoriamente por toda la pantalla, observando cuidadosamente al
vector desplazamiento AT (unas veces mas largo, otras veces mas
corto) y muy despacio hacemos nuevamente coincidir el punto P, con
el punto P; manteniendo la observacion sobre el vector A7. La

pregunta que nos hacemos es scuanto se desplazé la particula? y la
respuesta es: El desplazamiento de la particula es Om. Cuando

hacemos coincidir el punto P, con el punto P; el vector
desplazamiento AT desaparece (se vuelve de Om).

Cuando un cuerpo sale de un punto, se mueve y vuelve al mismo
punto, su desplazamiento es Om.
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3.1.3 Distancia Recorrida d

Es la suma escalar positiva (suma de magnitudes) de todos y cada uno
de los puntos de la trayectoria por donde se movid la particula. Una
persona que viaja 400K m de Medellin a Bogot3, llega a Bogotd y se
devuelve a Medellin, podemos afirmar que la distancia recorrida por
esta persona es de 800K m, pero su desplazamiento es de 0 K m.

Una persona que viaja 400 K'm de Medellin a Bogota, llega a Bogota y
se devuelve 300 K'm habra recorrido una distancia de 700Km y su
desplazamiento es de 100 K'm.

3.1.4 Velocidad

Es el cambio del vector desplazamiento respecto de un cambio en el
. AT . .
tiempo U = N La velocidad es un vector que proviene del
cociente entre el vector cambio de posiciéon o desplazamiento AT y el
escalar cambio en el tiempo At.

Las unidades de la velocidad en el Sistema Internacional es de metros
sobre segundos (se suele decir metros por segundos entendiendo este

lenguaje como la razéon entre metros y segundos) — vy en el Sistema
S

t
Técnico Ingles F.P.S. en pies sobre segundos f—
S

La velocidad por ser un vector contiene dos partes esenciales
Magnitud (magnitud y unidad) y Direccién (direccién y sentido) y cada
una de estas partes puede cambiar por separado o cambiar juntas a la
vez. Las consecuencias de estos cambios sera objeto de estudio mas
adelante.
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3.1.5 Velocidad Media m

N

At by —t

Es el promedio de la velocidad: @) =

Recordemos que el simbolo A significa algo final menos algo inicial
A? = .’132 - CCl

En el concepto de velocidad media el valor del tiempo ¢, puede estar
tan cerca o tan lejos del valor del tiempo ¢; como se nos indique en el
ejercicio dado.

Ejercicio 3.1: Un automoévil se desplaza de Medellin a Bogota
400K m en 8 horas, determine la velocidad media. Solucion:
Tomaremos vectorialmente el sentido de Medellin a Bogota
como?

Eﬁzﬂﬁzﬁ—ﬁ:4mﬁn§ —

At to — 1 8—0

—501¢

Km
T

La velocidad media es de poca importancia para la fisica en la medida
gue no arroja muchos datos respecto a la trayectoria.

En el ejercicio 3.1. la velocidad media nos dice que un automovil que
salga de Medellin a una velocidad de 5OTm llegara a la ciudad de
Bogota en 8 horas; pero esto no se ajusta a la realidad; no existird un
automovil que salga de Medellin a 50—m y sin ninguna variante

h
llegue a Bogota a esa misma velocidad.
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La velocidad media le sirve a la estadistica para revisar que pasa con la
movilidad en las carreteras. la velocidad media no nos dice nada de la
trayectoria.

A la fisica le sirve es poder saber la velocidad de una particula en
cualquier instante, en un instante determinado, es decir la velocidad
instantanea.

3.1.6 Velocidad instantanea v

Es el cambio del vector desplazamiento respecto de un cambio
infinitesimal del tiempo.

AT Ef Resaltamos que en la velocidad
7211H1HOE:£ instantdnea t; y ty  estan

infinitesimalmente cercanos.

Notese que la velocidad instantanea aparece cuando hacemos tender
a cero At, es decir estamos mirando lo que pasa en la relacion
desplazamiento tiempo pero en lo mas pequeno que nos podamos
imaginar del tiempo (At tiende a cero).

La velocidad instantanea es la velocidad de la particula en cada punto
de la trayectoria. Al analizar el movimiento de un cuerpo seguramente
queremos saber su velocidad en un momento determinado.

La velocidad instantanea se expresa con una ecuacion y esta puede ser
una constante o puede ser una variable. Ejemplo:

(a) ¥ = 83 Constante (b) o = 4837 Variable
s s
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Ejercicio 3.2: Una motocicleta parte de reposo a lo largo de una

. m ’ .
recta a una velocidad de 8 — y un automovil parte del reposo por
s

) ) m ) )
la misma recta a una velocidad de 4t> — . Determine la velocidad
S

la motocicleta y del automoévil pasados 2 segundos.

Solucion:El sentido de larecta serd :.

. m - i
Para la motocicleta: 7 =8—1 Esta velocidad es constante;

S
quiere decir que para cualquier valor del tiempo su valor no
cambia, entonces al pasar 5 segundos la velocidad sera de:

~m
v = 81—
S

. . m . .
Para el automévil: ¥ = 4t3—7  Esta velocidad es variable, es
S

una funcion del tiempo. Parat = 5s la velocidad es:

T = (4)(2)7 v= 322?.

e Para que la velocidad sea constante se requiere que tanto la
magnitud como la direccidon permanezcan constantes. Obsérvese

. m .
gue para la motocicleta se cumple con estaregla U =8—1.
s

e La velocidad del automoévil aparece como variable por el hecho
de cambiar su magnitud (4¢2—), asi permanezca constante la
s

direccién (2).
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3.1.7 Rapidez v

Es la magnitud de la velocidad. Lo que mide la velocidad. Por lo tanto,
la Rapidez es un escalar.

%
‘7’ il ‘dr ds La Rapidez ds
v = pnt _ = — vV = —
dt dt  dt P dt
- . . .
Donde ds = 'dr’ lo que mide el vector diferencial de

desplazamiento.

El concepto de Rapidez es de suma importancia en el desarrollo de
muchos ejercicios pues por ser la rapidez un escalar facilita el analisis
por el manejo algebraico que es mas sencillo que el manejo vectorial y
al momento de lograr resultados facilmente se puede volver al modelo
vectorial a partir de los signos positivo o negativo de las operaciones
algebraicas.

3.1.8 Aceleraciéon «

Es el cambio de la velocidad respecto de un cambio en el tiempo. qd =

AT
E° Las unidades de la aceleraciéon en el Sistema Internacional S.I.

son de metros sobre segundos al cuadrado.

m
s m . .,
a=-""=— Esto se debe a que las unidades de |la aceleracién son

S S

unidades de velocidad sobre tiempo.
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Las unidades de la aceleracion en el Sistema técnico Ingles F.P.S. son de
pies sobre segundos al cuadrado.

ft
4 s _ 1t
S s2

3.1.9 Aceleracion Media @)

AV B

At ty—t;

En el concepto de aceleraciéon media el valor del tiempo t5 puede estar

Es el promedio de la aceleracion ﬁ =

tan cerca o tan lejos del valor del tiempo £; como se nos indique en el
ejercicio dado.

La aceleracién media tiene gran importancia en la fisica en casos
donde al tomar esta aceleracién media en diferentes intervalos de
tiempo, la variaciéon de la aceleracion este en rangos similares y se
pueda tomar un valor promedio haciendo que la aplicacion de ésta en
muchos modelos de ejercicios se aproximen los resultados a la
realidad. Es el caso de la aceleracion de |la gravedad que en realidad es

variable; la aceleracién de la gravedad responde a la ecuacion: g =
mi.m
G

r—22' La aceleracion de la gravedad varia con el radio de la tierra
y el radio de la tierra es variable casi en cada punto, en cada lugar; es
mayor el radio de la tierra en Bogota que en Cartagena, esto hace que
la aceleracion de la gravedad sea mayor en Cartagena que en Bogota.
Pero ésta variacién no es tan grande lo que permite que a nivel
cientifico se tome un promedio del valor de la gravedad que es

aceptable y permite y facilita el estudio de muchos fenémenos tales
como el movimiento rectilineo y el movimiento parabdlico entre otros.
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3.1.10 Aceleracién Instantanea

Es el cambio de la velocidad respecto de un cambio infinitesimal del
AW dd  tiempo:

— .
@IS0 T — _dv
dt

d = — Es la ecuaciéon mas importante de la Fisica

dt
Mecdnica, de ella se derivan todos los modelos

matematicos que explican los fendmenos fisicos de la
naturaleza que se relacionan con cuerpos que se mueven
con velocidades mucho menores a la velocidad de la luz.

qd = I Es una expresion de la aceleraciéon en funcién del tiempo.

dv es el cambio en el vector velocidad. El vector velocidad puede
cambiar por dos razones; cuando cambia la magnitud de la velocidad
(la rapidez) y cuando cambia la direccién de la velocidad. Este andlisis
nos permite decir que existen dos tipos de aceleracién: una
aceleracion que aparece por el cambio en la magnitud de la velocidad y
otra que aparece por el cambio en la direccién de la velocidad.

En esta seccién nos ocuparemos de la aceleracién que aparece por el

. . . v r

cambio en la magnitud de la velocidad a = pre Al final del capitulo

haremos un estudio completo de las componentes de la aceleracién.
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Aplicaremos el siguiente artificio matematico:

dv ds ds. dv ds
a=— — = (—) — Recordemosquev = —
dt ds dt’ ds dt

dv

Entonces a = v—

S

Tenemos asi dos expresiones para la aceleracion:

v ., ., .
a= yn Aceleracion en funcion del tiempo.

U . 7 . 7 . . 7
a= vd— Aceleracién en funcion de la posicién.
S

3.1.11 Aceleracion Constante

La aceleracion es constante cuando su valor no cambia cuando cambia
el tiempo, no cambia cuando cambia la posicién, es decir la aceleracion

. m
es constante cuando su valor es un nimero. Ejemplo:a = 5—, a =
S

ft

m
9.81—, a=32.25.
S

s2’
3.1.12 Aceleracion Variable

La aceleracion es variable cuando su valor cambia cuando cambia el
tiempo, cambia cuando cambia la posicién, es decir la aceleracion es
variable cuando su valor depende del tiempo o de la posicion. Ejemplo:

t
a= 5t3n—z, a = 432%, a = (0.5s% +2s + ?,)f—2
s s s
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3.2 Cinematica Rectilinea

Un cuerpo estd en movimiento rectilineo cuando su trayectoriaes alo
largo de una linea recta. La trayectoria rectilinea puede ser vertical,
horizontal, oblicua, ascendente, descendente.

En el movimiento rectilineo ocurre que la magnitud de la suma
vectorial es exactamente igual a la suma escalar. Esto hace que
podamos analizar el movimiento rectilineo en forma escalar para
facilitar los calculos.

Un cuerpo en movimiento rectilineo no cambia de direccion, siempre
se mantendra en la misma recta (el mismo eje), solo podra cambiar es
de sentido. El signo positivo o negativo indicard el sentido de la
posicidn, velocidad o aceleracion segiin convenio del analista.

v dv
Bajo este analisis la ecuacién vectorial qd=— queda a = —.
dt dt
. . e . dv
Hecho que permite también la utilizacién de la ecuacion a = vd—
S
d'v v t
De a=—  dv =a.dt Integramos / dv = / a.dt
dt - to

t t
’U—’Uo:/ a.dt v:’uo+/ a.dt
t() to

En este momento tenemos que preguntarnos si la aceleracion es
constante o es variable. Si la aceleracién es constante la sacamos de la
integral. Si la aceleracién es variable remplazamos su ecuacién en la
integral y realizamos la respectiva integral.
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t

Paraa Constante: v = vg + a/ dt
to

v =19+ a(t —ty) Generalmente hacemosty =0

v = vy + at Velocidad en cualquier instante.

ds ds
— = vy tat

C ==
omo v dt dt

S t t
ds = vodt + atdt Integramos / ds = / vodt + / atdt
S0 to to

La aceleracion es constante y los valores vy, to, so, o, Y0, Z0, G0, ...-

son valores que aunque no sabemos cuanto valen, si sabemos que son
valores de condiciones iniciales y por lo tanto son constantes y cuando
estas condiciones iniciales estan dentro de una integral salen de ellas

por ser constantes. Hacemos ty = 0

S t t
1
/ds:vo/dt+a/ t.dt = s—syp=vot+ —at
S0 to to 2

1
s = 89 + vot + iat2 Posicion en cualquier instante.

Ahora, tomamos la ecuacion de la aceleracidon en funcién de la

- dv
posiciona = v—
ds

Despejamos para la velocidad wvdv = ads

Aplicamos integral a ambos lados de la ecuacion. Teniendo en cuenta
gue la aceleracién es constante, la sacamos de la integral.
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/ vdv:/ ads Comoa = Cte = / vdv:a/ ds
) S0 Vo S0

Desarrollamos la integral y despejamos para v?

(v —v2) = a(s — s9) (v? — v3) = 2a(s — sg)

N =

v? = v2 + 2a(s — s9) Velocidad en funcién de la posicién.

Es una ecuacién que facilita encontrar velocidad, aceleracién, posicion
cuando no tenemos como referencia el tiempo.

Para estudiantes que no estén familiarizados con el tema de las
integrales pueden hacer uso de las ecuaciones que ya estan
desarrolladas y que presentamos a continuacion:

Cinematica Rectilinea.

Aceleracion: a = Constante

Velocidad: v = vg + at

1
Posicion: s = sg + vot + 501,152

Velocidad: v? = v3 + 2a(s — sq)

Con estas ecuaciones el estudiante estara en capacidad de desarrollar
cualquier ejercicio relacionado con cinematica rectilinea, siempre que
la aceleracién del cuerpo sea una constante.
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m
Ejercicio 3.2: Un avidén aterriza en una pista a 120—. El avion
S

m . . 7
frena a razon de 10—. Cuanto tiempo le toma al avion
S

detenerse? Que distancia recorre el avidon sobre la pista hasta
detenerse?

Si se requiere que el avion se detenga en la mitad de la distancia,
qgue valor tendrd su aceleracién? Cuanto tiempo le tomara
detenerse?

Solucion:

Del enunciado se extraen todos los datos y son representados en
un grafico junto con las condiciones iniciales y finales ademas de
los interrogantes a resolver. En el grafico tomaremos como
positivo el sentido en que el avidn recorre la pista de tal forma
gue la aceleracién sera de signo negativo.

Tt

T =10 «
&
@ @
s =0— =17
=120 — T =0

8 =
|r|;| = [:l t =1

Del enunciado se extrae que la aceleracién es constante (El avidon

frena a razén de 10—2, dice el enunciado "el avion frena", indica
S
que la velocidad y la aceleracion van en sentido contrario.

El modelo matematico a utilizar es el de la cinematica rectilinea
con aceleracidn constante cuyas ecuaciones son:
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Aceleracion: a = Constante

Velocidad: v = vy + at

Posicién: s = sy + vot + %at2

Velocidad: v? = v2 + 2a(s — s0)

e Para determinar cuanto tiempo le toma al avién detenerse

tomamos la ecuacion de velocidad en funcién del tiempo y lo
despejamos teniendo en cuenta que la velocidad final al
m

detenerse esde 0—

S
y=v9+at O0=vg+at —v9g=at t=—
a
—120 ..
t= 0 t = 12s Al avion le toma 12 segundos detenerse

desde el momento que toca la pista.

e Para determinar la distancia que recorre el avién sobre la pista
hasta detenerse tomamos la ecuacién de posiciéon en funcion del
tiempo, tomando como referencia que la posicién inicial es cero
metros sp = 0

L, L,
s =>8g.+ vot + iat s = vot + iat

1
s =120(12) + 5(—10)(122) s = 720m  El avién recorre

720m desde el momento que toca la pista hasta detenerse.
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e Se obtiene el mismo resultado para la distancia recorrida si
utilizamos la ecuacion de la velocidad en funcién de la posicion.

V&= +2a(s—s)) 0=+ 2a(s) —vi=2a(s)

—_vg s —120?
2a ~ 2(—10)

s = s =T720m

e Si se desea que el avidn se detenga en la mitad de la distancia,
qgue valor tendra su aceleracién?, podemos tomar nuevamente la
ecuacion de la velocidad en funcion del tiempo y despejamos la
aceleracion. La mitad de la distancia es:

2
% = 360m

VE=v+2a(s—s)) 0=12v%+2a(s) —v2=2a(s)

—v3 —120? m
—v2 =9 % — — — 90—
v5 = 2a(s) 20) a a 2(360) a 0 2

e El tiempo que le tomara detenerse en estas condiciones lo
encontramos con la ecuacion de la velocidad en funcion del
tiempo:

v=v9g+at O0=vg+at —v9g=at t=—
a
—120 ..
t = 50 t = 6s Al avion le toma 6 segundos en

detenerse bajo estas nuevas condiciones.
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3.2.1 Caida Libre

Un cuerpo esta en caida libre cuando su trayectoria es a lo largo de
una recta perpendicular a la tierra y este cuerpo queda afectado
Unicamente por la aceleracién de la gravedad. No se tendra en cuenta
los efectos del aire ni de ninguna otra clase, solo los efectos de la
gravedad.

Existen tres casos en que un cuerpo estara en caida libre:

» Primer Caso: Se deja caer libremente un cuerpo hacia la tierra. En
este caso la velocidad inicial del cuerpoesde vy = 0—.
S

La velocidad y la gravedad van en el mismo sentido (tienen el mismo
signo)

Como cuando desde la altura de un metro dejamos caer una piedra
hacia la tierra.

» Segundo Caso: Se lanza un cuerpo verticalmente en direccién y
sentido hacia la tierra. En este caso la velocidad inicial de la piedra es

diferente de cero vy=<0 iy
s

La velocidad inicial y la gravedad tienen el mismo sentido (tienen el
mismo signo)

Desde el balcdn de un apartamento se lanza verticalmente hacia abajo
(hacia la tierra) una piedra.

» Tercer Caso: Se lanza cuerpo verticalmente hacia arriba de la
tierra. En este caso la velocidad inicial de la piedra es diferente de cero

m
vo<0—.
S
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La velocidad inicial y la gravedad tienen sentido contrario (tienen
diferente signo)

Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba de la tierra.

Podemos lanzar verticalmente hacia arriba de la tierra un objeto y es
posible que no vuelva a bajar, como en el caso en que lanzamos un
confite a una persona que esta en un segundo piso y esta persona
atrapa el confite mientras este esta subiendo. A pesar de que el confite
siempre estuvo moviéndose verticalmente hacia arriba de la tierra, su
movimiento cumple las caracteristicas esenciales del movimiento de
caida libre.

El movimiento de caida libre es un caso particular del movimiento
rectilineo en el cual ya se conoce la aceleracién que es |la aceleracién
de la gravedad que se considera constante por zonas; por lo que en el
movimiento de caida libre utilizaremos las ecuaciones desarrolladas
para la cinematica rectilinea con aceleracion constante.

Para el caso de movimiento de caida libre tomaremos como positivo
todo eje vertical hacia arriba de la tierra; es decir que |la aceleracién de
la gravedad tendra en caida libre un signo negativo por apuntar hacia
el centro de la tierra.

Recordemos que la aceleracién de la gravedad tiene un valor en el
Sistema Internacional SI de g = 9.81—, y un valor en el Sistema
S

ft

Ingles FPS de g = 32.2=..
s

Para el movimiento de caida libre se acostumbra nombrar el eje
vertical a la tierra como eje y. No olvidar que este eje y lo tomamos
positivo hacia arriba.
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Cinematica Rectilinea: Caida Libre

Aceleracion: a = —g Constante

Velocidad: v = vy — gt

1
Posicion: y = yy + vot — Egt2

Velocidad: v? = v2 — 2g(y — yo)

Ejercicio 3.3: Un maestro de obra subido en un andamio 6m
arriba de su ayudante que esta 2m arriba del suelo, le solicita que

le lance un alicate verticalmente. El ayudante le lanza el alicate
verticalmente hacia arribay es atrapado por el maestro de obra 2
segundos mas tarde.

a) Con qué velocidad fue lanzado el alicate?
b) Con qué velocidad fue atrapado el alicate?

c) Si el maestro de obra no atrapa el alicate, con qué velocidad el
alicate golpea el suelo?

d) Cual es el tiempo desde que es lanzado el alicate hasta que cae
al suelo?

e) Cual es la altura maxima alcanzada por el alicate?
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f) Si el maestro de obra no atrapa el alicate, con qué velocidad los
atrapa el ayudante?

Solucion: Hacemos un diagrama de lo sucedido:
Y
1Y t=2s

— '. y = bim

I .
i v=7
1

]

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

[

I

[

]

It
g=9815

G

A ‘ fq = (s
w = Om

th = 7

21

|

El modelo matematico a aplicar son las ecuaciones del
movimiento rectilineo aplicadas al movimiento de caida libre.

Aceleracion: a = —g Constante

Velocidad: v = vy — gt v? = U% —29(y — yo)

1
Posicién: vy = yy + vyt — 5gt2
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Una vez realizado el diagrama donde se colocan los datos dados
en el enunciado, las condiciones iniciales, las condiciones finales
y los interrogantes a resolver, procedemos a ir contestando cada
una de las preguntas:

Nosotros como analistas nos ubicaremos en |la base del andamio
(en el piso).

a) Con que velocidad fue lanzado el alicate?. Para ello aplicamos
la ecuacién de la posicion en funcién del tiempo:

1
Yy = yo + vot — §gt2 La Gnica incognita es vy

1 2
y—yo+§gt
t

L s
y—y0+§gt = vt vy =

8—2+%®8D@F

2
indica que el alicate fue lanzado hacia arriba.

vy = Vo = 12.81m El signo positivo
S

b) Con qué velocidad fue atrapado el alicate?. Ya conocida la
velocidad inicial vy podemos hallar la velocidad con que fueron
atrapados los alicates con la ecuacién de la velocidad en funcién
del tiempo.

v=uv—gt v=1281—(9.81)2 wy=—68l— EI
S
signo negativo indica que el alicate fue atrapado cuando estaba

bajando.
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c) Si el maestro de obra no atrapa el alicate, con qué velocidad el
alicate golpea el suelo? Si el maestro de obra no atrapa el alicate,
éste caera al suelo, es decir cae a la posicion final y = 0. Como

sabemos la posicion inicial, la posicién final y la velocidad inicial,
entonces utilizamos la ecuacidon de velocidad en funcién de la
posicion.

v =v§ —2g9(y — o) v* =12.81% —2(9.81)(0 — 2)

v2 =9203.34 ©v= 14420334 v=-+1426"
S

m

v = —14.26— Hemos tomado el signo negativo por el hecho
S

de que los alicates caen al suelo.

d) Cual es el tiempo desde que es lanzado el alicate hasta que cae
al suelo?. Conocidas la velocidad inicial vy, la velocidad final al

caer al piso, utilizamos la ecuacion de la velocidad en funcién del
tiempo y de ésta despejamos el tiempo:

Vg — 0
9

v=1v0 — gt gt =v9—v b=

12.81 — (—14.26
t = 9 (81 ) t=2.76 s Tiempo desde que

es lanzado el alicate hacia arriba hasta que cae al piso.

e) Cual es la altura maxima alcanzada por el alicate?. En la altura
. . m

maxima la velocidad es cero v = 0—; Remplazamos en la
s

ecuacion de velocidad en funcién de la posicién y despejamos la
altura y.
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= vg —29(y — yo) 0= ’0(2) — 29(Ymaz — W)

2

v
zg(ymax - yO) — 'Ug Ymaz — Yo = 2_0
g
9 ., l28r’
Ymaz = Yo 29 YMaz = 2(981)

Ymaz = 10.36 m  Altura maxima alcanzada por el alicate.

f) Si el maestro de obra no atrapa el alicate, con qué velocidad los
atrapa el ayudante?. En éste caso la posicion inicial yp = 2m y la
posicién final (y = 2m) son iguales (los alicates vuelven a las
manos de quien los lanzo) entonces, el factor (y —yo) = 0.
Tenemos la velocidad inicial vy y la aceleracion g; entonces
utilizamos la ecuacién de la velocidad en funcion de la posicion y
despejamos la velocidad final v

v =v5—29(y—yo) vi=v] v=FVv@ v=-w

m
v = —12.81 — Tomamos el signo negativo en el entendido de

S
que el ayudante atrapa los alicates cuando estos caen; a la misma
velocidad con que los lanzo pero en sentido contrario.

Nota: Otra forma seria tomar la ecuacion de posicion en funcion
del tiempo y despejar el tiempo que gasta el alicate en volver a
las manos del ayudante; lo remplazamos en la ecuacién de la
velocidad en funcion del tiempo y asi obtenemos la velocidad con
gue el ayudante atrapa los alicates. Este procedimiento se lo
dejamos para que el estudiante lo verifique.
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3.2.2 Movimiento Erratico

Hasta ahora hemos analizado la cinematica (posicion, velocidad y
aceleracion) de una particula utilizando las ecuaciones derivadas del
calculo.

Para realizar ejercicios nos dan una serie de datos que provienen de
situaciones especiales del movimiento de una particula y luego los
llevamos a los modelos matematicos correspondientes vy
solucionamos correctamente.

En ocasiones nos pediran encontrar la cinematica de una particula
pero ahora a partir de datos representados por graficas que
relacionan las variables a, v, s,t.

Cuando en una grafica se relacionan dos de estas variables es posible
realizar las graficas que describen la relacidon entre las otras variables,
lo que conlleva a poder obtener a partir de las graficas las ecuaciones
cinematicas correspondientes y obtener de ellas los resultados
esperados en un ejercicio particular.

Basta una grafica que relacione dos de estas variables y con ayuda de
las relaciones:

dv ds dv

CL:E ’U:a a:'UE

Obtendremos soluciones para la cinematica de particulas que se
mueven como en el caso de un automévil que realiza un viaje y por
intervalos de tiempo cambia la aceleracién, la velocidad y finalmente
tenemos de este automovil graficas de su movimiento.
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Ejercicio 3.4:

0 3 8 16

El automdévil deportivo arranca desde el reposo por una pista
recta generando la grafica vy,st . Determine la aceleraciéon y la

posicion del automoévilpara t =6sy t =12 s

. .. m
Solucion: La aceleracion para ¢t =6 s es ag = 0—2 ya que nos
S

encontramos en el intervalo de tiempo t=3s a t=8s
donde la velocidad es constante:

B8~ Ut T ts—t; 88—

dv  wvg—wv3 4-—4
8—3

Para la posiciéon en t = 6 s tenemos que sumar el cambio de
posicion durante el intervalo de t=0s a t=3s mas el
cambio de posicion de t=3s a t=6s. Hallamos la
aceleracion para el primer intervalo:
dv. wv3—vy 4-—-0 4

an_g = — — = = - = an_a =
7 % ts—t, 3-0 3 03

Wl W
%l 3
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1 1.4
Sg_g :\Sﬂ\+‘ﬂglf + §Gt2 S0_3 = §(§)32 50_3 =6m

1
S3_¢ = Sg.+ vot + E&tz S3_¢ = 4(3) S3 6=12m
Alsumar: Sy =6+ 12 = So_¢ =18 m

La aceleracion para t = 12 s es la pendiente de la recta en el
intervalodesde t =8s at=12s:
dv  vg — vg 0—4 1 1m

as_ = — = — = — = ag_ = —— —
ST G T ts—ty  16-8 4 0T 4 g

Para la posicion en t = 12 s tenemos que sumar el cambio de
posicion durante el intervalo de t=0s a t=3s mas el
cambio de posicion de t =3s a t =8 s mas el cambio de
posicibnde t =8s at=12s .

N | =
(GUNITN

1
So_3 = Sg.+vet + —at? So_3 = )32 Sog_3=6m

; (

1
S3_g = Sg.+ vot + 5&152 S3_g = 4(5) S3_ s =20m

1 11
58—12 :\SB\—l— ’Uot + Eatz 58—12 = 4(4) — 5(1)42

58—12 =14m

Alsumar: Sp_190=6+20+ 14 = So_12 =40 m
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La siguiente es una escena interactiva, adaptada de Plantillas con
descartes_JS'!, y disefiada por Juan Guillermo Rivera B.

z
1.22 ;C6mo se mueven las cosas? | Aceleracion D]

*la= 00 % W v= 0002 (S5 d= 00m

La unidad interactiva permite obtener las graficas de aceleracion,
velocidad y posiciéon del automdévil que se desplaza con movimiento
erratico en un maximo de tiempo de t = 10 s . La unidad interactiva
cuenta con un botén abajo a la derecha identificado con la letra 7 con

las instrucciones para manipular la escena.

Ejercicio 3.5: Luego de leer las instrucciones para manipular la
escena interactiva y haber simulado el movimiento del automoévil

para los intervalosde 0 a 3s,de 3 a 6s yde 6 a 10s,la
escena arrojo las graficas de aceleracion, velocidad y posicién
gue a continuacion se presenta:

11 . . .
Las escenas de Descartes son recursos interactivos que pueden insertarse o embeberse en
multiples soportes y medios como paginas web, blogs, wikispaces, o plataformas de
aprendizaje como Moodle, entre otras herramientas.
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: d |
*la= 50 % Llv= 1740 2 s0. 4= 279.0m

40 400|

° 30 f - 300|
- . . /

A partir de las graficas determine la aceleracion, velocidad y
posiciéon del automoévil alos 5 s de haberse puesto en marcha la
escena interactiva.

Solucion: En t = 5 s el automovil se encuentra en el segundo
intervalo(de t =3 s a t = 6 s).Paralaaceleracion:

Hallamos la velocidadpara t = 3 s :
m
v =g+ at =12.5(3) = v3 = 37.5?

De la grafica de la velocidad vemos que la velocidad es constante
enelintervalode ¢t =3 s a t = 6 s Entonces la velocidad para

— 55 es: vs = 37.5%
S

Como la velocidad es constante en el intervalo de t =3 s a

m
t = 6 s Entonces la aceleraciones as_g = 0—2
S
d — 37.5 —37.5
g & _ =0 & as—07
dt te — t3 6—3 s2
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Para la posicién: Hallamos la posicion alcanzada en el intervalo
det=0sat=3s

1 1
S ="Ss.+ vt + §at2 S = §at2
1 2
1
Nos falta S35 = Sg.+ vot + 5}5(152
ng(; = ’U()t ng5 = 375(2) 5375 =75m
La posicionpara t = 5 s es:

Para el estudiante:

e A partir de la misma grafica determine aceleracién, velocidad
y posicion del automévilpara t =9 s.
m m
R// Qg — —5—2 Vg = 22.5— Sg = 258.75m
S S
e Manipule la escena interactiva para 3 intervalos repartidos

en 10s vy a partir de la grafica generada encuentre la
aceleracion, velocidad y posiciéon en la mitad de cada intervalo.
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3.2.3 Movimiento Parabélico

Un cuerpo esta en movimiento parabdlico cuando su trayectoria es a
lo largo de un plano vertical a la tierra y éste cuerpo en su trayectoria
gueda afectado unicamente por la accion de la gravedad. Ejemplos de
movimiento parabdlico los vemos en el lanzamiento de la bola de
basquetbol por parte del jugador a la cesta, el lanzamiento del tejo con
animo de lograr una mecha, el disparo de un arma de fuego no hecha
en forma vertical a la tierra, el movimiento de la bola en el juego de
ping pon, lanzamiento de |la bola de voleibol a la zona contraria, etc.

Todos los cuerpos en la naturaleza buscan que su
movimiento sea a lo largo de una linea recta. Muchas veces
estos cuerpos se encuentran sometidos a efectos externos
gue los obligan a tomar trayectorias curvas. En cada punto
de la trayectoria el cuerpo tiende a salir en linea recta
tangente a la trayectoria que describe.

Para el andlisis del Movimiento Parabdlico. Trazamos un eje horizontal
x, trazamos un eje vertical y paralelo a la direccion de la gravedad. En
cada punto de la trayectoria la particula tiene una posicién respecto a
x y una posicion respecto a y, siendo la posicion inicial (zo, yo)-

En la grafica Movimiento Parabdlico. en cada punto de la trayectoria
hemos representado la velocidad tangente a la trayectoria. La

velocidad inicial vg forma un angulo 6, respecto del eje horizontal.
Con el angulo 6, obtenemos las componentes de la velocidad inicial en
cadaunode los ejes x, y:
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MOVIMIENTO PARABOLICO

e
vy =10 m
D= vy = on ?=9.81§l
B
v, = gSenty — gt* H‘_....-r-.‘“ﬂ.—.kﬁ_ _ _ T = 32.2f—f, 1
o Gy e = s

L v (e y)|e = Ve 'i-*'--:f'FQ»T\:‘

b ' 7oA

Uny = Vo enﬂﬂ ‘BD By = UUSBHBU _ gf +"..
'f_‘f : t :

Fos Yo Y U =|P_UI
.,+" vy = vgCosty AlturaMazrima (x, ur
A I v, = pSend; — gt N
& r | | . A\ v

(0, 0) | B,

-

Alcance H ori zontal
= Iy —+ '!.‘u[;(;‘f)h:ﬁn:lf
¥ = Yo+ (voSenty)t — o gt?

Vo = voCosb voy = Vo Senby.

Como el movimiento parabdlico se da a lo largo de un plano vertical a
la tierra, esto trae como consecuencia que la Unica aceleraciéon que
aparece es la aceleracion de la gravedad g que actua sobre el eje
vertical y, a, = —g; el signo negativo indica que hemos tomado el
eje vertical como positivo alejandose de la tierra. A lo largo del eje
horizontal x no existe aceleracion, entonces a, = 0.

De la grafica Movimiento Parabdlico. se observa que en cualquier
instante la particula experimenta una posicidén en x, una posicién en y,

una velocidadenz, wv,,unavelocidadeny, v,,una aceleraciénen z,

a; = 0,unaaceleracioneny a, = —g.

El movimiento parabdlico se puede analizar como un movimiento
rectilineo en z sumado a un movimiento rectilineo en y que suceden
en el mismo instante, es decir que en el mismo momento que se mueve
en x, en ese mismo instante se mueve por y.
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Asi las cosas, para el andlisis del movimiento parabdlico planteamos
las ecuaciones de movimiento rectilineo para el movimiento por el eje
x,y para el movimiento por el eje y.

» Movimiento Horizontal ==
a, =0 Constante

Vy = Vo + azt = v, = v9Cosby

1
T = Tg + Vot + §amt2 = T =9+ Uo(COS@o)t

2=k +2a,(x —z9) = vI=0v = v, =v9Cosby

v T T

» Movimiento Vertical y
a, = —g Constante

vy = Voy — gt = vy = voSenby — gt

1 1
Y = Yo + voyt — Egt2 = y =1y + (voSenby)t — 59152

v, = vgy —29(y —yo) = ”5 = (voSenby)? — 2g(y — o)

El movimiento horizontal ocurre en el mismo instante en que ocurre el
movimiento vertical. El tiempo transcurrido en x es el mismo tiempo
transcurrido en y. El tiempo se constituye asi en el puente de conexion
entre las ecuaciones de x y las ecuaciones de y, permitiendo resolver
de manera sencilla interrogantes. Podemos por ejemplo despejar el
tiempo en las ecuaciones de x y remplazarlo en las ecuaciones de y.
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Ecuaciones Para Movimiento Paraholico

8
Movimiento por x Movimiento por y

ar = 2, = —4

v, = vgSent, — gt

v, = vgCosl, X
i = o+ E'IJ{.SEHE{]}It — > gt‘a

r = Iy + ET}{.E-TG‘SE"}t ’ !
ﬂ_;f = (voSenth)” — 2g(y — o)

Ejercicio 3.6: En un partido de futbol un jugador patea el balén
desde una distancia horizontal de 30 m con una velocidad de

19.46 m. Silaalturadela porteriaesde 2.20 m. Determine:
S

a) Fue o no fue gol?

b) Por cuanto el balén pasa por encima o por debajo del
travesano de la porteria?

c) El balén iba subiendo o iba cayendo cuando paso por la
porteria?

d) Con qué velocidad pasa el balén por la porteria?

e) Cudl es la altura maxima que adquiere el balén en su
trayectoria?

f) Si la porteria no tiene malla y es gol, cual es el alcance maximo
horizontal.
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Solucion: hacemos un diagrama de lo sucedido.

vo = 19.462:. P

I
| 30m 1

a) Fue o no fue gol? para resolver este interrogante y con base en
el diagrama realizado, planteamos las ecuaciones generales del
movimiento parabdlico aplicadas al caso concreto (al caso
particular). Determinamos la altura y del balén a la distancia

horizontal x = 30m. Comparamos esta altura con la altura de la
porteria; si es menor Fue gol, si es mayor no fue gol.

Condiciones Iniciales y Finales

t
I'.'Iwimi:ntn por x Mowvimiento por y
zo=0m 1946  yy=O0m
xr = 30m : y="7
&y =, 30° _
iy =0 G ="9

v, = vpSenty — gt

. = 'I_Juﬂ."ﬂ-ﬂﬂu y = yu+ [U{_]SEHE{_]}'E' . % gf"!

xr = g+ (vyCosty)t t’i = E'”USE”HU]E — 2g(y — yo)
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Como laincégnita es la altura y, tomamos la ecuacién de posicion

1
Y, Yy =1yo+ (voSenby)t — §gt2

En ésta ecuacion tenemos dos incognitas: La altura y y el tiempo
t. esto nos obliga a ir a las ecuaciones del movimiento horizontal
x, tomar la ecuacién de posicion x en la que tenemos como Unica
incégnita el tiempo t. Despejamos el tiempo t.

x =x9+v9(Cosby)t = = =vy(Cosby)t

I 30

_ T _ _ g
t =~ 1= 1946C0s30° ~ [ LT8¢

~ vCosb,

Este valor de t lo remplazamos en la ecuacién de posicién y.

L, L,
yzyo+voyt—§gt = yzvgyt—igt

1 1
y = o + (voSenb)t — 59752 = y = (voSenby)t — §gt2

1
y = (19.46Sen30°)1.78 — 5(9.81)1.782 = y=178m

y = 1.78 m es menor que la altura de la porteria.."FUE GOL".

b) Por cuanto el balén pasa por encima o por debajo del
travesano de la porteria?

Es la diferencia entre la altura de la porteria y el valor de y
encontrado: Ay = |2.20 — 1.78| = Ay = 0.42m Por debajo.
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c) El balén iba subiendo o iba cayendo cuando paso por la
porteria?. El signo de la v, en ¢ = 1.78 s cuando pasa por la
porteria nos indicara si el balén iba subiendo o iba cayendo:
vy = v9Senby — gt v, = 19.465en30° — (9.81)1.78

Vy = —7.73? El signo (-) indica que el balén iba cayendo.

d) Con que velocidad pasa el balén por la porteria?. La velocidad
v en ese instante es tangente a la trayectoria y tiene dos

m
componentes, v, Yy vy. v, = —7.73—. v, = vgCosby v, =

S
19.46C0s30° v, — 16.85?

Tenemos que: ¥ = v, + 0, = v = 4/ v2 + v2

v=1+16852 +7.732 = v =1854"" El angulo 6, de la
S

velocidad lo hallamos haciendo: 8, = tag ' Yy
Vg
0, = tag ™" w7 = 6, = 24.64° Abajo de la horizontal
v — LQ S —— v — . )
9 1685 j
@

m
v = 16.85
8

0, = 24.64°
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e)Cudl es la altura maxima que adquiere el balén en su
trayectoria?. En la altura maximalav, = 0.

voSenby

Wy = voSenty — gt 0 =vpSenty — gt = t = p

19.465en30°
= 9 861n = t=0.99 s Tiempo que toma el balon

desde que sale hasta alcanzar la altura maxima. Tiempo que
remplazamos en ecuacidn de posicion (y); asi obtenemos el valor

1
de la altura maxima. y =g + (voSenby)t — §gt2

1
Ymaz = (19.465€n30)0.99 — - (9.81)0.99” [[Yar = 4.83m]]

f) Si la porteria no tiene malla y es gol, cual es el alcance maximo
horizontal. El balon sale a la altura del piso yo = 0, cae a la misma
altura y = 0; remplazamos en la ecuacion de posicién y;

1
despejamos el tiempo:  y =y + (voSenby)t — §gt2

1 1
0 =0+ (vgSenby)t — §gt2 = (vpSenby)t = 59752

g 9.81

1 2vpSend 2(19.46)Sen30
(’UOSe'n,OO) = 5g,‘; t = M = t= ( ) en

t =1.98 s Es el tiempo que dura el balon desde que sale del

piso y vuelve a caer al piso a la misma altura. Tiempo que
remplazamos en la ecuacién de posicién = para obtener el

alcance horizontal maximo en este caso particular.
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z =®g + v9(Coshy)t = Ty = 19.46(C0s30)1.98

Tmaz = 33.37Tm

| Emer = 33.3Tm i

Para el estudiante:

g) Para que el balén pegue en el travesano (palo horizontal) con
m

qgué velocidad debe ser pateado? R/ vy =19.73—
S

h) Si el portero se encuentra 3m adelante de la porteria, salta y
atrapa el balén. ;A qué altura lo atrapa? R/ y=3.0lm

i) Bajo las condiciones del punto (g), si el balén rebota hacia la
cancha por el mismo plano sin pérdida de energia y cae al piso a
20 m adelante de la porteria. ; Con que angulo o angulos

respecto de |la horizontal pudo haber rebotado el balén?.
R/ 6y,=173.35" R/ 6y =10.34"

j) Si en el instante en que el balén rebota en el travesafio con un
angulo de 73.35° respecto de la horizontal, el portero sale
corriendo desde una distancia de 3m adelante de la porteria con

una velocidad constante y patea hacia adelante el balén a
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una altura sobre el piso de 1m. Determine la velocidad constante
del portero. R/ v = 4.52T
S

Escena interactiva, disefiada por Yorman Guillén Salazar!?

a) Ubicando los deslizadores para una velocidad inicial v; en 40—, un

S
angulo en 30° y el tiempo en 0s. Determine aplicando los modelos

matematicos la distancia horizontal que recorre la bola. La altura
maximay la velocidad con la cual |a bola impacta el carro tanque.

b) Compare los resultados con los de la escena interactiva.

c) Realice los pasos (a) y (b) para una velocidad inicial de 402, un
s

angulo60° yt = 0.

12 o . . . .
Yorman Guillén Salazar es autor de la red GeoGebra quien publico la escena interactiva
"Movimiento Parabélico".
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o L]
L e

En la escena interactiva el proyectil es lanzado desde una altura, con
una velocidad a un angulo determinado por los deslizadores.

a) Ubique el deslizador de altura inicial en 4m, el deslizador de
m o
velocidad inicial en 12— y el deslizador de angulo inicialen 0.
S

b) la altura maxima alcanzada por el proyectil medida desde el piso.
Determine la velocidad con la cual el proyectil impacta el piso.
Determine el alcance horizontal del proyectil. Determine el tiempo
que le toma al proyectil entre la parte mas alta de la trayectoria y el
momento en que toca el piso.

c) Compare los resultados obtenidos con los desarrollados en en la
escena interactiva.

d) Realice el pasos (a), (b), (c) para una altura inicial de 3m, una

velocidad inicial de 12E aunangulode45°.
S
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Ejercicio 3.7:

El jugador de basquetbol lanza el balén a la cesta con una
t o . .

velocidad de 42f— con un angulo de 50° arriba de la horizontal.
S

El balon tarda en llegar a la cesta 1.86s. Determine (a) la
distancia horizontal de la que fue lanzado el balén. (b) La altura
de la canasta medida desde el piso si el balén se lanzo a una
altura de 5.87 ft. (c) A que otro angulo inicial entrara el balén en
la cesta, lanzandolo desde la misma posicion y la misma velocidad
inicial? (d) Determine la velocidad con la que el balén entra en la
cesta con el angulo encontrado.
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Solucion:

Condiciones Iniciales y Finales Ubicados desde el Baldn en la Mano del Jugador

i
Y
Movimiento por x Movimiento por v
To =10 u{.=42¥ yo=0
r =T y=1
_ ] ) ft
v, = ySently — gt
v = vgCosl y = yo+ (voSenbo)t — %gtz
& = g+ (voCosby)t v}, = (voSenbh)” — 29(y — ya)
(a)x = (42C0s507)1.86 z = 50.21ft
1
(b) y = (425€n50°)1.86 — -32.2(1.86?) y = 4.14ft

Medido desde la mano del jugador.
y=5.87+4.14 y = 10.01ft Medido desde el piso.

(c) Determinamos la ecuacién de la trayectoriay = Flo)

1
z = (v9Cosby)t y = (voSenby)t — égt2

. T
— vyCosb,

T 1 x?
Y= (J}o’SenHO)(m) - §g(m)
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2
y = (tgbp)z — %Seczﬁo
2v;

gz’
—2566290 — (tg@o)a: +y=0
2v;

Sec’d = tg*0 + 1

9332 9

7(159 6o +1) — (tgho)x +y =0
0

gz’ gz’

9T 15200 — (tg0 9=
2v§tg 0 (90)$+(2U(2]+y) 0

32.2(50.212)
2(422)

32.2(50.212)

tg%0, — (tg6y)50.21

4.14) =0
23.01tg%0y — 50.21tgf, + 27.15 = 0
e Ecuacion cuadraticapara tgfy Resolvemos:
tghy = 1.19 Oy =tg~'1.19 6y = 50°
tgfy = 0.9888 0 = tg~10.9888 0, = 44.68°

e Manipulando el deslizador de angulo en la escena interactiva
se puede comprobar el rasultado.

141



t
(d) v, — 42C0s44.68° v, — 29.86 U, — zg.saf? .

e Parav, necesitamos el valor de ¢.

I 50.21
t J—

- —— = :1.
voCosb t 42C0s44.68° t 08s

o Manipulando los deslizadores en la escena interactiva se
puede comprobar el resultado.

v, = (425en44.68)1.68 — 32.2(1.68) v, = —24.60

Uy = 24.60? ¢

v =1/29.862 +24.602 v = 38.70ﬁ
S
24.60
v :t 71 . 91} — .4 °
00 =939 56 N\ 39.47
o = 38.70% \, 39.47°

e Para el estudiante: Determine la vy a la que se debe lanzar el
balén para lograr la cesta si la distancia horizontal del jugador a
la cesta es de 25 ft, la altura de la cesta es 10 ft, el balén se lanza

t
alaalturade 7ftaunéangulode30°. R//: vy = 36.70f—
s

e Manipulando los deslizadores compruebe el resultado.
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3.2.4 Componentes de la Aceleracion

Todos los cuerpos en la naturaleza buscan que su movimiento sea a lo
largo de una linea recta. Muchas veces estos cuerpos se encuentran
sometidos a efectos externos que los obligan a tomar trayectorias
curvas. En cada punto de la trayectoria el cuerpo tiende a salir en linea
recta tangente a la trayectoria que describe.

tg COMPONENTES DE LA ACELERACION
tg v tg
L~
v I
1
I
I
|
-~ I -
v : . v FIGURA 2D
n n
t
- g
h mn
n
an -
b,  FIGURA 3D : by B
i ay ; v n
& =
n i \ 2 + ag
(] iy,

tg

En la grafica hemos tomado varios puntos de la trayectoria de una
particula que se mueve de izquierda a derecha. En cada punto de la
trayectoria la velocidad la dibujamos tangente a ésta trayectoria.

ponemos sobre la particula un sistema de ejes mdviles, mutuamente
ortogonales (perpendiculares), llamados eje tangencial tg, eje

normal n, ejebinormal b, queviajancon la particula.

Para facilitar la observacion de los ejes méviles en la FIGURA3D, los
hemos dibujado con colores: El eje tangencial ¢, color Fucsia, el eje

normal n color azul, el eje binormal b color verde.
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Por ser la velocidad tangente a la trayectoria dibujamos un eje en la
misma direccion de la velocidad (tangente a la trayectoria en cada
punto) llamado eje tangencial t,, que es positivo en el sentido de Ia

velocidad y negativo en sentido contrario (la velocidad serd siempre
positiva por ser el eje tangencial positivo en el sentido de la velocidad.

Perpendicular al eje tangencial y alineado con el centro de la curva
gue genera la trayectoria de la particula dibujamos un eje llamado eje
normal n que es positivo hacia adentro de la curva y negativo hacia
afueradelacurva.

Perpendicular al eje tangencial t; y a la vez perpendicular al eje
normal n dibujamos un eje Ilamado eje binormal b . Ponemos la palma
de la mano derecha sobre el eje tangencial t,, cerramos los dedos
buscando el eje normal n; observamos el dedo pulgar que nos indica la
direccién del eje binormal y su sentido positivo.

» Eje tangencial: Tiene la misma direccién de la velocidad
y el sentido positivo es el sentido de la velocidad.

» Eje normal: Tiene direccion perpendicular al eje
tangencial pasando por el centro de la curva y es positivo
hacia el centro de la curva.

» Eje binormal: Perpendicular al eje tangencial y al eje
normal. Ponemos la palma de |la mano derecha sobre el eje
tangencial ¢4, cerramos los dedos hacia el eje normal n; el
dedo pulgar indica la direccién y sentido positivo.
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La particula en cada punto de la trayectoria tiene los ejes (t,,n,b)
montados sobre ella.

Por definicion, la aceleracion es el cambio del vector velocidad
respecto de un cambio en el tiempo. La aceleracién es por tanto un

L v

dt

vector

Como la aceleracién es el cambio del vector velocidad y el vector
velocidad por ser un vector tiene magnitud y direccion, ejemplo: o =

60 m £30°,magnitud: v = 60 @, direccién: £30°
S S

Asi entonces aparece aceleracién cuando cambia la magnitud de la
velocidad y aparecerd aceleracion cuando cambie la direcciéon de la
velocidad. Analizaremos por separado cada uno estos cambios de la
velocidad.

» Cambio en la Magnitud de la Velocidad at,

El cambio en la magnitud de la velocidad (cambio en la rapidez)
dv v—vy .
respecto del tiempo es: ay, = a = t—to. Esta expresion nos indica
— 1o
que se da un cambio en la velocidad debido a un cambio en su
magnitud y trae como consecuencia que aparece una aceleracion. El
cambio en la magnitud de la velocidad se da a lo largo del eje
tangencial que es donde esta la magnitud de la velocidad, por ello esta

aceleracion que aparece se llama aceleracion tangencial.

Cuando la particula cambia la magnitud de la velocidad de menor a
mayor valor, la aceleracion tangencial tiene el mismo sentido de la
velocidad (sobre el eje tangencial sentido positivo). La particula viaja
cada vez mas rapido (acelerando). punto A
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Cuando la particula cambia la magnitud de la velocidad de mayor a
menor valor, la aceleracion tangencial tiene sentido contrario a la
velocidad (sobre el eje tangencial sentido negativo) y la particula
estard viajando cada vez mas despacio (desacelerando). punto B

Componentes de la Aceleracion b ty
b

T

» Cambio enla Direcciéon de la Velocidad a,,

Hagamos el siguiente analisis; cuando viajamos como pasajeros en
autobus intermunicipal y vamos por una carretera que tiene muchas
curvas, sentimos que nos movemos en cada curva para los lados del
asiento. Cuando la curva es a la izquierda sentimos que nos movemos
aladerecha, sila curva es a la derecha sentimos que nos movemos a la
izquierda. Esto es una pura sensacion, porque lo que en realidad
sucede es que el vehiculo cada ves que toma una curva nos mueve a
nosotros hacia la curva (nos hala hacia adentro de la curva). Nosotros
vamos viajando en el vehiculo en el mismo sentido de su velocidad y
de repente el autobuls nos cambia el sentido de la velocidad
produciendo el efecto analizado.
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Ese cambio en la direccién de la velocidad provoca en nosotros ese
movimiento lateral que es perpendicular al eje tangencial (es decir,
que el efecto es sobre el eje normal) y como ya mencionamos nos hala
hacia adentro de la curva y que fisicamente se llama aceleracion
normal. El hecho de que nos hale hacia adentro de la curva indica que
la aceleracién normal es siempre positiva (el eje normal es positivo
hacia adentro de la curva).

Si la curva es muy cerrada (el radio de la curva es pequeno) se corre el
riesgo de volcamiento del vehiculo dependiendo de la velocidad. Si la
curva es amplia (el radio de la curva es grande) es posible viajar a una
mas alta velocidad. Podemos afirmar entonces que si se aumenta la
velocidad en una curva se corre el riesgo de volcamiento (aumenta la
aceleracion normal), si se reduce el radio en una curva aumenta la
aceleracion normal.

Asi, la aceleracién normal es directamente proporcional a la velocidad

. . . v
e inversamente proporcional al radio de curvatura. a,, < —
r

Para lograr una ecuaciéon (quitar la proporcionalidad y lograr una
2

. v
igualdad) sellagaaquelaa, = —

r
v? es positivo y el radio de una curva siempre es positivo, esto
confirma que la aceleracion normal a,, es siempre positiva (hacia
adentro de la curva). Punto A, punto B

Una vez tenemos el vector aceleracion tangencial 7,59 y el vector

aceleraciéon normal 7n, podemos determinar el vector aceleracién de

la particula que es la suma de estos vectores a a = EZ +a n. Entre la

7% y la aceleracion 711 existe un angulo de 90° esto permite que por

la ecuacién de Pitagoras podamos determinar la magnitud de
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la aceleracion de la particula a= @/afg +a? El angulo de la

. s . . _ an
aceleracion respecto del eje tangenciales 6 = tag 12
ay

g
La magnitud de la velocidad puede cambiar respecto del tiempo y este

cambio se da sobre el eje tangencial entonces aparece la aceleracion
) dv v —g
tangencial. a¢; = — = ——
9 dt t—t

Cuando cambia la direccién de la velocidad respecto del tiempo este

cambio en la direccién de la velocidad produce efecto sobre el eje

’U2

normal entonces aparece la aceleracién normal. a, = —
r

Sobre el eje binormal no surten efectos de los cambios en la magnitud
ni en la direccion de la velocidad por lo que |a aceleracion sobre el eje
binormalescero. a; =0

Ejercicio 3.8: Una particula se mueve por una trayectoria curva
y en un instante determinado el radio de curvatura es de 4m, su
rapidez es de 8 —. La aceleraciéon de la particula es de 25—2.
S S
Hallar las componentes de la aceleraciéon y determinar el angulo
de la aceleracion respecto del eje tangencial en ese instante, si se
sabe que la particula se esta deteniendo. El enunciado no incluye

grafica.

Solucién: El primer paso es realizar el grafico que revele todo el
contenido literal de enunciado.
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Hemos dibujado la aceleracién tangencial en sentido contrario a
la velocidad (sobre el eje tangencial sentido negativo) porque la
particula se esta deteniendo.

., v
Aceleraciénnormal a, = — = a, = — = 5
T 4 s

2 2 2 2

— 42 2 _
=ai, +a, = a4, =a" —a

a, =+ — a7 a, = £V 16 = a, = ~19.21

Aceleracion tangencial a

Hemos tomado el signo negativo en razén a que el enunciado
dice que la particula se esta deteniendo

. 16
Angulo de la aceleracion 6 = tag '2% 0 = tag~' ———
atg 19.21

6 =39.79°
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3.3 Movimiento Dependiente

Existe movimiento dependiente cuando el movimiento de un cuerpo
depende del movimiento de otro cuerpo. En éste curso de fisica
mecanica estudiaremos el movimiento dependiente cuando existen
cuerpos que estan unidos entre si por medio de cuerdas que pasan por
poleas.

El estudio del movimiento dependiente es importante como
herramienta en la solucién de muchos ejercicios porque permite
relacionar la posicion, la velocidad y la aceleracion entre cuerpos
conectados entre si, permitiendo minimizar incégnitas en las
ecuaciones.

3.3.1 Las Cuerdas

Para éste curso se consideraran las cuerdas inextensibles (que no se
estiran), es decir que su longitud no cambia (la longitud de la cuerda es
constante).

3.3.2 Las Poleas

En muchos ejercicios aparecen poleas que pueden estar fijas o ser
moviles. Para el desarrollo de éste curso se consideraran las poleas
perfectamente lisas permitiendo que la tensiéon de las cuerdas que
pasan sobre ellas sea la misma en cada punto de la cuerda.

En éste tema de movimiento dependiente no aparecen los ejes
z,y, 2,14, n, b. En éste tema ubicaremos un nivel de referencia en una
polea figa o un muro, un techo que este fijo respecto del sistema que
vamos a analizar, con el animo de verificar si los cuerpos objeto de
analisis se acercan o se alejan de éste nivel de referencia.
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Por convencion diremos que si un cuerpo se aleja del nivel de
referencia su movimiento es positivo y si el cuerpo se acerca al nivel
de referencia su movimiento serad negativo. Los signos positivo y
negativo de éste tema no son algebraicos ( éstos signos son de se aleja
o se acerca al nivel de referencia) no son signos compatibles con los
signos algebraicos de los ejes z, v, 2, t4, n, b, por lo que si por alguna
razon los resultados obtenidos en el analisis de movimiento
dependiente tienen que ser llevados a un sistema de ejes
z,Y,z,t5,n,b, se llevaran las relaciones encontradas como una
relacion simple y sin signos; ya sera el analista del ejercicio quien dira
dentro de su modelo matematico con que signo entra en sus
ecuaciones.

Para el caso de la grafica nos ubicamos en la polea fija y desde el
centro de la polea tomado como nivel de referencia tomamos la
distancia hasta cada uno de los bloques. Del nivel de referencia al
bloque A se llama S 4, del nivel de referencia al bloque B se llama Sp.

Ahora modelamos una ecuacién que de razén de la longitud de la
cuerda. Sa+ CD + Sp =1L La longitud de la cuerda es la
distancia S 4 mas el pedacito de cuerda en el arco CDdela polea, mas
la distancia Ss.
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Aplicamos a cada término de la ecuacion de longitud de la cuerda
S4+ CD + S = L el concepto de cambio:

AS4 + ACD + ASg = AL Como la cuerda es inextensible (su
longitud es constante), el cambio en la longitud de la cuerda es cero
AL =0

—_—
Por el arco C'D pasa cuerda, pero siempre es la misma distancia de
cuerda, es decir que el arco C'D no cambia, entonces ACD =0

La posicion del bloque (A) puede cambiar, es decir que la distancia S4

puede cambiar, sea alejdndose o acercandose al nivel de referencia
segln el caso particular que se esté analizando: AS 4 es variable.

La posicion del bloque (B) puede cambiar, es decir que la distancia Sg
puede cambiar, sea alejdndose o acercandose al nivel de referencia
segln el caso particular que se esté analizando: ASg es variable.

La ecuacion de la cuerda queda ASy + ACD.+ ASp =L

ASs+ASg=0 = ASy, = —ASg Entonces, para éste caso en
particular diremos que:

e Cuando el bloque A se aleja de su nivel de referencia una distancia,
el bloque B se acerca a su nivel de referencia la misma distancia.

Recordemos que el signo positivo en el tema de movimiento
dependiente significa que el cuerpo analizado se aleja de su nivel de
referencia y el signo negativo significa que el cuerpo analizado se
acerca a su nivel de referencia.
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Ahora podemos dividir ésta ecuaciéon AS4 = —ASp enun cambio en

ASA ASB A
el tiempo At: = — ——— Recordar que = ue
g g At At e Ap T vave
AtB =vg = VUy= —UR Entonces diremos en éste caso en

particular que:

e Cuando el bloque A se aleja del nivel de referencia a una rapidez, el
bloque B se acerca a su nivel de referencia a la misma rapidez.

Hacemos Awvy = —Awpg dividimos en un cambio en el tiempo At:
Avy Avg R q Avy Avp N
= — ecordar que =a ue =a
At At e ~py ~aayaue g —ap
ay = —ap Entonces diremos en éste caso en particular que:

e Cuando el bloque A se aleja del nivel de referencia a una
aceleracion, el bloque B se acerca a su nivel de referencia a la misma
aceleracion.

Asi para éste caso en particular obtenemos las siguientes relaciones
de movimiento dependiente entre los bloques A y el bloque B:

Posicion AS4 = —ASp

Velocidad v4 = —vpB

Aceleracion a4 = —ap

Nota: Al llevar éstas relaciones a ejercicios que implican sistemas de

referencia diferente al concepto de se aleja o se acerca a niveles de
referencia, los signos no se llevan. Es decir que las relaciones entre el

bloque Ay el bloque B quedan de la siguiente manera:
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Posicion AS4 = ASp Elcambio de posicion del bloque A esigual
al cambio de posicién del bloque B.

Velocidad v4 = UB La velocidad del bloque A es igual a la
velocidad del bloque B.

Aceleracion a4 = ap La aceleracién del bloque A es igual a la
aceleracion del bloque B.

-
[

L

En el sistema existe una polea mévil que por ésta condicién no sirve de
nivel de referencia.

El movimiento del centro de la polea moévil es el mismo movimiento del
bloque B.

El nivel de referencia lo hacemos en el centro de la polea fija.
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La posicion del bloque B se llama S y es la distancia desde el centro
de la polea fija hasta el centro de la polea movil.

La porcion de cuerda que se encuentra por encima del centro de la
polea fija hasta el techo es constante.

la porcion de cuerda que se encuentra en el arco C'D vy la porcién de
cuerda sobre el arco EF' son constantes.

Todas éstas porciones de cuerda que permanecen constantes durante
el movimiento de los bloques, por su condicion de constantes no
sufren cambios; es decir que los cambios en éstas porciones de cuerda
es cero y desde ya podemos tomar la decisién de no tenerlos en
cuenta la ecuacion de longitud de la cuerda, la cual la podemos escribir
como: Sy +2Sg =1L

ASy+ A25p = AL=AS4 + A25p =0=AS, = —A2Sp

Significa que cuando el bloque A se aleja de su nivel de referencia

una distancia, el bloque B se acerca la mitad de esa distancia a su
nivel de referencia.

Paralavelocidad tenemos: v4 = —2vp

Significa que cuando el bloque A se aleja de su nivel de referencia
una velocidad, el bloque B se acerca a la mitad de esa velocidad a su
nivel de referencia.

Parala aceleracién tenemos: a4 = —2ap

Significa que cuando el bloque A se aleja de su nivel de referencia
una aceleracion, el bloque B se acerca a la mitad de esa aceleracién a
su nivel de referencia.
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Nota: Al llevar éstas relaciones a ejercicios que implican sistemas de
referencia diferente al concepto de se aleja o se acerca a niveles de
referencia, los signos no se llevan. Es decir que las relaciones entre el

bloque Ay el bloque B quedan de la siguiente manera:

Posicion AS, =2ASg  El cambio de posicion del bloque A es
igual al doble del cambio en la posicion del bloque B.

Velocidad wv4 = 2vp Lavelocidad del bloque A es igual al doble de
la velocidad del bloque B.

Aceleracion a4 = 2ap La aceleracién del bloque A es igual al
doble de la aceleracién del bloque B.

Ejercicio 3.9:

C

Determine la aceleracion del bloque B si el bloque A se mueve

. . . 7 m
hacia abajo con una aceleracién de 25y el bloque C' se mueve
S

hacia arriba con aceleracionde 1 —
S
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Solucion: El nivel de referencia es el centro de las poleas fijas.

NR,

C

Desde el nivel de referencia tomamos la posicion de cada uno de
los bloques; logramos la ecuacion para la cuerda omitiendo las
porciones de cuerda que son constantes por el hecho de no
reportar cambios cuando los cuerpos se desplazan:

S4+ 25 + 2S¢ = L aplicamos el concepto de cambio
AS4+2ASp +2AS8c = IxL

AS 4+ 2A8 +2AS5: =0
Si dividimos por At obtenemos la relacion para las velocidades:

v4 + 2vp + 2ve = 0 si dividimos un cambio de la velocidad
respecto de un cambio en el tiempo At aparece la relacién para
la aceleracion:

aa + 2ap + 2ac = 0 Remplazamos los valores dados en el
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enunciado interpretando con los signos de se aleja (+) y se
acerca (—), asi obtenemos la aceleracién del bloque B:

m
2+2a3 —2() =0 = ap =05
Para el estudiante.

e Si el sistema parte del reposo, cual es la posicion de cada
bloque pasados dos segundos? R//

S4 = 4m alejandose del nivel de referencia
SB = 0m
Sc = 2m acercandose del nivel de referencia

e Halle la velocidad de cada bloque parat = 4s. R//

vy = 8— alejandose del nivel de referencia
S
m

VB — 0—
S

v4 — 4— acercandose del nivel de referencia
S

¢Si la posicion del bloque (B) es de 1.5m luego de liberarse el
sistema cual es larapidez de cada boque? R//

m m
UA:3.46; vg =0 '1)021:73;
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3.4 Movimiento Relativo

En muchos casos vamos a necesitar saber la cinematica (posicion,
velocidad, aceleracién) de un cuerpo que se mueve respecto de otro
cuerpo que se mueve respecto de un marco de referencia fijo, como
cuando queremos saber la cinematica del émbolo de un motor que se
mueve por la accion de la biela, que a su vez se mueve por la accion de
la manivela.

Manivela

GuTa/

En el sistema mostrado la manivela tiene movimiento circular, la biela
tiene un movimiento llamado movimiento plano (tiene movimiento de
rotacion y translacién al mismo tiempo) y la punta de la biela donde se
ubica el embolo tiene movimiento rectilineo a lo largo de la guia.

Primero se analiza el movimiento del pasador manivela-biela visto
desde un marco de referencia fijo y luego se le suma vectorialmente el
movimiento de la biela referido al marco de referencia movil que es el
pasador manivela-biela

Para éste curso de fisica mecanica consideraremos solamente para
movimiento relativo aquellos sistemas que se mueven sobre marcos
de referencia en translaciéon. en un curso de dinamica del cuerpo
rigido abordaremos movimiento relativo para el caso de sistemas de
referencia giratorios.
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» Posicion

MOVIMIENTO RELATIVO #1;
1 Marco de Referencia
1 en Translacion
z | Marco de '
! Referencia Fijo =\ OooOoooos

Las particulas A y B se mueven por trayectorias arbitrarias. Las
posiciones absolutas seran 7/1 y 73 respectivamente por ser
obtenidas desde el marco de referencia fijo x, y, z. El vector 73//1 es
la posicion relativa de B visto desde A que porta un marco de
referencia en translacién x1, y1, z1. Por suma de vectores:

= =
"B=TA+ TB/A

» Velocidad

Si realizamos la derivada de la posicion respecto del tiempo
obtenemos la relacién para las velocidades.
_>

=
™ _Ta  TBA — =
= + UB= VAT Up/4

dt dt dt

» Aceleracion

Si realizamos la derivada de la velocidad respecto del tiempo
obtenemos la relacién para las aceleraciones.

?B _ 7A 73 /A —
= + a
dt dt dt
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Ejercicio 3.10:
En la escena interactiva, el tren A sale de la ciudad A, con

velocidad constante, en el mismo instante el tren B sale de la
ciudad B con velocidad constante. Determine la velocidad del
tren B visto desde el tren A, UB/4, S los dos trenes se cruzan
luego de una hora de viaje.

Solucioén:

Conocemos de la escena interactiva las coordenadas del punto
donde se cruzan, las posiciones iniciales de cada tren y la
geometria del movimiento de cada uno de los trenes

(movimiento rectilineo con velocidad constante). Hallamos 7,4 y

%
V B-
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150km B 100
GE 95:@_1[%]
)
100km dp = /10084 1002 100 @p=45°
dy = 141.4
A 100, 50)
N = ° § 4=t [yl
> J 0 e,=20657
A 0. l
da 111.80 Km
VA= Ug= V4 =111.80 7 26.57° ——
ta 1 5
dp 141.42 Km
Up=-_—— U= Vg = 141.42 \, 45° ——
tB 1
— = = — o N
’UB—’UA‘|"UB/A VB/A= VB — V4

v(B/4), — +V(B/4), T= 141.42 \ 45" — 111.80 " 26.57"

v(B/a), = 141.42C0s45° — 111.80C0526.57°

Km
'U(B/A)x =10 ?(B/A)m =10 — T
v(B/4), = —141.425en45° — 111.805en26.57°

Km
v(5/4), = 150 V54, = 150 4 ——

N 150 :

vp/a = v 10 + 1502 = 150.33 0 =tg 10 = 86.19

K

Vg4 = 150.33 \, 86.19 Tm
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3.5 Cinematica del Cuerpo Rigido

Un punto se caracteriza por no tener dimensiones, es por ello que "los
puntos no rotan".

Los puntos se pueden trasladar de un lugar a otro.

Observemos que en el analisis que realizamos de cinematica de la
particula siempre tomamos la masa de los cuerpos como si ésta
estuviera concentrada en un punto llamado centro de gravedad. Con
ello se pudo determinar Posicién, Velocidad y Aceleracién de dichos
cuerpos segun la grafica que generaba la trayectoria de ese punto
llamado centro de gravedad (Traslacién Rectilinea como Movimiento
Rectilineo, Caida Libre, Traslaciéon Curvilinea como Movimiento
Parabdlico).

3.5.1 Cuerpo Rigido:

Un cuerpo rigido es aquel cuerpo que tiene dimensiones y que para
efectos de diferentes analisis sus dimensiones no cambian, es decir
que éste cuerpo conserva su forma.

La minima expresion de un cuerpo rigido son dos puntos y dos puntos
definen una recta; asi una recta es la minima expresion de un cuerpo
rigido. Cuando una recta esta sobre un plano puede generar dos tipos
de movimiento Rotacion y traslacion (Rotacién pura, Traslacion pura o
Rotaciény Traslacién al mismo tiempo).

3.5.2 Movimiento Angular:

Para que exista movimiento angular se requiere de un cuerpo con
dimensiones. Si un cuerpo esta sobre un plano puede girar alrededor
de un punto cualquiera del mismo cuerpo. Cada punto describe una
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trayectoria circular.

En la practica se presenta una analogia entre la cinematica de una
particula (Determinar Posicién Lineal S, velocidad lineal v,

aceleracion lineal a) y la cinemdtica angular (Determinar Posiciéon
angular 6, velocidad angular w, aceleracién angular «) de un cuerpo
con dimensiones en un plano.

En este curso de Fisica Mecanica hablaremos de aceleracion angular
constante o = Cte, de tal manera que las ecuaciones que utilizamos
para la cinematica de la particula en su estructura son vélidas para el
movimiento angular utilizando la correspondiente simbologia.

3.5.3 Posiciéon Angular 0:

Cuando una linea rota su posicion en un instante determinado queda
definida por el angulo 6 respecto de otra linea de referencia. El angulo
0 se mide en radianes rad.

3.5.4 Desplazamiento Angular A#:

El desplazamiento angular hace referencia al cambio en la posicion
angular:

Para Movimiento Rectilineo de particula con aceleracién constante:

1 2
s:so+v0t—|—§at

Para Movimiento Angular con aceleracién angular constante su

1
analogiaes: 0 = 0y + wot + §at2
El desplazamiento angular se mide en radianes rad.
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3.5.5 Velocidad Angular w:

Es el cambio de la posicion angular Af respecto de un cambio en el

tiempo At d0 i 0~ %
n = — wwE=Es— w =

P dt At t—t

Para el movimiento Rectilineo de particula: v = vy + at

Para Movimiento Angular con aceleraciéon angular constante su
analogiaes: w = wy + at

Para el movimiento Rectilineo de particula: v*> = v + 2a(S — Sp)

Para Movimiento Angular con aceleracién angular constante su
analogiaes: w? = w? + 2a(6 — 6y)

. i rad
La velocidad angular se mide en —
S

3.5.6 Aceleracion angular a:

Es el cambio que sufre la velocidad angular Aw respecto de un cambio
dw Aw w — Wy

enel tiempo At: a = a=— 0= ———
P dt At t— 1o

Recordamos que para este curso de Fisica Mecanica vamos a
considerar ejercicios que implican aceleracion angular constante.

. ) rad
La Aceleracion angular se mide en —5
S
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En resumen, las ecuaciones cinematicas para el movimiento angular
con aceleraciéon angular constante son:

1
Posicion Angular 0 = 6, + wot + —at?> rad

2
. rad
Velocidad Angular w = wy +at —
S
d — d
Aceleracion Angular o = a o= v % a = Cte rad
dt t—to 52

Ecuacién auxiliar para Velocidad Angular  w? = w? + 2a(6 — ;)

3.5.7 Longitud de Arco S

En ocasiones es necesario conocer la longitud de una parte de una
circunferencia o longitud de un arco de una curva.

Para desarrollar una ecuacion para la longitud de arco partimos de la
ecuacion de la longitud de una circunferencia [ = 27r que podemos

escribir I = r(27) donde (2) indica el angulo de una vuelta completa
de la circunferencia en radianes. Si queremos saber ahora la longitud
S de una parte de esa circunferencia, el angulo ya no sera (2) sino un
angulo 6 determinado para el ejercicio que estemos analizando.
Entonces: de [ = r(2m) que representa la longitud de toda la
circunferencia pasamos a S = rf que es la ecuacidon que define la

longitud de cualquier segmento de arco de la circunferencia
incluyendo la circunferencia completa para cuando 8 = 2.

Longitudde Arco S =1rf8 m, ft Desaparecen los radianes por
ser S una longitud
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Bajo los pardmetros que nos ofrece el concepto de longitud de arco
podemos determinar el desplazamiento lineal realizado por un punto
en el cuerpo con dimensiones que se mueve con movimiento angular:

Desplazamientolineal S =1r0 m, ft

Con la ecuacion de desplazamiento lineal podemos determinar la
velocidad lineal de cualquier punto en el cuerpo con dimensiones que
se mueve con movimiento angular:

Velocidad lineal

S=r0 : d—S—rd—e : ﬁ—v' ﬁ—w:>v—7'w
B Codt dt T dt - dt B
rad m ft
v =Trw v=m— = v=— ; V="
S S S

Con la ecuacion de Velocidad lineal podemos determinar la
Aceleracion lineal de cualquier punto en el cuerpo con dimensiones
gue se mueve con movimiento angular:

Cada punto del cuerpo con dimensiones recorre una trayectoria
curva. El cuerpo puede experimentar un cambio en la velocidad
angular w que traen como consecuencia un cambio en la velocidad
lineal que a su vez produce una aceleracién tangencial a un punto
cualquiera del cuerpo rigido. Obsérvese que como el cuerpo rigido
estd en movimiento angular siempre existird por ese hecho (cuerpo en
rotacion) una aceleracion normal.

Aceleracion Tangencial

dv dw dv dw

— =r— , — =@ ;, —=Qa = a4 =T«
dt dt dt dt !

v=rw ;
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rad m ft
a; = T at:m—2 :at:—Q ; ar = —
S S S
Aceleracion Normal
V2 (mv)2 r2w?
a/n:_ , VvV =Trw N a/n— ’ an: :> an:
r r r
. m ft
Tw , Qp = 5 a, — >
S S

Cuando un cuerpo rota alrededor de un punto (centro de giro)
describe una trayectoria circular. La distancia de un punto cualquiera
al punto centro de giro se llama el radio r.

Cuando un punto de ese cuerpo al girar completa una vuelta (vuelve a
pasar por el punto de partida) y tomamos el tiempo que le tomo
realizar esa vuelta, ese tiempo se llama el periodo T'.

Cuando una particula se mueve por una linea con la magnitud de la
velocidad constante se puede determinar su desplazamiento como
X = V't.Enforma andloga, cuando un cuerpo con dimensiones rota al

rededor de un punto con velocidad angular constante (llamado
Movimiento Circular Uniforme), su desplazamiento angular lo

podemos determinar como 8 = wt

Cuando el cuerpo con dimensiones a completado una vuelta el angulo
0 = 27 y el tiempo que le toma dar esa vuelta se convierte en el
periodoT. 2w = wT

2 d
Despejamos para la velocidad Angular:  w = % rad
s
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2
Despejamos para el periodo: T = aill Segundos s
w

Al inverso del periodo se le llama la frecuencia f del movimiento:

1 1
f = 7 |— = H.| Numerode vueltas en la unidad de tiempo.
s

Ejercicio 3.11:

A la rueda que esta en reposo se le enrolla una cuerda a la que se
le aplica una fuerza que le produce a la cuerda una aceleracién de

4—. Determine la velocidad angular de la rueda, la posicion
S

angular de la linea 0P, la magnitud de la aceleracién y la
velocidad lineal del punto P a los 2 segundos de ser aplicada la
fuerza. Determine el periodo y la frecuencia del movimiento.

Solucion: La rueda esta en reposo en ty; = 0, entonces la
velocidad angular inicial es wy = 0, la velocidad lineal inicial
vo = 0, la posicion inicial angular es 8, = 0 y la posicién inicial
lineal es Sy = 0. La aceleraciéon en la cuerda de 48—72 es la
aceleracion tangencial a; en cualquier punto de |la polea cuando
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el radio es r = 0.5m. Esta aceleracion tangencial es constante (
m - s 5

4—) por lo que la aceleracion angular en la rueda también es
s

a; 4 rad
constante.a; = ra — =« — =« a=8—
r 0.5 s2
Para determinar la velocidad angular: w =Wy + ot
rad
w= ot w = 8(2) w=16—
S

Para determinar la posiciéon angular de lalinea O P:

1 1 1
9:\99\+wg15+§at2 ; H:Eaﬂ ; 0:5(8)22

6 = 16rad

Para determinar la aceleracién del punto P pasados 2 segundos
de ser aplicada la fuerza nos falta conocer la aceleracién normal

delpunto P. an = rw? an = (0.5)16% a, = 128?2

La aceleracion total serda a = +/a? —a2 a=+/42 — 1282
m

a = 128.06—
s

Paralavelocidad lineal v=rw v =(0.5)16 v = g
s

Parael Periodo 7T = 2—7T T = 27

= — T =0.3927,
w 16
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Para la f ia del movimient = — = 0.3927
ara la rrecuencia del movimiento f T f 0.3927
f = 2.55H,

Movimiento circular con aceleracién angular constante
DATOS INICIALES:

>
m — MACGNITUDES ANGULARES
=057 — g
& Py ]
/ a=a/R=157/4=0.39 rad/s
Oy =0rad tf 57/ /
w=uwp+al = _ + 013wt = 1.57 rad/s
T Tad [ ST e
Y= / © = By +ut + zat’ =%t+_‘—}ﬂ.39t3=ﬂnrnd
|
|
\ MAGNITUDES LINEALES MOSTRAR
[ o | \ o VECTORES
n \ a; = 0.57 el l,/
AN V4 _ _ —aox™
" / v=wR=LETx4=628— [/
=t v G287 m —
—— L= 0B g™
"ERT 4 a7 v
R=4m a, = "ra’+a’_ﬂlmm -I .|
total = \f By i L |

La siguiente escena interactiva, disefiada por Amaia San Sebastian!®

° En la escena interactiva cuando transcurre un tiempo t = 1,

significa que en tiempo real es de 10.5 segundos (esto para que el
estudiante haga la respectiva conversién al momento de realizar los

ejercicios practicos).

° En la escena interactiva donde dice datos iniciales, acomode el
m

2
S
Verifique que la escena interactiva este en la posicién angular de 8, =

deslizador de aceleracién tangencial al valor de a; = 0.257

Omrad

13 . - . . .
Amaia San Sebastian es un autor de la red GeoGebra que publico la escena interactiva
"Movimiento Circular Uniforme".
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e Tome un cronometro y péngalo a correr en el mismo instante que
pone en marcha la escena interactiva. Detenga el cronometro vy la
escena interactiva cuando ha transcurrido aproximadamente 20
segundos (es posible que el cronometro se detenga antes o después de
los 20 segundos). Tome el dato exacto del tiempo y el valor del angulo
recorrido en la escena interactiva.

e El valor del tiempo tomado en el cronometro dividalo entre 10.5
(el resultado es el tiempo que maneja la escena interactiva). Este
resultado remplacelo en la ecuacion de la posicion angular:

1
0 = 0y + wot + iatz habiendo hallado previamente el valor de la

aceleracion angular a = a;R. verifique que el valor de la posicion

angular que da como resultado coincida o este muy cercana al
resultado que aparece en la escena interactiva.

o Remplace también el valor del tiempo en la ecuacion de la
velocidad angular w = wy + at; el resultado comparelo con el
resultado dado en la escena interactiva.

e Haga las operaciones correspondientes para hallar las magnitudes
lineales a,,, v, a;,tq;- Compare sus respuestas con las expresadas en la
escena interactiva. De clic en mostrar vectores y compare con sus
respuestas.

e Determine el tiempo real (de un cronometro) que le tomaria a un
punto en el extremo del radio en dar la primera vuelta. El tiempo que
le tomaria en dar la segunda vuelta. ;Son iguales los dos tiempos?
Explique.

o Repetir los mismos pasos para un valor de la aceleracion

m
tangencial de a; = 0.757r—2 y un tiempo en el cronometro de 10
S

segundos.
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Podemos utilizar la misma escena interactiva para analizar un

- . . rad
movimiento circular con aceleracién angular a = 0—2, [lamado
S

Movimiento Circular Uniforme que ocurre cuando la velocidad
angulares w = Cte.

e Enlaescena interactiva donde dice datos iniciales ponga el valor
m

del deslizador para la aceleracién tangencial en cero a; = 08—2.

e Tome un cronometro y pongalo a correr en el mismo instante que
pone en marcha la escena interactiva. Detenga el cronometro vy la
escena interactiva cuando ha transcurrido aproximadamente 15
segundos (es posible que el cronometro se detenga antes o después de
los 15 segundos). Tome el dato exacto del tiempo y el valor del dngulo
recorrido en la escena interactiva.

e El valor del tiempo tomado en el cronometro dividalo entre 10.5
(el resultado es el tiempo que maneja la escena interactiva). Este
resultado remplacelo en la ecuacion de la posicion angular:

1
0 =0y + wyt + §at2 habiendo hallado previamente el valor de la

aceleracion angular a = a;(R). Verifique que el valor de la posicion

angular que da como resultado coincida o este muy cercana al
resultado que aparece en la escena interactiva.

o Remplace también el valor del tiempo en la ecuacion de la
velocidad angular w = wy + at; el resultado comparelo con el

resultado dado en la escena interactiva. Note que en este caso la

rad

velocidad angularesceroa = 0—;-.
S

e Haga las operaciones correspondientes para hallar las magnitudes
de a;, a,, v, a total. Compare sus respuestas con las
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expresadas en la escena interactiva. De clic en mostrar vectores y
compare con sus respuestas.

e Determine el tiempo real (de un cronometro) que le tomaria a un
punto en el extremo del radio en dar la primera vuelta. El tiempo que
le tomaria en dar la segunda vuelta. Note que en este caso el tiempo
en dar la primera vuelta es el mismo tiempo en dar la segunda vuelta.

Este tiempo es el que se llama el Periodo. Verifique el valor del

21
periodo con laecuaciéonT = —.
w

o Tome el valor del periodo y dividalo por 10.5. Este resultado
remplacelo en la ecuacién de posicion angular y verifique que el radio
estad en la posicion inicial.

e Conelvalor del periodo determine la frecuencia del movimiento.

o Determine cuantas vuelta da el radio en un tiempo real (del
cronometro) de 100 segundos. Exprese el resultado en revoluciones
por minuto rpm.

Nota:

revolucion vuelta 2nrad minuto

rpm = : . :
P minuto  revolucion Vwelta 60segundos
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3.6 Preguntas y Ejercicios - Capitulo Ill

Preguntas - Capitulo ll|
1. Qué es laCinematica?

2. Qué estudia la cinematica?

3. Qué es posicion?

4, Qué es cambio de Posicién o Desplazamiento
AT?

5. Qué es ladistancia recorrida?
6. Qué es la velocidad?
/. Qué es velocidad instantanea?

8. Cudl es el modelo matematico que define la
velocidad instantanea?

Respuestas
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Capitulo IV

CINETICA DE LA PARTICULA
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4.1 Cinéticade la Particula

#— 06la ley de Newtion (EL UNIVERSO ... (L
) Vermasta.. Compartir

Mirar en B YouTube

El video introductorio hace parte de la serie Universo Mecdanico*

En el capitulo anterior estudiamos la cinematica (posicion, velocidad y
aceleracion), de los cuerpos a partir de la geometria del movimiento de
este cuerpo.

En este capitulo veremos la cinética que es el estudio del movimiento
de los cuerpos (posicion, velocidad y aceleracién) a partir de las
fuerzas externas que actuan sobre dichos cuerpos. La cinética
responde al interrogante de cual es la causa del movimiento o la causa
del no movimiento de un cuerpo.

La cinética se desarrolla a través de tres grandiosas leyes propuestas
por Isaac Newton en el Siglo XIIV.

1| a serie educativa Universo Mecénico es una coleccién de 52 videos creados por el
Instituto de Tecnologia de California cuyo director y anfitrion es el Dr. David L. Goodtein.
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4.1.1 Primera Ley de Newton, Equilibrio

Cuando sobre una particula actian fuerzas y la suma de estas fuerzas
es igual a cero, el cuerpo estara en equilibrio. Z? =0

F, E

Debemos recordar que estamos realizando el estudio de la cinética de
la particula y se tendrd que entender que la masa del cuerpo esta
concentrada en el centro de gravedad que es un punto y los puntos no
rotan. En este caso es como si todas las fuerzas estuvieran actuando
en ese punto llamado centro de gravedad y por esta razén el cuerpo no
sufre los efectos de la rotacién.

Cuando la suma de todas las fuerzas que actian sobre un cuerpo es
igual a cero, la aceleracién es cero.

%
YF =0 =d = 0

Estar en equilibrio no significa que el cuerpo tenga que estar en
reposo. Estar en equilibrio significa no estar acelerado; el cuerpo se
puede estar moviendo con velocidad constante (en magnitud vy
direccién) y por ello su aceleracién es cero y se estd moviendo.
Ejemplo: un avidon viajando en linea recta con la magnitud de la
velocidad constante. Un vaso con agua puede estar en el piso del avion
y no regarse.
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4.1.2 Segunda Ley de Newton, aceleracion

Cuando sobre un cuerpo actuan fuerzas y la suma de estas fuerzas es
diferente de cero, el cuerpo estara acelerado.

SEF <0 ~ a4 =0

Estar acelerado significa que la velocidad estd cambiando (en
magnitud y/o direccion).

La segunda ley de Newton se fundamenta en dos fendmenos fisicos:

e Laaceleracion es directamente proporcional a la fuerza resultante:
—
7 (8 FR

., . . 1
e Laaceleracién es inversamente proporcional a la masa: a a —
m

Para entender estos conceptos pensemos en un automoévil que se
encuentra apagado, en reposo en una calle y una persona quiere
moverlo pero con su fuerza no lo logra, llegan dos personas mas a
ayudar; aportan sus fuerzas y logran poner en movimiento el
automovil (el automovil se acelera), el automovil salié de su estado de
reposo.
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Supongamos que llegan tres personas mas y aportan sus fuerzas
haciendo que el automoévil aumente mas su velocidad (aumenta su
aceleracion). Notemos que la aceleraciéon aumenta cuando aumenta la

N =
fuerzaresultante: ad o Ffj

Ahora que el automavil esta en movimiento pensemos en que llegan
otras dos personas y en lugar de ayudar a empujar lo que hacen es que
se montan en el automdvil. Lo que sucede en este caso es que el

automovil pierde velocidad (disminuye la velocidad) y por tanto su

T —> 1
aceleraciondisminuye: d a —.
m

Con estos dos fendmenos fisicos basados en la proporcionalidad Isaac
—

F —
Newton llego a unaigualdad: ad = = Frp = md
m
—
la Fa=SF = SF — mad

— N .. .
Y F = ma esunaecuacion vectorial, la fuerza es un vector, la masa

es un escalar, la aceleraciéon es un vector y el producto de un escalar
por un vector da como resultado un vector.

E? = md da lugar a las siguientes ecuaciones escalares:
YF, = ma, Y Fy, = may YF, = ma,

Estas ecuaciones las aplicamos cuando los cuerpos se mueven por
trayectorias rectas.

YF, = may Y.F, = ma, YXE,=0; a,=o0

Estas ecuaciones las aplicamos cuando los cuerpos se mueven por
trayectorias curvas.
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4.1.3 Tercera Ley de Newton, Accion y Reaccidén

Cuando dos cuerpos interactiian entre si (cuerpo 1 y cuerpo 2), la
fuerza que el cuerpo 1 ejerce sobre el cuerpo 2 es igual y de sentido
contrario a la fuerza que el cuerpo 2 ejerce sobre el cuerpo 1.

La tercera ley de Newton nos ensefia que las fuerzas no aparecen
solas, siempre aparecen en pareja. Si una persona hace una fuerza a
una pared, la pared responde con una fuerza exactamente igual y de
sentido contrario.

Para una eficaz aplicacion de las leyes de Newton es necesario realizar
sumatorias de fuerzas que obligan a elaborar previamente diagramas
de cuerpo libre segiin sea el caso aresolver.

4.1.4 Diagrama de Cuerpo Libre

Es un grafico, un dibujo, un esquema en el cual se dibuja el cuerpo y
sobre el diagrama se colocan todas las fuerzas externas que actuan.

El diagrama que se hace del cuerpo debe realizarse tal cual esta el
cuerpo en el ejercicio o segun las indicaciones de este. si el cuerpo esta
o dice que estd sobre un plano inclinado debe dibujarse el blogue igual
como se ve o como dice que esta en el plano inclinado.
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Blogue Sobre Una Mesa Fl

mg

Las fuerzas externas que actian sobre el bloque de la figura son:

» La Fuerza Normal ﬁ: Se presenta cuando existe contacto entre

dos superficies. La fuerza Normal es siempre perpendicular a las dos
superficies en contacto. La fuerza Normal se dibuja desde donde se
presenta el contacto entre las dos superficies.

» La Fuerza Aplicada ?: Se dibuja tal cual aparece o lo indica el
ejercicioy siempre en el punto donde se aplica sobre el cuerpo.

» LaFuerza de Gravedad m_>g Es la fuerza con que la tierra atrae los
cuerpos y por ello es una fuerza externa al cuerpo. Se dibuja desde el
centro de gravedad del cuerpo y siempre dirigida al centro de la tierra.

Algunos autores identifican la fuerza de gravedad @ como .

%
» La Fuerza de rozamiento f: Las fuerzas de rozamiento son
fuerzas que se oponen al movimiento de los cuerpos. Las fuerzas de
rozamiento se deben al contacto de los cuerpos con el medio que los
rodea.

Las fuerzas de rozamiento pueden ser fuerzas de rozamiento fluidas o
fuerzas de rozamiento secas.
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» LaFuerzaderozamiento fluidas ?: Son aquellas que se oponen al
movimiento de los cuerpos y se deben al contacto de los cuerpos con
medios fluidos, ejemplo de ello es cuando un ciclista hace contacto con
el aire; un disparo de una bala en el agua. En este curso no haremos
referencia a las fuerzas de rozamiento fluidas.

» La Fuerza de rozamiento Seca ?: Son aquellas fuerzas que se
oponen al movimiento de los cuerpos y se deben al contacto de los
cuerpos con superficies secas. Ejemplo de ello es un bloque se mueve
sobre la superficie rugosa de una mesa.

Las fuerzas de rozamiento secas pueden ser, Fuerza de rozamiento

— —
estatica f; y Fuerza de rozamiento cinética Dinamica f

» LaFuerzaderozamiento Estatica ﬁ): Con lanomenclatura f: hace
referencia a la maxima resistencia que se presenta entre dos
superficies en contacto que impide que el cuerpo salga de la posicion
de reposo.

%
» La Fuerza de rozamiento Cinética o Dinamica f;: Se presenta
cuando un cuerpo se desliza por una superficie rugosa.

%
La fuerza de rozamiento estdtica fs es ligeramente mayor que la

fuerza de rozamiento cinética o dinamica ﬁ Esto se debe a que
cuando un cuerpo sale del reposo las fuerzas de ligadura entre las
superficies en contacto (fuerzas electrostaticas entre las superficies
en contacto) se rompen y hacen que el rozamiento disminuya.

Para la realizacidon de ejercicios practicos se requiere de un modelo
matematico para las fuerzas de rozamiento estatico y cinético o
dindmico.
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Zoom al Rozamiento

Para llegar al modelo matematico pensemos en el bloque que esta
sobre lamesay pensemos en que con la fuerza que se le esta aplicando
el bloque esta a punto de moverse (punto de movimiento inminente) y
en ese instante se coloca otro bloque encima de nuestro bloque; una
de las consecuencias inmediatas es que la mesa tiene que hacer mas
fuerza hacia arriba para sostener los dos bloques y evitar que estos

caigan al suelo (Aumenta el valor de la fuerza Normal ﬁ ), la otra
consecuencia es que el contacto entre las superficies en contacto
(nuestro primer boque y la mesa) es mayor y por consiguiente la
fuerza de rozamiento aumenta.

Estas reflexiones nos llevan a concluir que las fuerzas de rozamiento

_)
son directamente proporcionales a lafuerza Normal f. « ﬁ

Para eliminar la proporcionalidad y llegar a una igualdad (Ecuacién) se
debe encontrar una constante (constante de proporcionalidad) que en
este caso se llama Coeficiente de Rozamiento p. Asi, para la fuerza de
. Ny .
rozamiento estatico f; = ,usﬁ donde us es el coeficiente de
rozamiento estatico. Para la fuerza de rozamiento cinético o
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—> —
dindmico fr = uxIN donde u; es el coeficiente de rozamiento cinético
o dinamico.

Los valores del coeficiente de rozamiento hallados
experimentalmente se encuentran entre 0.05 < u >1.5 y sus

N
unidades estaran dadas en N en el Sistema Internacional de Unidades

b
y de b en el Sistema Ingles de Unidades F.P.S. esto porque al despejar
_>

o PN e .

p de la ecuacion  f. =pu queda pu = ﬁ es decir, que el
coeficiente de rozamiento p responde a una relacion entre dos
fuerzas, Newton sobre Newton, Libras sobre Libras.

En Muchos textos afirman que el coeficiente de rozamiento u es una

cantidad "Adimensional", hecho que no compartimos por las razones
expresadas. Si compartimos el hecho de que matematicamente se
cancelan las unidades, pero no por ello se vuelve una cantidad
adimensional.

Aceptar que el coeficiente de rozamiento p es adimensional seria
desnaturalizar el fenédmeno fisico que representa.

Los valores del coeficiente de rozamiento estatico us y ur dependen
del material de las superficies en contacto y no del area de estas.

Ingenieros Mecanicos estudiosos del coeficiente de rozamiento han
elaborado tablas con valores del us y ux para el contacto entre
diferentes materiales tales como Hierro sobre Cobre, Aluminio sobre
Acero, Madera sobre Vidrio, Caucho sobre Asfalto entre otras
relaciones.
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$$

WATERIALES ENCONTACTO | 1y | g

Teflon sobre Teflon 0.04 0.04
Caucho sobre Concreto 1 0.8
Aluminio sobre Acero 061 047
Cobre 5Sobre Acero 0.53 0.36
Acero Sobre Acero 0.74 057
Hielo Sobre Hielo 01 0.03
Madera Sobre Madera 0.25 0.2
$$

Tabla 4.1: La tabla muestra los valores para el coeficiente de
rozamiento estatico u, y cinético o dinamico u; para diferentes
materiales en contacto.

4.1.5 Las Cuerdas

En éste curso de Fisica Mecanica se consideran las cuerdas como
inextensibles (que no se estiran), la longitud de la cuerda no cambia. La
tensién en las cuerdas es la misma en cada punto de la cuerda.

Las fuerzas que se realizan con una cuerda son de tensién; las cuerdas
sirven para halar, jalar, tensionar no para comprimir.

A nivel de nomenclatura a la fuerza realizada por una cuerda se le
denota con una T’ mayuscula, de Tension.

Cuando una cuerda se tensiona, la tension es la misma en cada punto
de la cuerda.

La masa de las cuerdas es despregigple en comparacion con las masas
de los cuerpos sobre la que la cuerda actua.
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4.1.6 Las Poleas

Para éste curso de Fisica Mecanica se considera que las poleas son
completamente lisas (lubricadas) de tal forma que al pasar una cuerda
sobre ellas no afectan la tension en la cuerda (la tension en la cuerda
sigue siendo la misma en cada punto de la cuerda).

En general la masa de las poleas es despreciable a no ser que el
enunciado del ejercicio le atribuya una masa.

Ejercicio 4.1:

Los tres bloques estan conectados por medio de cuerdas ligeras
que pasan por las poleas sin friccion. El coeficiente de rozamiento
entre los bloques y la superficie es de 0.1. El sistema se libera
desde el reposo. Determine: (a) La aceleracién de cada bloque, (b)
La Tensién en cada cuerda, (c) El desplazamiento de cada bloque
a los dos segundos de ser liberados, (d) La velocidad de cada
blogue a los dos segundos de ser liberados.

Solucion:

(a) La aceleracion de cada bloque: Luego de leer detenidamente
el ejercicio dos o tres veces, entendemos que la aceleracion de
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cada blogue en magnitud es la misma a;g = a5 = a3 = a. La
aceleracion de cada bloque en direccion es diferentes.

Hacemos los diagramas de cuerpo libre de cada uno de los
blogues teniendo cuidado en dibujar en cada diagrama todas las
fuerzas externas que actuan en cada bloque. Realizamos las
sumatorias de fuerzas a que haya lugar para cada bloque.

fi-uN,

m.gSenid’

me8

Para el Bloque de 10Kg:

Tomamos el eje y positivo en la direccion del movimiento del
blogue de 10Kg tal como se muestra la figura, entonces:

YF, =mypa a0 =a = mypa=myg — 11 (1)

En esta ecuacién tenemos dos incégnitas a y la 17. Necesitamos

otra ecuacidon porque una ecuacion con dos incégnitas no se
puede resolver. Vamos a cualquiera de los otros dos bloques.
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Parael Bloquede 5K g:

Tomamos el eje x positivo en la direccion del movimiento del
blogue de 10K g tal como se muestra la figura, entonces:

YF,=msa5 a5=a = msa="1T7—T5— urNs

En ésta ecuacién tenemos cuatro incognitas: Laa,la’Ti,laTy y la
N5.La N5 la podemos determinar haciendo:

YF,=0 0= N5—Msg = Ns = Msg Remplazamos
msa =Ty — Ty — prmsg (2)

Entre las ecuaciones para el bloque de 10K g y del bloque de
5K g tenemos tres incégnitas La a, la T, la T5. Necesitamos otra
ecuacion, entonces vamos al bloque de 3K g

Para el Bloque de 3K g:

Tomamos el eje = positivo en la direccién del movimiento del
bloque de 3K g tal como se muestra la figura, entonces:

YF,=mga3 az3=a = mga="Ty— mggsend — u;N3

En ésta ecuacién tenemos tres incognitas: La a, la 15 y la IVs.
La /N3 la podemos determinar haciendo:

XF,=0 0 = N3 — M3gCosb = N3 = M3gCos6
Remplazamos mgsa = Ty — mzgsenf — pM3gCosf (3)
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Tenemos tres ecuaciones con tres incégnitas La a, la T}, y la T
Sumamos las tres ecuaciones (se cancelan las tensiones):

mipa = miog — 11 (1)
msa =T, — Ty — pupmsg (2)

msa = Ty — mzgsend — urM3gCosf (3)

M10@ + Msa + mza = Migg — UrMsg — magsent —

wiMsgCos
a(myg + ms + mg) = g(myg — pxms — mgsent —
prMsCosh)
0 — g(mio — prms — mzsend — pup M3Cos0)
(m10 + ms + m3)
oy 9.81(10 — 0.1 ¥ 5 — 3sen30° — 0.1 * 3C0s30°)
B (10 + 5+ 3)
a=4.22"
32

Hemos determinado la magnitud de la aceleraciéon de cada
blogue. Como nos piden la aceleracién de cada bloque, debemos
dar la aceleracién en forma vectorial.

m m m
aig =422— | af =4.22— « a3 =422 30° N
S S S
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(b) La Tension en cada cuerda: De la ecuacion (1) despejamos 77,
de la ecuacién (2) despejamos T, y hallamos sus valores
remplazando en ellas el valor de |la aceleracion.

mya = mig — 11 (1)
T1 = miog — miwa T1 =mio(g — a)
T, = 10(9.81 — 4.22) T, = 55.9N
msa = Ty — mggsenf — uM3gCos6 (3)
mga + mggsend + ppMsgCosO = T,
T, = ms(a + gsenf + urgCoso)
T = 3(4.22 + 9.81sen30° + 0.1 x 9.81C0s30°)
T, — 29.92N

(c) El desplazamiento de cada bloque a los dos segundos de ser
liberados: El movimiento de cada blogque es rectilineo. la

aceleracion en magnitud es a = 4.22—2. El desplazamiento de
S

cada bloque es el mismo en magnitud; utilizamos la ecuacion de
posicién en funcién del tiempo para el movimiento rectilineo con

aceleracion constante.

El sistema se libera desde el reposovg =0 Sy =0

L, L,
8 =>8g.+¥gt + iat § = iat
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1
s = —4.22(2%) s = 8.44m el mismo para cada bloque.

2
— — —

(d) La velocidad de cada bloque a los dos segundos de ser
liberados: Vamos a la ecuaciéon de la velocidad en funciéon del
tiempo para el movimiento rectilineo con aceleracién constante.

v=wgt+at v=at v=(422)2 v= 8.44"
S

=844 | wi=844"  W=844" 30° <
S S S

Leyes de Newton

e
o ——®
=..+
e

La escena interactiva, disefiada por Alberto Rubio, Agustin Jiménez®®

15 - s . .
Alberto Rubio, Agustin Jiménez, son autores de la red GeoGebra quienes publicaron la
escena interactiva "Simulacion plano inclinado".
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La escena interactiva muestra un bloque sobre un plano inclinado. El
angulo del plano inclinado se puede variar con el deslizador desde 0°
(plano horizontal) hasta una inclinacion de 30°. La masa varia con el
deslizador entre 20K g hasta 50K g. La fuerza aplicada al bloque varia
con el deslizador desde 0N hasta 500.V. el coeficiente de rozamiento
cinético varia con el deslizador desde 0 hasta 0.7.

La escena interactiva cuenta con tres botones que se deben utilizar en
el siguiente orden; botén de INICIO, boton de EMPEZAR, botén de
PARAR.

Adicionalmente la escena interactiva cuenta con un botdn (al lado
derecho abajo) que al activarse muestra o deja de mostrar las
componentes del peso (una componente a lo largo del plano y otra
componente perpendicular al plano).

e Manipule los deslizadores dejandolos en los siguientes valores
6 =30°, M(Kg) = 50, F(N) = 100, u = 0.05

o Sin manipular la escena interactiva determine con los modelos
matematicos explicados: (a) El peso del bloque, (b) La componente del
peso a lo largo del plano, (c) La componente del peso perpendicular al
plano, (d) la fuerza de rozamiento, (e) la aceleracion del bloque.

e Pulse el botén EMPEZAR y deje correr la escena interactiva.

e Cuando el boque llega al final del recorrido aparece en la pantalla
los valores de (a) El peso del bloque, (b) La componente del peso a lo
largo del plano, (c) La componente del peso perpendicular al plano, (d)
la fuerza de rozamiento, (e) la aceleracién del bloque.

o Compare los valores obtenidos por medio de los modelos
matematicos con los valores arrojados en |la escena interactiva.
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Ejercicio 4.2:

Desde una plataforma circular giratoria de 6m de didametro giran
unas sillas de 8 K'g. Las sillas giran por medio de una cuerda de
3m de longitud. En el instante mostrado las cuerdas forman un

angulo de 30° con la vertical y éste angulo se mantiene
constante. Determine: (a) La tension en la cuerda, (b) La
velocidad de lasilla, (c) La tension en la cuerda y la velocidad de la
sillasiun nino de 50 K g va sentado en lasilla.

Solucion:

Cuando los cuerpos se mueven por trayectorias curvas es
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aconsejable hacer el diagrama de cuerpo libre sobre en mismo
dibujo sin sacarlo aparte (se visualiza mejor el fendmeno fisico).
Hacemos el diagrama de cuerpo libre de la silla. Ubicamos los
ejes moviles t, n, b. El eje tangencial se ve como un punto y su
parte positiva es hacia adentro de la hoja (de la pantalla), el eje
normal en su parte positiva va dirigido hacia el centro de la
trayectoria circular de la silla, el eje binormal en su parte positiva
es hacia arriba.

Dibujamos desde el origen del sistema coordenado movil todas
las fuerzas externas que actian obre la silla en un comienzo
vacia, la Tension y el peso de la silla. Observamos que no existen
fuerzas sobre el eje tangencial, la Tension tiene una componente
(positiva) a lo largo del eje normal T'Sen30° y una componente

(positiva) a lo largo del eje binormal TC0s30°. El peso mg es

hacia el centro de la tierray coincide con la parte negativa del eje
binormal.

(a) La tension en la cuerda: Hacemos sumatoria de fuerzas
binormales: X F, =may, ap,=0 = 0=7TC0s30— mg

mg 8 x 9.81

— T — _ 27 J5"

g = el = Cos30 Cos30
90.62N

(b) La Velocidad de la silla: Hacemos sumatoria de fuerzas

v? v?

normales: X F,, = ma, a, = — XF,=m—
R R

2
mv_ _ TSen30 o — RTSen30 S | RTSen30
R m m
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De la ecuaciéon debemos tomar el valor positivo porque la
velocidad siempre tiene su sentido en la direccion positiva del eje
tangencial. En el diagrama de cuerpo libre se aprecia que el radio

R =3+ 3S5en30 R =45m

- \/4.5 - 90.22567130 I
S

(c) La Tensidn en la cuerda y la velocidad de la silla si un nifo de
50K g va sentado en lassilla:

Las ecuaciones de las sumatorias de fuerzas no cambian. Lo que
cambia es el valor de la masa (a la masa de la silla se le suma la
masa del ninom = (8 + 50) K g):

mg o (8 +50)9.81

— T = N
Cos30 = Co0s30 657

m

g
R—"_Sen30
. [ETSen30 U\/ Cos30” "
m m

Y Rmgtag30

m v = v/ Rgtag30
m
v =4/4.5-9.81tag30 v =>5.06—

S

La masa se cancela. Quiere esto decir que la velocidad de las
sillas no depende de la masa de quien este en la silla. Para
cualquier valor de la masa la velocidad sera la misma; es por ésta
razén que en las sillas se pueden montar personas con diferentes
masas € incluso puede haber sillas vacias.
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Ejercicio 4.3:

Un avion de 80000Lb gira en una trayectoria circular horizontal
de 300Ft de diametro alrededor de un globo estatico con una

t
rapidez constante de 64f—. Determine: (a) el angulo 6 respecto

s
de la vertical que debe tener el avion para lograr la maniobra. (b)
Determine la fuerza centripeta que soporta el avion. (c)
Determine la fuerza de elevacion.

Solucién: para que un avion pueda sostenerse en el aire viajando
en linea recta a una altura constante (las alas del avion estaran
horizontales) actian basicamente dos fuerzas, el peso del avion
mg Y la fuerza de elevacion F'z que seran exactamente iguales y

de sentido contrario sobre la vertical. La fuerza de elevacién es
siempre perpendicular a las alas del avion y el peso siempre
dirigido al centro de la tierra.

Para el caso que nos presenta el ejercicio en que el avién hace un
giro alrededor de un globo estatico; el avién tiene que desnivelar
las alas (ya no estaran horizontales) de tal forma que la fuerza de
elevacion se inclinara buscando el radio sobre el
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cual girara el avion. Esto hace que aparezca una fuerza resultante
de la suma entre el peso del avién y la fuerza de elevacién
dirigida hacia el centro de curvatura (radio) llamada fuerza
centripeta.

(a) el angulo respecto de la vertical que debe tener el avion para
lograr la maniobra: sobre el dibujo hemos hecho el diagrama de
cuerpo libre del avion. El eje tangencial positivo es perpendicular
a la hoja (la pantalla) hacia afuera, el eje normal positivo es hacia
adentro de la curva, el eje binormal positivo es hacia arriba.

YF, = ma, ma, = FgSenf (1)
YF,=meay 0= FgCosd —mg mg= FgCosf (2)

Dividimos la ecuacién (1) con la ecuacién (2)

man,  FgpSenf 0 '0_2 i — taod
mg  FrCosh " R Rg J
2 2
R v _ 64 _ o
6 = tag (Rg) 0 = tag (150.32.2) 6 = 40.30

(b) Determine la fuerza centripeta que soporta el avion: La
fuerza centripeta va dirigida hacia el centro curvatura.

2 P
F. = ma,, F, = mv— mg = Peso = m = €50
R g
2 80000 , 642
F="9"y Fp="""(2) F =67842.65Lb
g R 32.2 150
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(c) Determine la fuerza de elevacion: Fuerza que permite que el
avion se mantenga a la misma altura mientras realiza la maniobra
de girar al rededor del globo estatico. Fuerza que la podemos

despejar de la sumatoria de fuerzas binormales en la ecuacién

(2)

80000
mg = FgCosf (2) Fg = g

Cos0 F = Cos30°
Fr = 92376.04Lb

Sobre éste ejercicio podemos resolver otros conceptos:

(d) Si consideramos la recta que une el centro de gravedad del
avion con el globo estatico (El Radio). Determine la velocidad
angular de ésta linea. Conocemos la velocidad del centro de
gravedad del avion que es un punto de la recta llamada el radio
entonces podemos hallar la velocidad angular w.

v =wR w—v w—64 w—04267rad
N R 150 e s

(e) Determine el tiempo que le toma al avion en dar una vuelta
al rededor del globo. Nos piden el periodo:

T:2_7r {17:2_7r T 27

= T =14.73s
w w 0.4267

(f) Determine la frecuencia del movimiento.

1

= o5 =0.0679H,

1
f:T f
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(g) A cuantas revoluciones por minuto gira el avion.

7rad.  vuelta. revolucion 60 %
5 2w Tod vuelta.  minuto

TEeyv. rpm
T e

min.

w = 0.4267

w = 4.07 w = 4.07rpm

(h) Si el avion mide 64 metros de largo y su centro de gravedad
ésta justo en la mitad de ésta distancia, determine la velocidad
en la punta del avion. Todo el avion gira en torno al globo
estatico con la misma velocidad angular. para hallar la velocidad
de la punta del avién necesitamos el radio desde el globo a la
punta del avién. el avién gira tangencialmente a la trayectoria
circular en el punto de su centro de gravedad. Asi se forma un
triangulo rectangulo que muestra la figura:

-

v=wRp Rp=1+/1502+322 Rp=153.38ft

t
v =0.4267(153.38) v = 65.44]%
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4.2 Preguntas y Ejercicios - Capitulo IV

Preguntas - Capitulo IV
1. Qué nos ensena la primera ley de Newton?
2. Qué nos ensena la segunda ley de Newton?

3. Como debe entenderse el concepto de particula
en este curso de fisica mecanica?

4. Qué significa el hecho de que un cuerpo este
acelerado?

5. La segunda ley de Newton se fundamenta en
dos conceptos fundamentales, cuales son?

6. Cuales es el modelo matematico que identifica
lasegunda ley de Newton?

7. Eﬁ — md da lugar a la aplicacion de la
segunda ley de Newton en forma escalar segin

- - [N N I - 11 —— e e = Fani S R - — - -

Respuestas
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CapituloV

TRABAJO Y ENERGIA
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5.1 Trabajo y Energia

% Universo Mecanico 13 Conservacion... ¢
- Ver mas ta..” Compartir

Mirar en [EBYouTube

El video introductorio hace parte de la serie Universo Mecanico?®

El trabajo W fisicamente hablando es la capacidad que tienen los
cuerpos de producir energia. La energia E es la capacidad que tienen

los cuerpos de producir trabajo. Dos conceptos que van de la mano, el
uno nos lleva al otro. El trabajo y la energia son un mismo concepto,

W=F

Para que exista trabajo se requiere que exista una fuerza aplicada a un
cuerpo y que la fuerza o una componente de ésta produzca un
desplazamiento del cuerpo o que ésta fuerza se oponga al
desplazamiento del cuerpo cuando el cuerpo se mueve.

El trabajo puede ser realizado por una fuerza constante o por una
fuerza variable, en éste capitulo veremos ambos tipos de trabajo con
sus respectivas aplicaciones.

161 a serie educativa Universo Mecénico es una coleccién de 52 videos creados por el
Instituto de Tecnologia de California cuyo director y anfitrion es el Dr. David L. Goodtein.
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5.1.1 Trabajo de una Fuerza Constante

FSenf F

V)
FCost

| d I

La figura muestra una fuerza constante que se aplica a un bloque y
produce un desplazamiento horizontal desde el punto (1) hasta el
punto (2).

Veamos las caracteristicas de la fuerza constante que produce el
desplazamiento:

Descomponemos la fuerza en dos componentes, una componente
paralela al desplazamiento FCosf y otra componente perpendicular

al desplazamiento F'senf.

La fuerza F'senf no colabora, no aporta en nada para que el bloque se
desplace de la posicion (1) a la posicion (2). Esta fuerza es
perpendicular al desplazamiento del bloque, F'senf forma un angulo
de 90° con el desplazamiento.

La fuerza FCos6 es la responsable de que el bloque se desplace de la
posicion (1) ala posicion (2). La fuerza FC'os es la componente de la
fuerza F' alo largo del desplazamiento.
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En conclusién, el Trabajo W es el producto de FCosf por el
desplazamiento d.

W = (FCos6)d que se puede escribir: W = FdCosé.

— —
Observamos que la fuerza F' es un vector, que el desplazamiento d es
un vector y que si realizamos el producto punto:

F.d =W = FdCosb

El angulo 6 es entre el vector desplazamiento 7 y el vector fuerza ?

Recordemos que el producto punto de vectores da por resultado un
escalar; entonces el trabajo W y la Energia E son escalares.

W = FdCos#0 es la ecuacién para el trabajo realizado por una fuerza

constante (que la fuerza no cambia ni en magnitud ni direccion), que
no cambia durante el desplazamiento.

Las unidades del trabajo las obtenemos de la ecuacién:
W = FdCos§ W =[Nm] W = [Lbft]
Trabajo =W = [Nm] = [J| = [Julios] = E = Energia.

Es claro con el andlisis de unidades que el trabajo es energia y la
energia es trabajo.

Vemos que para evaluar el trabajo realizado por una fuerza no se
requiere de los ejes x, y, 2z, t, n, b; se requiere el valor de la magnitud
de la fuerza F' (positivo), el valor de la magnitud del desplazamiento d
(positivo) y conocer el Coseno del angulo 6 entre la fuerza y el
desplazamiento. Asi que el signo del trabajo lo pone C'os6.
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En la ecuacion de trabajo W = F'dCos0, el Cosf puede ser positivo,
negativo o valer cero. El signo positivo de C'osf indica que la fuerza le

inyecta energia al sistema (que la fuerza colabora con el
desplazamiento del cuerpo), que el angulo entre la fuerza y el
desplazamiento esta entre 0 < 6 < 90. El angulo entre la fuerza y el

desplazamiento en la practica se mideentre 0 < 6 > 180

El signo negativo de Cosf indica que la fuerza le quita energia al
sistema (que la fuerza se opone al movimiento del cuerpo), que el
angulo entre la fuerzay el desplazamiento estad entre 90 < 6 > 180.

El valor de cero del Cosf se da para cuando 8 = 90°, indica que la

fuerza ni aporta ni le quita energia al sistema (la fuerza no interviene
en el movimiento del cuerpo ni le ayuda a desplazarse ni se opone al
desplazamiento).

en ocasiones en el tema de trabajo y energia se recurre a las leyes de
Newton y sera necesario aplicar los ejes z, vy, z,t,n, b, pero solo para

encontrar alguna incégnita tal como el valor de una fuerza normal V.

ﬂN
F
4{
7 MK
U @)

1 mg I

Cuando el cuerpo se desplaza de la posicion (1)) a la posicion (2))
actuan varias fuerzas y podemos encontrar el trabajo realizado por
cada una de éstas Fuerzas.
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En el tema de trabajo y energia el diagrama de cuerpo libre no se
realiza en el inicio del desplazamiento, ni se realiza al final del
desplazamiento, se realiza en un lugar cualquiera de la trayectoria

entre la posicion (1) y la posicion (2). Sobre el diagrama se deben
dibujar todas las fuerzas que actuaron durante la trayectoria entre la
posicion (1) y la posicién (2).

Wi, = FdCos6
WL = NdCos90°_= 0
Wf;g = mgdCo0s90°_ = 0
12 = f1dC0s180° = — frd = —u,Nd

A nivel de nomenclatura, la expresion Wf; = F'dCos0 se lee asi: El

trabajo realizado por la fuerza para cuando el cuerpo se desplaza de la
posicion (1)) a la posicion (2)) es igual a la magnitud de la fuerza F'

multiplicada por la magnitud del desplazamiento d, multiplicado por el

_>
angulo entre el vector fuerza ? y el vector distancia d.

La expresion ng = NdCo0s90 se lee asi: El trabajo realizado por la

fuerza Normal para cuando el cuerpo se desplaza de la posicién (1)) a
la posicion (2)) es igual a la magnitud de la fuerza Normal N

multiplicada por la magnitud del desplazamiento d, multiplicado por el

— —
angulo entre el vector Fuerza Normal NN y el vector distancia d, que
enestecaoesde90° y  cos90° =0, es por elloque el Wg =
NdCous90° = 0.

La expresion Wf;g = mdC'0s90 se lee asi: El trabajo realizado por la

211



_>
fuerza de gravedad F; para cuando el cuerpo se desplaza de la
posicién (1)) a la posicion (2)) es igual a la magnitud de la fuerza de
gravedad mg multiplicada por la magnitud del desplazamiento d,

_>
multiplicado por el angulo entre el vector Fuerza de gravedad F} y el

%
vector distancia d,que enestecaoesde 90° y cos90° = 0, es por ello
que el Wiy = mgdCovs90°_= 0.

La expresion le = fdC'0s180° se lee asi: El trabajo realizado por la
fuerza de rozamiento cinético para cuando el cuerpo se desplaza de la
posicion (1)) a la posicion (2)) es igual a la magnitud de la fuerza de
rozamiento cinético f; multiplicada por la magnitud del

desplazamiento d, multiplicado por el angulo entre el vector Fuerza de

. T . .7 ,
rozamiento cinético fi y el vector distancia d, que en éste y en todos

lo caso el angulo es de 1807,y cos180° = —1, entonces diremos que
I/V12 = — fi.d. Recordemos que fi. = u; N es por ello que el le =
—ukNd.

La fuerza de rozamiento cinético y el desplazamiento siempre forman
un angulo de 180° sin importar la trayectoria tomada por el cuerpo.

En una trayectoria curva el desplazamiento del cuerpo siempre es
tendiente a la parte positiva del eje tangencial y el rozamiento siempre
es sobre el eje tangencial en su parte negativa, asi que existird en

todos los casos un angulo de 180° entre el desplazamiento y la fuerza
de rozamiento.

12 = frdC0s180° = — frd = —uiNd es una expresion que
podemos tenerla como féormula para cuando buscamos determinar el
trabajo realizado por la fuerza de rozamiento cinético.
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5.1.2 Trabajo Neto

Una vez hemos encontrado el trabajo de cada una de las fuerza,
podemos determinar el trabajo Neto realizado sobre el cuerpo

cuando éste se desplazé de la posicion (1)) a la posicion (2))

El trabajo Neto es |la sumatoria de todos trabajos realizados por todas
y cada una de las fuerzas para cuando el cuerpo se desplazé de la
posicion (1) ala posicion (2): Wiyero = XWho.

Para el caso del ejercicio que estamos realizando, el trabajo Neto es:
Wieto = Wiy = Wh + WS + W3 + W

Wi, = FdCosf

W = NdCos90> = 0

Wf;g = mgdCo0s90_= 0

12 = fkd008180 = —fkd = —’U,kNd
Wieto = FdCos0 — uip, Nd

Supongamos que para nuestro ejemplo la masa es de 10Ky, el
desplazamiento es de 4m, la fuerza aplicada es de 50NV, el angulo 8 =
30° y el coeficiente de rozamiento cinético esu;, = 0.1. El trabajo
Neto sera:Wero, = FdCos0 — up, Nd

Weto = 50(4)Co0s30° — 0.1N(4)

Para hallar el trabajo Neto falta conocer la Magnitud de la fuerza
normal. Recurrimos al tema de Leyes de Newton.
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Como ya tenemos el diagrama de cuerpo libre del bloque, asignamos
ejes x,y para realizar la sumatoria de fuerzas en y para despejar el
valor de a fuerza Normal.

[ |
N F
Y (2)

|| mg 4 I

YF,=0=N+ FSenf —mg = N =mg— FSenf
Remplazamos en la ecuacién de trabajo Neto.

Wheto = FdCo0s0 — upy Nd ~ Wy, = 50(4)C0s30° — 0.1N(4)
Wieto = 50(4)C0s30° — 0.1(mg — FSenf)(4)

Wieto = 50(4)C0s30° — 0.1(10 % 9.81 — 50 * Sen30)(4)

Wieto = 143.97TN.m

El trabajo Neto Wiy, = 143.97 N .m positivo, indica que al sumar el

trabajo realizado por todas la fuerzas, el resultado es que se le inyecto
energia al sistema y el bloque pudo desplazarse desde la posicién (1))
a la posicion (2)).
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5.1.3 Trabajo de la Fuerza de Gravedad

Al analizar el trabajo de una fuerza contante se utilizé entre otras el
trabajo de la fuerza de gravedad para el caso en que la fuerza de
gravedad actua en forma perpendicular al movimiento del cuerpo.

Ahora analizaremos el trabajo de la fuerza de gravedad para cualquier
desplazamiento del cuerpo sin importar la trayectoria que tome el
cuerpo siempre y cuando se conozca la altura inicial de la que sale el
cuerpoy la altura final a donde llega el cuerpo.

Yoo

h = (y2 — 1)

_—

Supongamos que el bloque se mueve hacia arriba de la superficie
inclinada.

hdl- NR

Podemos observar que el la fuerza de gravedad (peso) y el
desplazamiento no forman un angulo de 90° (si la fuerza de gravedad
y el desplazamiento forman angulo de 90°, el trabajo de la fuerza de
gravedad es cero), entonces descomponemos la fuerza de gravedad en
dos componentes, una componente perpendicular al desplazamiento (
mgCosf)y otra componente a lo largo del desplazamiento (mgSend)
como se muestra en la figura.

215


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Fisica_Mecanica/images/WFg.png

Podemos ahora decir que el trabajo de la fuerza de gravedad es el
trabajo realizado por estas componentes.

F, mgSend mgCosf
W12 - 12 +W12

Wf;g = (mgSenf)dCos180° + (mgCosh)dCesd0~
ngg = —(mgSenb)d Wf;q = —mgdSend

Ahora, de lagrafica:  En el triangulo grande (la plataforma)

Senf = g = dSenf = h Remplazamos en Wf;g = —mgdSent

Wiy = —mgh Comoh= (2 —w1) = Wy = —mg(ys — 1)

Esta es la ecuacion general para encontrar el trabajo de la fuerza de
gravedad. El trabajo de la fuerza de la gravedad ha quedado en
funcién de la altura h = (y, — y1), donde y; es la altura inicial del
cuerpo y y- es la altura final del cuerpo, sin importar la trayectoria
gue tome el cuerpo.

Podemos utilizar ésta ecuacion para encontrar el trabajo de la fuerza
de gravedad sin importar la trayectoria del bloque, tomemos el caso en
que el blogue se desplaza horizontalmente

Tomamos como nivel de referencia para medir las alturas NR la

superficie horizontal por la que se desplaza el bloque. Notese que el
cuerpo sale de la alturay; = 0 enla posicion (1) hastala alturay, = 0

en la posicion yo = 0. Si remplazamos éstos valores en la ecuacién de
trabajo de la fuerza de gravedad queda:

Fg Fg
Wi =-mg( - w) = W, =0
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Cuando un cuerpo recorre una trayectoria desde una posicién (1)
hasta una posicion (2) puede ocurrir que sobre el cuerpo actien
fuerzas constante y/o fuerzas variables. Para el trabajo de las fuerzas
constantes aplicamos los conceptos vistos hasta ahora en este
capitulo. Respecto de las fuerzas variables en este curso haremos el
estudio de la fuerza elastica como fuerza variable, serd en un curso
mas adelante que veamos el trabajo de las fuerzas variables en
general.

5.1.4 Fuerza Elastica

Cuando a un cuerpo se le aplica una fuerza y éste reacciona contra la
fuerza deformadora buscando recuperar su estado original decimos
gue éste cuerpo ejerce una fuerza elastica. Pensamos inmediatamente
en unresorte.

Veamos algunas caracteristicas de la fuerza elastica en su forma mas
sencillacomo lo es enunresorte

Equilibrio
& =

Ly

e Cuando un resorte se encuentra en su estado natural (sin estirar,
sin encoger), su longitud se llama longitud normal L y diremos que el
resorte estd en equilibrio. La fuerza que hace el resorte cuando esta
en equilibrio (en estado natural) es cero F, = 0. La deformacion del

resorteesx = 0.
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e Los resortes se pueden estirar, se pueden encoger y en cualquiera
de éstos casos su longitud se llama L.

Equilibrio
x =10

Ly

L i 1

e Ladistancia desde el punto de equilibrio hasta donde el resorte se
estira o se encoge se llama deformacién y se representa por z. El valor

de la distancia que se deforma el resorte x se toma siempre positivo
sin importar si el resorte se estira o se encoge.

. De la grafica se observa que « = |Ly — L| o = |L — Ly,
Siempre positivo

5.1.5 Ley de Hooke para los Resortes

En el siglo XV II el fisico Ingles Robert Hooke realizo estudios acerca
del comportamiento de los resortes, encontrando y desarrollando los
siguientes conceptos.

e Lafuerza realizada por un resorte es igual y de sentido contrario a
la fuerza aplicada al resorte.

e Unresorte siempre hace fuerza buscando el equilibrio, por ello a la
fuerzarealizada por un resorte se le [lama fuerza recuperadora.

e Lafuerzarealizada por un resorte es directamente proporcional y
de sentido contrario a la deformacién z (alargamiento o
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encogimiento) del resorte medido a partir del punto de equilibrio:
F., a — =z, el signo negativo indica el hecho de que la fuerza elastica

F, es en sentido contrario a la deformacion del resorte .

o Para lograr una igualdad (una ecuacién) a partir de la
proporcionalidad analizada, Hooke agrega una constante de
proporcionalidad llamada constante elastica k y logra la igualdad:
F, = —kx donde k, la constante elastica es caracteristica para cada
resorte; ésta constante tiene valores pequenos para resortes muy
suaves (el resorte de un lapicero) y valores altos para resortes duros
(el resorte de un amortiguador de un automovil).

F, = —kx Es una fuerza Variable que depende de la deformacién .

Cuando x aumenta, aumenta la fuerza elastica, Cuando x disminuye,
disminuye la fuerza elastica.

x: Es la deformacion del resorte medida desde el punto de equilibrio.
Se mide en metros m o en pies ft. De la ecuacién es claro que cuando

x = 0lafuerza elastica es cero F, = —k(0) = 0 que ocurre cuando el
resorte esta en equilibrio.

F. = —kx El signo negativo indica que la fuerza eldstica siempre se
opone a la deformacién del resorte, quiere esto decir que al llevar la
fuerza elastica a un sistema de referencia de ejes coordenados como
el caso de leyes de Newton el signo no va (el signo negativo es un
atributo de la fuerza por ser contraria a la deformacion del resorte).
Los signos que imponen los sistemas de referencia utilizados en las
leyes de newton son signos algebraicos para sumatorias y la fuerza
elastica se expresara: F, = kzx.

Las unidades de la constante elastica k se deducen al despejarla de la

F, N Lb
ecuacion F, = kxdondek = —.Asik =[—]| o k=[—]
T 1 m ft



5.1.6 Trabajo Realizado por un Resorte

La fuerza de un resorte puede aplicarse a un cuerpo y eventualmente
producir trabajo. Podemos adherir a uno de los extremos de un
resorte un bloque, alargar el resorte con el bloque adherido y soltarlo,
es posible que se produzca el desplazamiento del bloque por la accién
de lafuerzarecuperadora del resorte y producirse un trabajo.

El bloque se desplazara desde una posicidn (1) hasta una posicion (2),
se presenta entonces un trabajo realizado por una fuerza variable.

El trabajo realizado por una fuerza variable se define como

1
F,bl e
W™ = / F.dx Remplazamos para la fuerza elastica F, = —kx

T2

1 1
Wi = —/ krdx Wi = —ik(azg — z2).

Con ésta ecuacion hallamos el trabajo realizado por un resorte cuando
al actuar sobre un cuerpo, éste se desplaza de una posicion (1) hasta
una posicion (2).

x1: Deformacioén inicial del resorte medido desde el punto de
equilibrio.

T9: Deformacion final del resorte medido desde el punto de
equilibrio.

En éste curso para encontrar el trabajo realizado por un resorte
vamos directamente a la formula sin necesidad de recurrir a la
integral.
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TRABAJO DE UNA FUERZA ELASTICA

Equilibrio
z=0

e

—————m = -]

Escena interactiva, disefiada por Elvira Martinez y Carlos Romero?’

Ejercicio 5.1: La escena interactiva muestra un resorte adherido
a un muro. En el otro extremo del resorte se adhiere un bloque.
El blogue se lleva al extremo derecho y se libera del reposo y
comienza a oscilar arménicamente.

e Determine el valor de la constante elastica del resorte si la
fuerza maxima ejercida por el resorte esde 5Lb

Fe=kx = k=— k=-— k=357—

e Determine el trabajo realizado por el resorte para cuando el
bloque se desplaza desde el extremo derecho hasta cuando pasa

17 oy . . .
Elvira Martinez y Carlos Romero son autores de la red GeoGebra quienes publicaron la
escena interactiva "Fuerza que acttia sobre un muelle".
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por la posicion de equilibrio.

1 1
Wi = —Ek(xg —2?) Wi = —53.57(02 —1.4%)

Wy = 3.5Lb.ft

5.1.7 Energia

La energia es la capacidad que tienen los cuerpos de generar trabajo,
la energia se asocia con la transformacién de algo, los nifos crecen, los
animales corren, las maquinas realizan alguna tarea, el universo
cambia a cada instante.

El universo tiene una cantidad de energia que se mantiene constante
desde su creacién, "La energia no se crea ni se destruye, la energia se
transforma".

La energia se manifiesta de muchas formas, energia quimica, Energia
nuclear, energia térmica, energia mecanica, energia edlica, energia
eléctrica, energia luminosa, energia solar, entre otras. En éste curso
nos concentraremos en la energia mecanica.

5.1.8 Energia Mecanica

La energia mecanica es la capacidad que tienen los cuerpos de
producir un trabajo mecanico una transformacién o un movimiento

La energia mecanica es la sumatoria de la energia cinética y la energia
potencial: E = Ej, + E,
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5.1.9 Energia Potencial

La energia potencial es la capacidad que tienen los cuerpos de
producir trabajo en virtud de su posicién o configuracién. en este
curso nos concentraremos en la energia potencial gravitacional y en la
energia potencial elastica.

» Energia Potencial Gravitacional

Cuando un cuerpo se encuentra a una determinada altura respecto de
un nivel de referencia, por ese solo hecho tiene energia potencial, el
cuerpo puede caer y producir trabajo, tal es el caso del agua cuando
cae en una represa que es capaz de mover las aspas de unos motores
(Dinamos) y generar energia eléctrica. Como ya vimos la expresion
matematica para el trabajo realizado por la fuerza de gravedad
Wf;g = mgh, es la misma expresion de la energia potencial
gravitacional: Ep, = mgh

» EnergiaPotencial Elastica

Cuando un cuerpo es un resorte o se comporta con caracteristicas
iguales a las de un resorte, es decir que la fuerza que realiza es de la

forma F, = —kx y este cuerpo es capaz de producir trabajo que se
1
representa como WS = —ékx, obtenemos la expresién para la
1
energia potencial elastica: Ep, = —Eka:

5.1.10 Fuerzas Conservativas

Una fuerza es conservativa cuando el trabajo realizado por esta fuerza
sobre un cuerpo, el trabajo no depende de la trayectoria que tome el
cuerpo en su trayectoria y que el trabajo de ir y volver a la misma
posicion es igual a cero.
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Entre las fuerzas conservativas tenemos la fuerza de gravedad vy la
fuerza elastica entre otras.

Recordemos que el trabajo de la fuerza de gravedad se describe como
Wf;g = —mg(y2 — y1), trabajo que depende de la altura inicial del
cuerpo y de la altura final sin importar la trayectoria que tome el
cuerpo desde la posicién inicial a la posicion final y si el cuerpo se
desplaza y vuelve a la misma altura de la que sali6 el trabajo de Ia
fuerza de gravedad es cero, quedaria que y» = y; Y el factor (y —

y1) = 0. El trabajo no depende de la trayectoria que le tome al
cuerpo al pasar de una altura inicial hasta una altura final.

Recordemos también el trabajo realizado por la fuerza elastica
1
Wiy = —§k(a:§ — x?), trabajo que depende de la deformacién final

del resorte medida desde el punto de equilibrio y de la deformacioén
inicial del resorte medida desde el punto de equilibrio y el trabajo de la
fuerza elastica es cero cuando el resorte se deforma desde una
deformacion inicial y finalmente vuelve a la misma deformacién inicial

yaque o = x1 y el factor (z3 — z?) = 0. El trabajo no depende de la

trayectoria que le tome al resorte al deformarse desde la
deformacion inicial hasta la deformacion final.

5.1.11 Fuerzas No Conservativas

Una fuerza es No conservativa o disipativa cuando el trabajo realizado
sobre un cuerpo depende de la trayectoria que tome el cuerpo al
desplazarse de un lugar a otro; y el trabajo realizado por ésta fuerza
para cuando el cuerpo se desplazé y volvid a la misma posicion de la
que salié es diferente de cero.

Lo que hacen estas fuerzas no conservativas es disipar energia del
sistema como el caso de las fuerzas de rozamiento cinético que
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provocan perdidas de energia al sistema en forma de calor (el motor
que se calienta).

Entre las muchas fuerzas no conservativas en éste curso estudiaremos
la fuerza de rozamiento cinético como Unica fuerza no conservativa.

Recordemos que el trabajo realizado por la fuerza de rozamiento es
Wf;’“ = —fLNd = —u; Nd donde d es el camino, la trayectoria

recorrida por el cuerpo siempre sumando positivamente cada punto
de latrayectoria.

5.1.12 Energia Cinética

La energia cinética es la capacidad que tienen los cuerpos de producir
trabajo en virtud de su movimiento.

Cuando un cuerpo se desplaza (se mueve) de una posicion a otra esta
generando energia mecanica. Es por esto que a la energia cinética se le
conoce como la energia del movimiento.

1
E, = Emv

2

5.1.13 Teorema del Trabajo y la Energia Cinética

El teorema del trabajo y la energia cinética afirma que el trabajo neto
realizado sobre un cuerpo es igual cambio en la energia cinética del
cuerpo.

WNeto — AEk’

Whneto = Ex, — Ei,
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1 1
11,74 _ 2 2
Neto — §mv2 — Emvl
Ahora contamos con dos formas de calcular el trabajo neto realizado

sobre un cuerpo:

Una es haciendo un diagrama de cuerpo libre en un lugar cualquiera
de la trayectoria del cuerpo entre las posiciones inicial y final,
determinamos el trabajo realizado por cada una de las fuerzas y luego
sumamos todos los trabajos.

La otra forma es aplicando el teorema del trabajo y la energia cinética,
esto cuando conocemos o podemos determinar la velocidad inicial y la
velocidad final del cuerpo.

Ejercicio 5.3:
Un vehiculo de 1000K g pasa un semaforo en verde a una

velocidad de 10—, al pasar por el proximo semaforo lo hace a
s

m
una velocidad de 20—; determine el trabajo neto realizado
S

sobre el vehiculo.

Solucion: Conocemos la velocidad inicial, la velocidad final y la
masa del vehiculo, entonces aplicamos el teorema del trabajo y la
energia cinética para determinar el trabajo neto.

1 1 1
WNeto — §m’l)§ = 57’)’1/0% WNeto = §m(v§ = U%)

1
Wieto = 51000(202 — 10%) Wieto = 150000Nm
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Ejercicio 5.4:
t
Un cuerpo de 1Slug tiene una velocidad de 2f— enunpunto Ay

s
una energia cinética de 5Lb. ft en un punto B. Determine (a) el
trabajo neto sobre el cuerpo entre los puntos A y B, (b) La
velocidad del cuerpo en el punto (B)

Solucién:(a) Wyp = Ey, — Ej, Tenemos la Exp = 5Lb. ft, la

t
v4 = 2— ylamasadel cuerpo 15lug
s

1 1
Wap = By, — 5mv?4 Wap =5 — 51(22) Wap = 3Lb.ft
1 1 1 1
(b) Wyp = §mv% - imvi Wap + §mv?4 = §mv%
L 1 2
2(WAB + Eva) 2(3 + 5(1)2 ) ft
= VUB = v=3.16—
m 1 S

5.1.14 Conservacion de la Energia

"La energia no se crea ni se destruye, la Energia se transforma"

En un sistema donde No existen fuerzas No conservativas (No existen
fuerzas de rozamiento), la energia inicial es exactamente igual a la

energia final £y = FEs.

La energia mecanica es la suma de la energia cinética mas la energia

potencial entonces:
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E{ =E,
Ek1 + EP1 - Ek2 + EPz

Ekl +EP91 +EP61 - Ek2 +EP92 +E1P€2

1 1 1 1
§mv% + mghy + ikm% = §mv§ + mghsy + ik:z:%

— e E,=0J

e = 8.J

PLAY /PAUSA

~

Escena interactiva, disefiada por Pablo Piedrahita!®

° La escena interactiva muestra un sistema masa resorte que se
mueve horizontalmente sobre una superficie sin friccion.

° El resorte estd adherido al bloque y es desplazado al extremo
derechoy se libera desde el reposo.

e Eneseinstante lavelocidad inicial es ceroy por tanto la energia

18 . . . . . .
Pablo Piedrahita es autor de la red GeoGebra quien publico la escena interactiva
"Movimiento circular uniforme”.
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L : 1
cinética del sistema es cero Emvg = 0 pero como el resorte esta

. . . .1
estirado, el sistema tiene pura energia potencial §kx§ Observe en la

grafica que la energia potencial en este instante (la curva color verde)
es maxima e igual a la energia total.

o Recordemos que la energia mecanica es la suma de la energia

cinética y la energia potencial £ = Ej, + E,,. Para éste sistema (masa
1

1
resorte) la energia total es E = imvg + Ek:m% y como no tenemos
energia disipadora, la energia total es una constante. Una vez se libera
el bloque, el movimiento serd de un extremo al otro en forma
perpetua.

e Aldarle PLAY (en el botén abajo a laizquierda), el boque sale de la

velocidad cero y empieza a ganar velocidad (gana energia cinética

1
imvg) y el resorte empieza a perder deformacion (pierde energia

1
potencial 51:333), lo que se pierde en energia potencial se gana en

energia cinética manteniéndose constante la energia total.

e Deje correr la escena interactiva y observe como en cada instante
existe intercambio entre energia cinética y energia potencial.

e Cuando el resorte recupera su longitud normal (cuando no esta
deformado) la energia potencial es cero y la energia cinética es
maxima e igual a la energia total.

e El blogue continua su movimiento a la izquierda. Ahora empieza a
perder velocidad (energia cinética) y empieza a ganar deformacién
(energia potencial) el resorte y asi en forma perpetua se mantendra el
intercambio de energia cinética y de energia potencial manteniéndose
la energia total constante.
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En un sistema donde existen fuerzas No conservativas (existen
fuerzas de rozamiento), la energia inicial del sistema se ve menguada
(disminuida) por el efecto de las fuerzas no conservativas.

La Energia ya no se conserva entre dos posiciones F; > FE5 entonces
E{ + NC = F, que para este curso la Unica fuerza no conservativa

que trataremos es la fuerza de rozamiento cinético E; + W Tt —

Recordemos que el trabajo de la fuerza de rozamiento cinético es
negativo VV12 = —frNd = —u, Ndy por lotanto enlaecuaciéndela

energia le esta es robando a la energiainicial E:
B, + W) = B,
Ey + Ep, + Wf;fk = Ey, + Ep,
Ey, + Epy, + Epe,Wy" = By, + Epg, + Epe,
1mv% + mgh; + %kx% + Wf;f’“ = %mv% + mghs + %km%

2

Para el caso en que se trate de dos o mas cuerpos, dos o mas resortes,
dos o mas fuerzas de rozamiento cinético la ecuaciéon de la energia
sera:

1 1 1
Sgmot + Smghy + Soket + SWik = S5 mu3 + Smghy+
1

Es ésta la ecuacion de la energia que vamos a utilizar para desarrollar
los ejercicios que a continuacion plantearemos.
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Escena interactiva, disefiada por Jhon Atencio®?

Ejercicio 5.2:
De acuerdo con el modelo de la escena interactiva, un bloque de
masa m parte del reposo desde la parte superior del plano
inclinado un angulo 6° , se desliza por el plano inclinado una
distancia d hasta que hace contacto con un resorte no
deformado de masa despreciable. El bloque se desliza una
distancia adicional = comprimiendo el resorte de constante
eldstica k alcanzando momentaneamente el reposo. Entre el
bloque y el plano inclinado existe friccién con coeficiente de
rozamiento cinético wuy. (a) Demuestre que para el caso
kx?
2mg(Senf — u,Cosd

planteado ladistancia d = T

% Jhon Atencio es autor de la red GeoGebra quien publico la escena interactiva "Trabajo".
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(b) Con los datos que muestra la escena interactiva demuestre
qgue ladistanciad = 10m

Solucion:

n o

Senp= 1 FRy-0-NmeCood
@) hgCose-N

h=(d+x)Sen

(a) Por tratarse de un solo bloque, un resorte, un rozamiento,
entonces aplicamos la ecuacion energia:

Fy
5 v? + mghy +;\k\§+ Wit =3 v3+
1.
ghy + Esz

Cancelamos las energias cinéticas inicial y final. Nos ubicamos en
la parte mas baja del movimiento del bloque como nivel de
referencia para mirar las alturas h; y hy de las energias
potenciales gravitacionales inicial y final, asi hy =0 vy
cancelamos la energia potencial gravitacional final. Cancelamos
la energia potencial elastica inicial porque el resorte no tiene
deformacion cuando el bloque esta en el punto (1)

1
mghy + Wf;f’“ = ikw%
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El trabajo realizado por la fuerza de rozamiento cinético es
Wlfz’“ = —urN(d+x). En la grifica hemos realizado Ila

deduccion para la Fuerza Normal por medio de las leyes de
Newton N = mgCosf. También en la grafica se deduce la altura

inicial del bloque h; = (d + x)Sen#. Remplazamos:

1
mg(d + x)Senfd + —upymgCost(d + x) = Ekwg

Al lado izquierdo de la ecuacién factorizamos los términos
comunes mg(d + x)

2
mg(d + z)(Send + —urCosh) = %
ka2
d = 2
(d+2) 2mg(Senf + —uCos0)
d= k:c% —x
2mg(Senf — u,Cosh)
(b) Laescenainteractiva tiene los siguientes datos:
N .
m=2Kg, k= 50E, 0=30", up,=0.3, z=14Tm:
1.47)3
d= i 07) — — 1.47
2(2)9.81(Sen30° — 0.3C0s30°)
= d=10m

233



5.1.15 Potencia

La potencia P es la cantidad de trabajo realizado en la unidad de
tiempo. Es la cantidad de energia entregada en la unidad de tiempo. La
potencia es la razén a la que se entrega energia, la razéon a la que se
realiza trabajo.

El concepto de potencia nos permite conocer por ejemplo que
maquina, que fuerza, que sistema nos realiza un trabajo en el menor
tiempo posible. La potencia es el cociente entre dos escalares, el
trabajo y el tiempo, por lo que la potencia es un escalar.

P_dE P_AE P_EQ—E1
o dt At oty — 1y
P:dl p:A_W p:M

dt At to — 1

w
Como la potenciaes P = o y el trabajo de una fuerza constante es

Wf;cte — FSCosf, donde S es el desplazamiento, entonces un
deferencial de trabajosera  dW5 = F(dS)Cosf asi:

p- W p_FdS)Cos6  _ pods, g
dt dt dt
como: Z—i:v = P = FvCos6 P:?-ﬁ
Unidades: P = aw [N.m = J = watt] [SI]
dt S S
P dcz/' [Lb.ft] [FPS]
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En el sistema [FPS] frecuentemente se da la potencia en "caballos de
potencia" [hp]

al pasar al sistema[Sl] es [hp| = 746 [watt = w]

7]

(hp] = 5502

h =54 8m c

reset

Escena interactiva, disefiada por Steve Cheung?®

Ejercicio 5.3:
Un esquiador parte del reposo en el punto A4, la parte superior de

una colina que no presenta friccion y le toma 3.41 segundos
llegar al puntoB. Determine la velocidad en B, el trabajode A a

B vy la potencia promedio en hp entregada por el esquiador
entre el punto Ay el punto B.

2 steve Cheung es autor de la red GeoGebra quien publico la escena interactiva "Problem
Work Energy Q4"
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e Por conservacion de la energia mecanica:

E,=FE,
2 L
. +mghg = émvB +Tghpg
L
mgha = §va

vp = v2gh vp=+/2(981)57.11  vp = 33.47 "
S

e Por elteoremadel trabajoy la energia cinética:

1 1 1

WNeto — §mv?‘ - §m'UZ2 WAB = §mv% _ 5 2
1 3 1 )
Wap = gmvg Wap = 5100(33.47 )

Wap = 56012.05J

e Por definicién de Potencia:

p_ AW W Wi Wis

At to — t1 t12
_ p_Wa p_ 56012.05 P — 16425.82Wait
t1g 3.41
hp

P = 16425.82Watt x P =22.02 hp

746Weatt
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5.2 Preguntas y Ejercicios - Capitulo V

Preguntas - CapituloV
1. Qué es Trabajo fisicamente hablando?
2.QuéeslaEnergia?

3. Cual es el modelo matematico para el trabajo
realizado por una fuerza constante?

4, Cudl es el modelo matematico para el trabajo
realizado por la fuerza de rozamiento cinético
cuando un cuerpo se desplaza entre una posicion 1

y la posicion 2?

5. Como debe leerse la expresion W[, = FdCosf
?

6. Cuéles son las unidades del trabajo en el
Sistema Internacional y en el sistema F.PS.?

T Ml ;e albvalhala mada?

Respuestas
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Capitulo VI

IMPULSO Y MOMENTUM
LINEAL
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6.1 Impulso y Momentum Lineal

[ x | Fisica 111 - Conservacion en la cant... 0
e Vermasta.. Compartir

p:.

-
-

>
L

Mirar en BB YouTube

El video introductorio hace parte de la serie Universo Mecanico?!

Existen unos fenédmenos fisicos que merecen ser tratados en fisica
mecanica como el caso del impacto dado por un bate de beisbol a la
bola en el cual la bola esta en contacto con el bate apenas un instante
de tiempo y esto es suficiente para cambiar completamente el estado
de movimiento que tenia la bola antes del contacto con el bate.

Fendmenos como el impacto entre dos bolas de billar, el choque entre
dos vehiculos son el tema de estudio en éste capitulo. El camino a
seguir para el analisis de estos eventos es tomar la segunda ley de
Newton y llevarla a una integral respecto del tiempo y lograr asi unos
modelos matematicos que nos llevaran al principio del Impulso y
conservacion del momentum lineal.

21| 3 serie educativa Universo Mecénico es una coleccién de 52 videos creados por el
Instituto de Tecnologia de California cuyo director y anfitrién es el Dr. David L. Goodtein.
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6.1.1 Principio del Impulso y Momento Lineal

Cuando la bola de beisbol es golpeada por el bate, éste le imprime por
un tiempo muy corto una fuerza que produce en la bola un cambio en
su velocidad y aceleracién muy grandes que hacen posible que la bola
sobrepase la cerca. De la segunda ley de Newton:

du
Z? —md ad = = $\color{#0000FF} \Sigma
\overrightarrow {F}=m\overrightarrow \dfrac {d\overrightarrow {v}}

{dt}$
t2 (%)
SFdt = mdv 5 ?dt:m/ dv
tl U1

t2_> t2_>
E/ th:m(v_2>—v_1>) Z/ th:m@—mv_l>
t t

1

De la parte izquierda de la ecuacion, la suma de todas las fuerzas que
actuan durante un tiempo determinado sobre un cuerpo se llama

- = 2
Impulso I : I:E/ Fdt

t1

- = —
I = mvy — muq

En la parte derecha de la ecuacioén, el termino mv = ? donde ﬁ
es Momentum Lineal

— =

?:PQ—Pl
— —

I =AP

Esta ecuacion se llama Principio del Impulso y Momento Lineal.
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Las unidades del Impulso y del momento Lineal son las mismas:

to t2
T=3 / Fdt = [Ns] [Sl] T=x / Fdt = [Lbs|
(FPS] "
P=mv = [Kg?] [S1] P=mv = [Slug%] [FPS]
T = [Ns= % Y] = [Kg%] — P I[s1]

B B Slug.ft. B ft.
7= [Lbs = —x 5] = [Slug=—]| = P [FPS]

S
La ecuacion del Principio del Impulso y Momento Lineal:

? = m@ — m'u_l> se puede escribir de la siguiente manera que nos

parece mas didactica:; mv_1> — ? = m'v_2>

Una buena interpretacién del Principio del Impulso y Momento
Lineal sera:

Un cuerpo con Momentum inicial P, = mwvi que es sometido a un

Impulso dado por fuerzas externas durante un tiempo ?:

to
—
by / ?dt, el cuerpo quedara con un momentum final P, = mv_g.
t

t
mWnLZ/
t1

Con el Principio del Impulso y Momento Lineal se resuelven
problemas que involucran fuerzas, tiempo y velocidad.

2
_>
th:mv_2>
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Principio del I'mpulso y Momento Lineal
ta
. \Zf Fdt —
muv, t muv

La figura representa el diagrama de Impulso y Momento Lineal que es
la representaciéon vectorial de los tres pasos consecutivos que se
siguen en el proceso en el que un cuerpo es sometido a fuerzas
externas en un periodo de tiempo.

El primer término representa vectorialmente el instante antes de
efectuarse el o los impulsos sobre el cuerpo, este primer término
indica el momento lineal inicial del cuerpo mv_f.

El Segundo término representa vectorialmente la fuerza o las fuerzas
en el tiempo que produce el o los impulsos sobre el cuerpo.
Representado este fendmeno por medio de una sumatoria de cada

una de las fuerzas involucradas en ese tiempo X ?dt.

El tercer término es el resultado en forma vectorial de los dos
primeros términos, representa el instante después de el o los impulsos
a que fue sometido el cuerpo. El cuerpo queda con un momento lineal

final mv_g.

Al momento de resolver ejercicios que involucran vectores como es el
caso de la aplicaciéon del principio del Impulso y Momento Lineal es
conveniente descomponer la ecuacion del principio del Impulso y

Momento Lineal en componentes escalaresz y z yaque se facilita
los calculos en forma algebraica.
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to
muvy, + X / F,dt = muv,,
t1

[2)
muy, + E/ F,dt = mu,,
tq

to
muy, + Z/ F.dt = muv,,

tq

PRINCIPIO DEL IMPULSOY MOMENTO LINEAL

ta_,
mv; + Z [ Fdt = muvs
Ji,

Ejercicio 6.1:
El automdvil de 2000K g se encuentra originalmente en reposo

sobre la superficie horizontal. si durante 12 segundos el motor
ejerce una fuerza de 5000 newton determine la velocidad final

del automovil.
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Solucion:

El problema involucra Fuerza, tiempo y velocidad, entonces
aplicamos el Principio del Impulso y Momento Lineal:

mﬁ+2 th T

El automévil se mueve durante 12 segundos sobre la superficie
horizontal bajo la accion de una fuerza de constante. El Impulso
se halla con el producto de la fuerza por el tiempo.

t2
2/ Fodt— F. ® it
tq

ty
L b =
2/ F,dt = F,(ts — t1) E/ F,dt = F,At
t1 t1
Aplicamos el principio del Impulso y Momento Lineal en su
componente Horizontal.

to
muvy, + E/ F,dt = mvs,
t1

myy, + F, At = muy,

FAt o (50000(12) g™
m 2 2 2000 27 g
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6.2 Conservacion del momentum Lineal

Recordemos la Tercera Ley de Newton, Accién y Reaccion: Cuando
dos cuerpos interactuan entre si (cuerpo 1y cuerpo 2), la fuerza que el
cuerpo 1 ejerce sobre el cuerpo 2 es igual y de sentido contrario a la
fuerza que el cuerpo 2 ejerce sobre el cuerpo 1.

La tercera ley de Newton nos ensena que las fuerzas no aparecen
solas, siempre aparecen en pareja. Si una persona hace una fuerza a
una pared, la pared responde con una fuerza exactamente igual y de
sentido contrario. Entonces:

S ) — =
Fio=—-Fy & —Fjp9=Fy
= — o — — —
Fio=mia; 'y Fy =meay = —mia) = Maay
d'Ul d’l)z d_> d_>
— M1 = = M9y 5~ —Mmi1av1 = MoAvy
Ut Ut
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Acomodamos condiciones iniciales al lado izquierdo y condiciones
finales al lado derecho de la ecuacion para llegar a la ecuacion de la
Conservacion del Momento Lineal.

— — . —> —
mivy; + Mave; = M1v1, + M2v2;

Para un sistema de particulas (varios cuerpos) la ecuacién de la
Conservaciéon del Momento Lineal es:

Smu; = Emv_f>

Como mv = ﬁ Momentum Lineal

\ \ \ \
7 I4 4 I4
Pli + P2Z. = Plf + ng
Esta ecuacién nos indica que el momento inicial de las particulas

viéndolas en conjunto es igual al momento final de ellas en conjunto.
De manera mas simplificada:

— —
Y P, =XPs
La ecuacién para la Conservacion del Momento Lineal es una
ecuacion vectorial que permite ser analizada a partir de componentes
escalaresxz y z yaque se facilitalos calculos en forma algebraica.
myvy,, + Moy, = M1V1,, + MaV2,,

myvy,, + MgV, = M1V1,, —+ MoV,

mi1vy,, + mavy,, = mlvlzf -+ mQ’UQZf
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Otra Forma de llegar a la ecuacién de la Conservacion del Momento
Lineal es analizar lo que sucede cuando dos cuerpos impactan.
Miramos a cada cuerpo por separado aplicandole a cada uno de ellos
el principio del Impulso y Momento Lineal en el instante del impacto:

to —
Para el cuerpo 1: ml'v_h-> - E/ Fdt = mlfv_lf>
ty
to
Para el cuerpo 2: mlv_%> + X ?dt = m2v—2f>

ty

CONSERVACION DELMOMENTO LINEAL
fa
mvy, + X

dt = mvyy
ty
matz; + X / ~Fdt = myvyy
—_— — — —_—
MUy + Moz, = MaUiy + MaUszy

De la grafica se observa que al momento de interactuar los cuerpos,
los Impulsos aplicados al cuerpo 1 son iguales y de sentido contrario
a los Impulsos aplicados al cuerpo 2. Ahora sumamos la aplicacién del
principio del Impulso y Momento Lineal de los dos cuerpos, vemos que
se cancelan los impulsos por ser iguales y de sentido contrario, ademas
analicemos que en el momento de la interacciéon los dos cuerpos se
pueden apreciar como un solo sistema y las fuerzas que interacttan
entre ellos seran fuerzas internas que se traducen en Impulsos
internos que se cancelan.
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La aplicacién del principio del Impulso y Momento Lineal queda:
— —_ = —
mivU1; + Mo = mivf + mavaf
Z)m?i> = Emv_f>
— —
YP, =XPs
Con las respectivas ecuaciones escalares:
mivy,, + Mo, = myv1,, + MoV,
m1vy,; + MaVs, = M1V, + M2V2,

mivy, + Moy, = mivy,, + M2V,

CONSERVACION DEL MOMENTO LINEAL

Pause

Escena interactiva, disefiada por Bard Newitt??

22 Bard Newitt es autor de la red GeoGebra quien publico la escena interactiva "Momentum
and Kinetic in collisions".
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Ejercicio 6.2:

En la escena interactiva, el bloque 1 de 5Kg se desplaza

m
libremente a 4— sobre la pista horizontal. Un bloque 2 de 3K g
S

m . .
se desplaza 10m mas adelante a 3— sobre la misma pista y en
S

sentido contrario al del bloque 1 y justo a encontrarse con él. Si
los bloques hacen contacto y se acoplan. Determine: (a) La
velocidad de ambos bloques un instante luego del acoplamiento,
(b) La fuerza promedio entre ambos bloques si el acoplamiento
dura 0.05 segundos, (c) a que distancia medida desde el bloque 1
hacen contacto los bloques.

Solucion: En la escena interactiva manipulamos las casillas de
entrada de datos para los valores expresados en el enunciado:

Posicion inicial del bloque 1 = 0m, Posicién inicial del bloque

2 = 10m, Velocidad inicial del bloque 1 = 4T, Velocidad inicial
S

del bloque 2 = _3@, masa del bloque 1 =5Kg, masa del
S
bloque2 = 3Kg

(a) Damos clic al botén "RESET" para asegurar que la escena este
en las condiciones iniciales, clic al botén "START" y la escena
corre; observamos que todo transcurre sobre el eje de la pista
(horizontal).

e Enlaescena se observa que un instante luego de acoplarse,
los bloques quedan unidos (en un solo sistema) y se mueven con
lamisma velocidad aladerecha vy, = vy, = Vy5
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e Aplicamos conservacion del Momento Lineal sobre el eje
— — = —
mq1v1; + mavVz; — M1V1f + maUaf
mivy,, + Moy, = miv1,, aF Mo,

m1v1,, + Mavy,, = Vzp(my + ma)

myvy,, + mavs,, 5(4) +3(-3)
Vef = Ve =
(m1 + mz) (5 + 3)
v = 1.385 Top = 1.3825
S S

(b) La fuerza promedio es una constante y es fuerza impulsiva.
Aplicamos el Principio del Impulso y Momento Lineal a uno
cualquiera de los bloques.

Para el Bloque 1: mlv_u> + X 7dt mlvlf

myr; + FAt = myv1f
e ElImpulsosobre m; enlaecuacién es de signo negativo.
mivy,, — F,At = mivy,, mivy,, — MV, = F,At

mivy,, — Moy my(vy, — v1,,)

F, = < F,=
At At
5(4 — 1.38)
* 0.05 = = A
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(c) Ambos bloques se desplazan con velocidad constante en
movimiento rectilineo. En el punto donde hacen contacto Ia
posicion del bloque 1 esigual a la posicion del blogue 2.

L1 = I9

By, T V1t +\]§}}<: X9, + Vgt + 3 ¢2

v1,t = T, + Vgt

’Ulot — ’Uzot = T2, t(’UlO — ’Uzo) = T2,
T2, 10
t= ——=0 t= ——— t=1.43s
(v1, — v2,) [4—(=3)]

e Remplazamos el valor del tiempo en la ecuacion de posicion
para el bloque 1:

Ir1 = 'Ulot Ir1 = 4(143) Ir1 = 5.71m

Para el estudiante: En la escena interactiva ubique los siguientes
valores: Posicion inicial del blogue 1 = 0m, Posicién inicial del

bloque 2 = 12m, Velocidad inicial del bloque 1:2@,
S

Velocidad inicial del bloque 2 = 1T, masa del bloque 1 = 3Kg,
s

masa del bloque 2 = 5Kg. Determine: (a) La velocidad de
ambos bloques un instante después del acoplamiento, (b) La
fuerza promedio entre ambos bloques si el acoplamiento dura
0.06 segundos, (c¢) a que distancia medida desde el bloque 2
hacen contacto los bloques.
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6.3 Impacto

Es un fendmeno Fisico que ocurre cuando chocan dos cuerpos en un
instante de tiempo. Durante el impacto se ejercen fuerzas muy
grandes (fuerzas impulsivas) entre ambos cuerpos haciendo que
cualquier impulso provocado por alguna fuerza externa al sistema
formado por los dos cuerpos que colisionan sea despreciable.

El impacto entre el bate de beisbol y la bola, entre el palo de golf y la
bola, entre el martillo y la puntilla son ejemplos de impactos.

Si los cuerpos que impactan no estan sujetos a impulsos externos o
estos se pueden despreciar, la cantidad de momento Lineal se
conserva.

— — — —
miv1; + Moy = mivf + mavsf

En los problemas que involucran impactos generalmente las
incognitas son las velocidades.

6.3.1 Linea de Impacto

Es la linea que une los centros de masa de los dos cuerpos al momento
del Impacto.

6.3.2 Plano de contacto

Es el plano perpendicular a la linea de impacto y coincide con un punto
de contacto, el plano de contacto resulta ser tangente al Impacto.
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6.3.3 Impacto Central

El Impacto entre dos cuerpos es central cuando la direccion de las
velocidades de los centro de masa de los dos cuerpos al momento del
impacto coinciden con la linea de impacto.

6.3.4 Impacto Oblicuo

El Impacto entre dos cuerpos es oblicuo cuando la direccion de las
velocidades de los centro de masa de los dos cuerpos o una de ellas al
momento del impacto no coinciden con la linea de impacto.

Impacto Central Impacto Oblicuo
Plano de Plano de
Contacto Contacto

A B (8 D

Linea de U vUp linea de
Impacto Impacto . i P
'L‘(j/ \J’_}
6.3.5 Coeficiente de Restitucion

Cuando dos cuerpos impactan sufren un proceso de deformacion y
una restitucion generando pérdidas de energia como cuando dejamos
caer un baléon de basquetbol al piso y observamos que el balén no
regresa a la misma altura de la que fue lanzado; esto se debe a que al
momento del impacto del balén con el suelo, sufre una deformacion y

restitucion en la que se pierde energia. En la deformaciéon aparece un
t2

impulso de deformacién / Fpdt , en la restituciéon aparece un
tq

t_,
impulso de restitucion / Frdt.
tq
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Entre el impulso de deformacién y el impulso de restitucion existe una
relacién llamada Coeficiente de Restitucion e

ta
—
/ Frdt
t VB2 — VA2
€= "nm_, €= .
— UB1 — V41
/ Frdt
t1

El coeficiente de restitucion se obtiene del cociente entre los impulsos
de deformacion y restitucion o del cociente entre la diferencia de las
velocidades finales y las velocidades iniciales. El coeficiente de
restitucion matematicamente no tiene unidades pero fisicamente si
por ser el resultado de una relacién entre dos fendmenos fisicos que
contienen unidades.

Ns

Ns, Lbs
Ns

m ft
e=ly;] e=l@l  e=I5) e=[F]

El coeficiente de restitucion tiene un valor que estaentre Oy 1

6.3.6 Impacto Perfectamente Elastico

El impacto es perfectamente elastico cuando el coeficiente de
restitucion e = 1 indicando que el impulso de deformacién es

exactamente igual al impulso de restitucion.

ty
/FDdt
t Up2 — VA2
T T T T
/FRdt
t1
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Obsérvese que e =1 indica también que la relacién entre las
diferencias entre las velocidades finales y la diferencia entre las
velocidades iniciales esiguala = 1.

e = 1 es un caso ideal pues en la realidad en todo impacto existe algo

gue se pierde de energia, se pierde energia en las deformaciones
permanentes en los cuerpos, las vibraciones durante la colisién, el
sonido que produce el impacto entre otros factores.

Cuando el coeficiente de Restitucion e = 1 (impacto perfectamente
elastico) la energia cinética total se conserva:

1 2 1 2
mAvAZ vaBZ: 2mAvAf—|— 2mB'UBf

_ 2 2
mavy; + mpvy; = MAVy s + MBUBy

6.3.7 Impacto Perfectamente Inelastico

El impacto es Inelastico cuando el coeficiente de restitucion e = 0,

indicando que en el impacto no se da lugar a la existencia del impulso
de restitucion.

Analizando el coeficiente de restitucion e = 0 desde la relaciéon entre

las diferencias entre las velocidades finales y la diferencia entre las
velocidades iniciales:

VB2 — VA2

e=0=— OZUBQ—UAQ = Vg2 = Up2

UB1 — VA1

La consecuencia de un coeficiente de restitucion e = 0 es que los dos
cuerpos quedan unidos, acoplados como un solo sistema.
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IMPACTO OBLICUO

Awiniciar

Escena interactiva, disefiada por Elvira Martinez y Carlos Romero??

Ejercicio 6.2: En la escena interactiva la bola lisa verde m; de

. m .
1K g se desplaza horizontalmente a 0.8— cuando impacta en
S

forma oblicua con la bola lisa azul msy de 1K g que se encuentra
en reposo. Si se conoce la rapidez final de cada bola, vy =

0.162% y vy =0.784"
S S

correspondiente a las velocidades final e inicial de la bola m;

Determine el angulo & y ©

Solucion:

o Hacemos el diagrama para la linea de impacto y plano de
contacto.

23 - - . . .
Elvira Martinez y Carlos Romero son autores de la red GeoGebra quienes publicaron la
escena interactiva "Choque lateral elastico".
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. - T
LI=Linea de Impacto vy 5 =-0.16 .

m
i = 0.8
5

vo; = 0

g

I
ey = 0.7T84

PC=Plano de contacto

L1

e Sobre lalinea de impacto al momento del choque, las fuerzas
impulsivas entre las bolas se cancelan y siendo las bolas lisas
hacen posible la aplicacion sobre la linea de impacto del
principio de conservacion del momento lineal.

MYUL] + 9Dy =YV1S +Molzf
e Operamos a nivel de componentes:
v1;C 080 +v9; = v17C08P + vy
0.8C0sO = 0.16Cos® + 0.784

Ecuacién que contiene dos incognitas © y ®, necesitamos otra
ecuacion.

Sobre la linea de impacto no existe deformacién al momento del
impacto, indica que no se pierde energia cinética la cual se

conserva.
2 1 2 _ 2 2
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*m;\vi- +~mgb%\:~m;\vff +mv§f
(v1:C05O)* = (v17Cos®)” + vy,
(0.8C0s0)? = (0.16C0s®)? + 0.7842

o Tenemos dos ecuaciones (principio de conservacion del
momento lineal y conservacion de la energia cinética) con dos
incognitas © y ®. De la conservacion del Momento Lineal:

0.8C0sO = 0.16Cos® + 0.784
(0.8C0s0)? = (0.16C0s® + 0.784)2
(0.8C0s0)% = 0.162(Cos®)? + 2(0.16)0.784C0s®P + 0.7842

e Remplazamos este resultado en la ecuacién de energia.

(016G 0s3)? + 2(0.16)0.784C0s® + 0:7842. =
(0-1660s)? + 07842

2(0.16)0.784C0os® =0 = & =Cos 10 & =90"

e Remplazamos ® = 90° en la ecuacién de conservacion del
Momento Lineal:

0.8C0s® = 0.16C0os® + 0.784

0.8C0sO = 0.16C0s90-_+ 0.784

.784
0.8C0s® =0.784 © = Cos_; 0072

= O =11.48"
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Ejercicio 6.2:

En la escena interactiva, si el impacto tiene un coeficiente de
restitucion de e = 0.8, el angulo ® = 30°, el angulo <I> =60°,

my = 1Kg, my = 1Kg, la rapidez de mq es de 0. 8— y la

rapidez de my es de O— Determine las velocidades ﬁnales de
S

cada bola uninstante luego del impacto.

Solucion: Diagrama linea de impacto y plano de contacto.

LI=Linea de Impacto

o Sobre la linea de impacto aplicamos el principio de
conservacion del momento lineal y el coeficiente de restitucion.

— — —
TRV +m\@:mv1 f T+ Mmavaf

Vaf — V2

0110050 = v1;C0sP + vy e=—
B — V1

ev1Co0sO = vy — v17C0os® eviCos® + v1;CosP = vy

Remplazamos vy en la ecuacion de conservacion del momento
lineal.
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v1C050 = v1;C05P + ev1C0sO + v1;CosP

v1C050 — ev;CosO = 2v1;CosP

v1C0s0 — ev1CosO . N v1C0sO(1 — e)
2C0s® Y o 2C0sP
0.8C0sO(1 — 0.8) m

s 2C0s60° v =0 S

ev1C0s0 +v1;C0os® = vy vop = 0712
s

e Parael estudiante:

Manipule el deslizador para m; y fijelo el m; = 0.5Kg, el
deslizador para ms Fijelo en my = 2K g. Haga correr la escena

interactiva y obtenga de ella los valores de las velocidades
iniciales y finales de m; y de m,. Determine el dngulo ® y ©

correspondiente a las velocidades final e inicial de la bola m;.
é —115.12° © =52°

Manipule el deslizador para m; y fijelo el m; = 0.6Kg, el
deslizador para m,, Fijelo en my = 1.8 K g. Haga correr la escena
interactiva y obtenga de ella los valores de las velocidades
iniciales y finales de m; y de msy. Determine el dngulo ® y ©
correspondiente a las velocidades final e inicial de |a bola m;.

® =132.25° © =12.84"
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—
6.4 Momento Angular Hj

—
Momento angular  H, es el Momento del Momento Lineal de un
cuerpo alrededor de un punto de referencia.

Matematicamente el Momento angular se define como:

2 2
ﬁg:?x mv [Kgﬁ] ; [Slugft
S

]

S
7 es el vector de posicion que va desde el punto de referencia o hasta
el centro de masa del cuerpo.

m U es el vector cantidad de movimiento que es tangencial a la
trayectoria del centro de masa del cuerpo.

_> .
H, es el vector Momento Angular que es perpendicular al plano

formado por? y mv

—
Para hallar el Momento Angular Hy:

7 7 k
Y xXmuv =|r, Ty r, | = H

muv, mv, Mmu,

oy —
6.4.1 Momento de Fuerza M, y Momento Angular H)
De Newton Ef’) = md Efz = m_'>

%
El Momento Angular Hy = T X mv
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— .
dH() — d -

Hacemos — = Hy = — (7 X mv
dt 0= g )
S AR : dr
—>
HO:E 7+7>><m?> Observemos que %zﬁyﬁx
m v = 0 Son vectores paralelos.

— : —
Hi=Txmi=Txmd=7xF =M,
— —
Hy =Y M,
El Momento alrededor de un punto de todas las fuerzas que actuan

sobre un cuerpo es igual al cambio respecto del tiempo del Momento
Angular del cuerpo alrededor del mismo punto.

6.5 Principio del Impulso y Momento Angular

De la relacién de Momento de Fuerzay Momento Angular:

— — d
EM(] — H() - —H()
dt
t2 H02 t2
—> — —>
s [ Mdt = / dH, 2| Mdt = Hy, — Hy,
tl H01 tl
— 2 —
H01 + X Modt = HO2

ty

- = — -
Hy, = 1 X m1'; esel Momento del Momento Inicial.

ﬁoz = 72 X m72 es el Momento del Momento Final.
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to
p Mdt es el Impulso Angular. Representa los momentos de todas
t
las fuerzas que actuan sobre el cuerpo desde el instante ¢; hasta el

instante 5.

tr
Y Mgdt:E/

t1 tl

to N
(7 x F)dt

L&)

MOMENTO ANGULAR

Ejercicio 6.3:

Una esfera de 10K g esta en reposo sobre el plano circular liso
como se muestra en la escena interactiva. La esfera esta unida al
extremo de una varilla de 0.4m de masa despreciable que puede

girar desde el otro extremo al rededor del punto o.
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Se aplica a la varilla un momento de 12k Nm, a la esfera se le
aplica una fuerza P = 6N perpendicular a la varilla y paralela al

plano circular. Determine la rapidez del bloque 0.5 segundos
despuésy el Impulso Angular en éste tiempo.

Solucion: Diagrama de Cuerpo libre.

Para el diagrama de cuerpo libre consideramos un solo cuerpo la
esferay lavarilla.

Aplicamos el principio del impulso y momento Angular al rededor
del eje z. Obsérvese que la esfera gira al rededor del eje z
comenzando desde el reposo, el momento de 12k Nm genera
impulso angular respecto del eje z, la fuerza P = 6N también
genera momento angular respecto del eje z. La fuerza de
gravedad mg vy la fuerza Normal [N no generan momento angular
respecto del eje z, matematicamente es demostrable ya que en
éste caso los vectores fuerza de gravedad mg y fuerza Normal N
son paralelos al eje z y el producto vectorial de dos vectores
paralelos es cero.
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No genera momento angular la fuerza de reaccion Fj por estar
aplicada en el punto de referencia para el momento angular
donde es cero el valor de r. Al rededor del eje z el principio de
impulso y momento angular en forma escalar queda:

t2

H,,+X M.,dt = H,
tq

ta
B e () / (M. dt + r(P)Sen90° df] —

t1
r(muvy)Sen90°
0 + [12(0.5) + 0.4(6)0.5] = 0.4(10)v:

[12(0.5) + 0.4(6)0.5] | gm
0.4(10) 2=ty

Vo =

Para determinar el Impulso Angular durante los primeros 0.5
segundos utilizamos en forma escalar la ecuacion vectorial de
Impulso Angular aplicada al eje z.

t2

Y M. dt

t1

/ "Mt + r(P)Sen90° di] — [12(0.5) + 0.4(6)0.5

ty

t2
pX M,dt = 7.2Nms

t1
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Esfera gira atada a una cuerda elastica

.

Ejercicio 6.4:
Un disco de 1Slug se adhiere a una cuerda elastica que en éste
instante mide 3 ft. En ese instante se le imprime una rapidez de

t
2f— y se desplaza sobre un plano horizontal liso. Mientras el
S

disco se desplaza la cuerda se recoge como muestra la escena
interactiva. La cuerda tiene una longitud normal de 1ft y una

constante elasticade 15 _t

Determine la velocidad con que se recoge la cuerda en el
instante que la cuerda no ésta estirada.
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Solucion: Diagrama de Cuerpo libre.

La fuerza de gravedad y la fuerza Normal son paralelas al eje z y
el momento respecto al eje z es cero. La fuerza elastica apunta al
eje z por lo que el momento respecto del eje z también es cero.
asi las cosas no existen impulsos angulares respecto del eje z; Se
concluye que se conserva el momento angular respecto del eje z.

to

Hzl +X zdt - Hz2
tq
Hzl — HzZ
r1v1
T1MU1 = T2MQV2 o =
2
3(2 t
U2t _— Q U2t _— 6f_
1 S

t . . .
Vop = 6f— es la velocidad tangencial del disco cuando la cuerda
S

se arecogido y esta en su longitud normal.
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Debemos ahora encontrar la velocidad total del disco y aplicando
el teorema de Pitagoras encontraremos la velocidad con la que
se recoge la cuerda que llamaremos v,,

No existen fuerzas de rozamiento, se conserva la energia.

E, = E,
1 1 1

1 1
%\mvf —|—X2\k:z:% :é\mvg
2 k 2
mv? + kz? = muvl Vg =1/ o+ Ry
m

v \/1(22) + 15(22) ft

= 88—
1 v2 S

t
Vg = 8f— Es la velocidad total del disco cuando la cuerda se a
s

recogido y esta en su longitud normal.

Aplicamos Pitagoras con la velocidad total vs y la velocidad
tangencial vy; para hallar la velocidad normal vy, que es la
velocidad con la que se recoge la cuerda.

Vo = \/ V3 — V3
ft
Von — V 82 — 62 Von — 5.29—
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6.6 Preguntas y Ejercicios - Capitulo VI

Preguntas - Capitulo VI

1. Cual es el modelo matematico para el principio
del impulso y el momento lineal?

2. Como se interpreta el modelo matematico para
el principio del impulso y el momento lineal?

3. Cual es el modelo matematico para el principio
de conservacion del momentum lineal?

4. Qué nos indica el modelo matematico para el
principio de conservaciéon del momentum lineal?

5. Como se entiende el fenomeno del impacto
entre dos cuerpos en fisica?

6. Qué es la linea de impacto?

7.Qué es el plano de contacto?

Respuestas
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