Ecuaciones Diferenciales
Libro interactivo

Jaime Humberto Ramirez Rios

REM\educaliva



https://proyectodescartes.org/

iCartesillibri


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/index.htm

Ecuaciones Diferenciales

Jaime Humberto Ramirez Rios
Institucion Universitaria Pascual Bravo

Fondo Editorial RED Descartes

REMeducativa gproyecto
e alescanes descartes

Cérdoba (Espana)
2022.


https://pascualbravo.edu.co/
https://proyectodescartes.org/

Titulo de la obra:
Ecuaciones Diferenciales

Autor:
Jaime Humberto Ramirez Rios

Cddigo JavaScript para el libro: Joel Espinosa Longi, IMATE, UNAM.
Recursos interactivos: DescartesJS

Fuentes: Lato y UbuntuMono

Nucleo del libro interactivo: septiembre 2023

Red Educativa Digital Descartes
Cérdoba (Espaina)
descartes@proyectodescartes.org
https://proyectodescartes.org

Proyecto iCartesilLibri
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/index.htm
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/

ISBN: 9/8-84-18834-32-5

Q0o

Esta obra esta bajo una licencia Creative Commons 4.0 internacional: Reconocimiento-No Comercial-Compartir Igual.



https://github.com/jlongi/libro_interactivo
https://www.matem.unam.mx/
http://descartes.matem.unam.mx/
https://fonts.google.com/specimen/Lato
https://fonts.google.com/specimen/Ubuntu+Mono
mailto:descartes@proyectodescartes.org?Subject=Fondo%20editorial
https://proyectodescartes.org/descartescms/
https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/index.htm
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/ISBN/Ecuaciones_Diferenciales.pdf
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0

Tabla de contenido

Prefacio ...rssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasasasasasasasasasasasasasasasans 9
1. Introduccidn a las ecuaciones diferenciales .............coocvevevevcrerccccneeee. 11
1.1 Ecuaciones Diferenciales y modelos matematicos .......................... 13
1.2 Definicion de ecuacion Diferencial ......ooeeseeeeenennessseneseseseeseeees 14
1.3 Clasificacién de las Ecuaciones Diferenciales .........ooooeeeeeveveecnne. 16
G T Y=Y (U g =Y I o oY S 16
1.3.25€8UN €l OFdEN: ...ttt e 17
1.3.3Segln 1a iN€alidad: .......cceeeererrieresssesmsessesessssess s snsnssssssss s ens 17

1.4 Solucion de una ecuacidn Diferencial ... 19
1.4.1 TipOS dE SOIUCIONES ...ttt eeeeeeeeeseeeeeeneene e eeeen 20
1.4.2 Familias de SOIUCIONES .......ceeerererimienerermrecenesessse s 27
1.4.3 CUIVA SOIUCION ...ttt e s e sesse e s s s 30

1.5 Problemas de valor iNiCial .........ocereeesssrerssmenessssessssesessssessssesessssessasenes 32
1.5.1 Campos dir€CCIiONAlES ....cceeereeerereeeer e s sse e s ne s 36
1.5.2 Existencia y UNICIAd ......ccoveereeemnersesmsesessssessssessssssssssessssssessssessens 39

1.6 Repasando trigonometriay derivadas........oooceveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeen 45
1.6.1 Ejercicios y respuestas del capitulo 1 ....oeceeveeeerierceeeeveeeee 53

2. Ecuaciones diferenciales de primer orden .........ccooeevreeeereeeceeecceene. 55
2.1 Ecuaciones de variables separables......o oo ieeeveessseesseesessssseesses 57
AN W I =1 o F= e (Sl [N =y == 1 LT 69
2.1.2 Repasando iNteZrales ... receervererecereesercreces e e reseees e e sesaens 70



2.1.3 Ejercicios y respuestas de [asecCion 2.1.......oceveeeersesenenneens 75

2.2 ECUACIONES [INAIES ...ttt se e se e s sseasens 76
2.2.1 Ejercicios y respuestas de [a secCidn 2.2 .......coeceevvereeersereesnnens 88
2.3 ECUACIONES EXACTLAS ...eeeeccrreecce s e e sse e esssmsm e e e s ssssensnsasasenens 89
2.3.1 Ejercicios y respuestas de 1a seccidn 2.3.......oceeeeeeeeceeereeeerene, 102
2.4 Ecuaciones transformables @ €Xactas .....cssssssssssssssssssnns, 103
2.4.1 Ejerciciosy respuestasdelaseccion 2.4 .......eeeeeeeeeeeneen, 118
2.5 ECUACiONEeS hOMOZENEAS .......ovceemrmrmsccrrsss s ssssssss s s sesnns 119
2.5.1 Ejercicios y respuestasdelaseccion 2.5......oeeeeeeeeeeeeeneen, 132
2.6 ecuacion de Bernoulli............eeoeeeeeeeeeeeeeecee e eseseeeens 133
2.6.1 Ejercicios y respuestas de [aseccion 2.6......eeeeeeeeeesesersenns 144
2.7 Ejercicios de Modelado........ececeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e ee e neeeen e 145
2.7.1 Crecimiento y decreCimiento ..uieieriessesresssssssssssessssssssessassen: 146
2.7.2 Ejercicios y respuestasde laseccion 2.7.1 .....eeeoeeeeeeeenen, 159
2.7. 3 TEMPEIATUIAS ... et ee e et eee e eeesaeseeensemseneememseeeaneeneeens 160
2.7.4 Ejercicios y respuestas de la seccidn 2.7.3 ..reeeeereeeveeenens 173

W RS (<o = T 174
2.7.6 Ejercicios y respuestas de laseccidn 2.7.5 ... eeeeeeeseeensens 186
2.7.7 CirCUILOS €N SEIIC ueururererreserercssseeesessssssssse s sssssss s s e e s e 187
2.7.8 Ejercicios y respuestas de 1a seCCiOn 2.7.7 ..eeeveeernereeserennn, 199
2.7.9 Ejercicios y respuestas del capitulo 2 .......oooeeoeeeeeeeeeeeeeeeen, 200
3. Ecuaciones diferenciales de orden superior ............cccoveeeveveeseerseenns 203
3.1 Principio de SUPEIrPOSICION ....ccceeeeceerierceerreressesessessesnssessssmssessesessenns 205
3.1.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 3.1......coceeeeeeeceecreeeernnne. 207



3.2 Dependencia e independencia lineal .........ccveeeeeeeveeeeseeeesseeseseenn, 208

3.2.1 Ejercicios y respuestasde laseccion 3.2......coeeeeeeeeeeeeeneen, 215
3.3 Conjunto fundamental de soluCiones .......ccveeevereeceeereeeseereee e, 216
3.3.1 Ejercicios y respuestasde laseccion 3.3......coooeeeeeeeeeeeeneen, 221
R X=Te [UTeloi o g e (<o Ty'e [=1 o HHN 222
3.4.1 Ejercicios y respuestas de [a secCidn 3.4.....ccirvrneimssnissensnnns 231
3.5 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes ... 232
constantes
3.5.1 Ejercicios y respuestasde laseccion 3.5......cooeeeeeeeeeeceneen, 247
3.6 Ecuaciones lineales NnO homogE&neas ... eeoeeeeeeeeeeeeeee e, 248
3.7 Coeficientes indeterminados ... ceceeerreceercerereecnerceee s e seseeae, 248
3.7.1 Ejercicios y respuestas de 1a secCion 3.7 ... eeeeeeeeeeceeereeeerne, 267
3.8 Método del anulador ..., 268
3.8.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.8......ceveeveerceeveeennens 278
3.9 Variacion de ParameEtros ........ooeeeeeeeeeeeeee et e eeeesseesseeenensaeeeseeae 279
3.9.1 Ejercicios y respuestas de [asecCion 3.9 ......ooeeeeeeeeeeeeeneen, 290
3.10 Ecuacion de CaucChy EUIEK ... neans 291
3.10.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 3.10 ......coeeeeeeeeeeeeennen, 309
4. transformada de Laplace ... ssessssssnsns 311
4.1 Transformada INtEZral ...t eee e e e e e 313
4.1.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 4.1......coeeveececerveveecennen, 324
4.2 Transformada INVErsa ... sssssss: 325
4.2.1 Repasando fracciones parciales..........uoceeeeeesreseeeeeresescnenen, 334
4.2.2 Ejercicios y respuestas de lasecCion 4.2......eeeeeeeeeeeeerenenen, 335



4.3 Transformada de derivadas.........cccveeeeeeseseessessesssessesssssssessessessene 336

4.3.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 4.3......oeeeeeeeeeeenn. 349
4.4Traslacion €N €l €J8 "8" o rrrrerecrerere e 350
4.4.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 4.4 ... eveceeereeveesnnnen, 361

4.5 Traslacion €n €l €J& "t" . 362
4.5.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 4.5......vvvercrcervererienaen, 378

4.6 Derivada de una transformada.......eeeeceeverseeeeceeseemeeeesee e essaene, 379
4.6.1 Ejercicios y respuestas de laseccion4.6........ooeeeeeeeeeevevenennn, 390

4.7 Transformada de iNterales ... erreceercerere s s ceses e seeeeanns 391
4.7.1 Ejercicios y respuestas de 1a SeCCiON 4.7 ....eeeeeeeeeeeeeeeeerenenen, 400
4.7.2 Ejercicios y respuestas del capitulo 4 ......eeeeceveeeeersesessereen: 401
5.5€ries de FOUNIEr ...ttt s s nne s 403
5.1 FUNCIONES OrtOZONAIES ..ot ese e s e sas e e e 405
5.1.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 5.1 .......ocoveeeeeceeereeeennnne, 413

5.2 S€ri€s A€ FOUTIEN ...uircceceresrecs s ssnsessessnsessessssessessasesssssssessses 414
5.2.1 Ejercicios y respuestas de [a secCidn 5.2 .....cceoeeveeereereeeverenens 420

5.3 Series de Fourier de Sen0S Y de COSENOS.......ceeeeeereeerersersesseeseesssenens 421
5.3.1 Ejercicios y respuestas de laseccion 5.3......cooeeeeeeeeeeeeneen, 426
5.3.2 Ejercicios y respuestas del capitulo 5 ....ocorceeeerceeceereeece e, 427
Lista de escenas interactivas.............ooreeeeveeeeeeeccseseseeeeeee et 428
Lista de VIdEOs.......ceecrcereerree et se st ssnse e s s snsns s 430

vi









Prefacio

El libro interactivo de “Ecuaciones diferenciales” se pensé para que el
estudiante tenga una herramienta practica en el estudio de las
ecuaciones sin perder el rigor que ésta conlleva, el libro contiene
teoria, ejemplos resueltos paso a paso y ejercicios propuestos con su
respectiva respuesta, pero también, tiene escenas interactivas donde
el lector puede cambiar los enunciados y visualizar las diferentes
graficas e interactuar con ellas, también cuenta con escenas para que
el estudiante repase conceptos de asignaturas previas como
matematicas operativas, calculo diferencial, calculo integral y algebra
lineal. Recuerde que para tener un buen desempeno en esta
asignatura se debe manejar muy bien los conceptos previos
adquiridos en las asignaturas mencionadas anteriormente.

El texto incluye 40 escenas interactivas, disefiadas en DescartesJS y
GeoGebra, para que los estudiantes y el lector puedan tener un
acercamiento mas practico con las ecuaciones, también se incluyen
26 videos de YouTube creados por el mismo autor del libro para
facilitar el desarrollo y mejor entendimiento de los diferentes
contenidos.

El libro tiene cinco capitulos, introduccion a las ecuaciones
diferenciales, ecuaciones diferenciales de primer orden, ecuaciones
diferenciales de orden superior, transformada de Laplace y series de
Fourier. Con esto se puede comenzar aprendiendo a clasificar las
ecuaciones para luego resolverlas de acuerdo a las caracteristicas de
cadaunadeellas.

Para evitar, al maximo, la dependencia con la conectividad en la red,
las expresiones matematicas se han construido recurriendo al APl de

KATEX.






Capitulo |

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES







1.1 Ecuaciones Diferenciales y modelos
matematicos

Las diferentes leyes que rigen el universo estan descritas en lenguaje
matematico. Cuando se deben describir fendmenos estaticos, el
algebra es suficiente para resolverlos, pero la mayoria de dichos
fendmenos naturales involucran cambios que dependen del tiempo,
es decir, implican una razén de cambio. Cuando un proceso describe
el comportamiento de algunos fendmenos de la vida real en términos
matematicos recibe el nombre de modelo matematico y se utiliza
para comprender las variables que lo conforman.

Luego de plantear un modelo, es necesario resolverlo y confrontar la
solucién para saber si es razonable con los datos experimentales o
con los hechos conocidos. Las hipétesis que se plantean implican una
razén de cambio de una o mas variables independientes con respecto
a una o mas variables dependientes, dicho modelo matematico
implica una ecuacién diferencial (ED).

Las ED tienen una importancia fundamental en las matematicas
debido a que son aplicables a casi todas las ramas del saber, como:
geometria, fisica, quimica y biologia. Estas permiten identificar y
aplicar técnicas y conceptos matematicos que admiten obtener e
interpretar la solucién de una situacién problema en la que
intervienen relaciones entre tasas o razones de cambio de variables
definidas en diversos contextos.

Algunas aplicaciones son: movimiento rectilineo y caida libre,
deformacion de resortes y vigas, mezclas de soluciones salinas,
circuitos en serie, desintegracion radiactiva, fechado de fésiles con
carbono 14, crecimiento y decrecimiento poblacional, propagacion
de virus y enfermedades, cambio en las temperaturas y reacciones
quimicas entre otros.
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1.2 Definicion de ecuacion Diferencial

Definicion de ecuacion diferencial: una ecuacion
que contiene derivadas de una o mas variables
respecto a una o mas variables independientes, se
dice que es una ecuacion diferencial.

Hay dos formas de expresar ecuaciones diferenciales, las dos se van a
utilizar en este libro.

dy
— +4y =1
3) dx Y

b) ylll - 5yll + 4y — O
NOTACION:

Notacion de Leibniz: Utiliza los simbolos dy A dx para representar
incrementos infinitamente pequenos. Se representa como sigue:

dy d2y d3y d™y

de’ dzx?’ dx3 = dz"

Notacion de Primas: La notacién prima se usa para denotar el
ndmero de la derivada siendo esta usada hasta tres prima ("), de ahi
en adelante se utiliza notacion numérica: la cuarta derivada se
denota y(¥. La n-ésima derivada se escribe como y(™. Se representa

como sigue:

y/, y// y/// y(4) o y(n)

14



la notacion de Leibniz [lamada asi en honor del filésofo y
matematico aleman del siglo XVII Gottfried Wilhelm
Leibniz, utiliza los simbolos dx y dy para representar

incrementos infinitamente pequefiosdex A y
respectivamente, al igual que Ax A Ay representan
incrementos finitosz A .

SABIAS QUE

Leibniz comenzd a usar el caracter f basandose en el caracter de la

palabra latina summa, que escribié como una "s" alargada. Este uso
aparecid6 por primera vez publicamente en su articulo "De
Geometria", publicado en Acta Eruditorum de junio de 1686.

La prima es un signo grafico que se usa en matematicas, artes,
ciencias y unidades de medida. En trigonometria, la prima sencilla
indica la precisién de minutos y la doble los segundos al referirse a
medidas angulares, cuando se aplica la nomenclatura sexagesimal.
Por ejemplo: 12°18'5" denota 12 grados, 18 minutos y 5 segundos.

En el caso de las funciones matematicas la prima sencilla indica la
primera derivada de la funcién, la doble prima indica
consecuentemente la segunda derivada y asi sucesivamente, de
doble prima en adelante son derivadas de orden superior.

En este libro vamos a utilizar las dos notaciones, pero es importante
resaltar que aunque la notacion de primas es mas practica y rapida de
escribir, la notacion de Leibniz tiene una ventaja sobre la notaciéon de
primas y es que muestra claramente ambas variables, la dependiente
y laindependiente.

15



1.3 Clasificacion de las Ecuaciones Diferenciales
Se clasifican de acuerdo a tres propiedades.

1.3.1 Segun el tipo:

Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO): es la ecuacién que contiene
derivadas respecto a una sola variable independiente. (Son las que se
estudiaran en este libro).

d
—y—l—y:senx

dx
y" +5y —3y=0

"z" Variable independiente.

y" Variable dependiente.

Ecuacion Diferencial Parcial (EDP): es la que contiene las derivadas
parciales respecto a dos o mas variables independientes.

ou Ov

dy Oz
"z" A\ "y" Variables independientes.

"u" A "v" Variables dependientes.

Nota: Como todas las ecuaciones diferenciales que vamos a trabajar
en este libro son ordinarias las vamos a llamar ED.

16



1.3.2 Segun el orden:

El orden de una ED es el de la derivada de mayor orden que hay en la
ecuacion.

2
% + 5y = senz ED de segundo orden.

y" +5y" — 3y +y =0 EDdetercerorden.

d4y d2y

dzt + T2 +y =e* EDdecuartoorden.

y + 2y = tanz ED de primer orden.

1.3.3 Segun la linealidad:

Se dice que una ED de n-ésimo orden es lineal si F es lineal en la
variable dependiente, esto significa que una ED es lineal si tiene la
forma:

d ny d n—ly
dz" + an-1(2) dxn—1

+.o+ al(x);i—z + ag(z)y = g(z)

an()
Las caracteristicas especiales son:

e lavariable dependiente A todas sus derivadas son de primer
grado.

e Los coeficientes de a,,a, 1,...,a1,a9 A las funciones
dependen a los mas de la variable independiente.

zy" — 4y = x? ED lineal de segundo orden.

17



La ecuacién es lineal porque la variable que tiene exponente es la
variable independiente.

z3y" + zy —y = In|y| ED no lineal de tercer orden.

La ecuacion no es lineal porque la funcién logaritmo depende de la
variable dependiente.

diy d%y ’ :
— +17( = | +16y=0 ED no lineal de cuarto orden.
dx dx

La ecuacién no es lineal porque la segunda derivada esta elevada a un
exponente.

Yy =y — vy’ ED no lineal de primer orden.

La ecuacion no es lineal porque la variable dependiente esta elevada
a un exponente.

En general es mas facil identificar cuando una ED es no lineal, que
cuando es lineal.

Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Plantillas con
descartes JS, debes arrastrar la flecha desde la ED lado izquierdo
hasta el texto del lado derecho para identificar el ordeny la linealidad
de cada ecuacion diferencial. Es importante aprender a identificar las
ED segun el ordeny la linealidad, para aplicar el método adecuado de
solucién que veremos mas adelante.

18


https://proyectodescartes.org/plantillas/materiales_didacticos/Emparejamiento1_texto_imagen-JS/index.html

Arrastra las flechas a la pestafia correspondiente
L 20 EpJiinealdeigrimery
ax
>
5 _ 700 4 12 s gy ED Mneel s primer
2) Ty 12y"'+8y"'=
—> ED]linealldelquinte]
(a+ a)% +e"y=0
ax
1/5

1.4 Solucion de una ecuacion Diferencial

Definicién: Cualquier funciéon f definida en un
intervalo I A que tiene al menos n derivadas
continuas en f, las cuales cuando se sustituyen en

una ED ordinaria de n-ésimo orden reducen la
ecuacion a unaidentidad, se dice que es una solucién
de la ecuacién en el intervalo.

Intervalo de definicién: La solucion de una ecuacion diferencial debe
estar definida en un intervalo. Dicho intervalo se conoce como
intervalo de definiciéon, intervalo de existencia o dominio de la
solucion.
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1.4.1 Tipos de soluciones

Solucidn trivial: Es la solucion de una ED que es idéntica a cero en un
intervalo I.

y=20

Puede ocurrir que una ecuacién de orden superior tenga una o varias
soluciones triviales, lo que no puede ocurrir es que todas las
soluciones sean triviales.

Solucidn explicita: Es la solucién en la que la variable dependiente se
expresa s6lo en términos de la variable independiente A las

constantes.
y 1, g .
Lafunciony =4 + 56 * es solucion explicita de la ED.

dy
—= 4 By =20
dx

1
Enel ejemplo (1) de la pdgina 21 se verificaraque y =4+ 56*5“’

d
es solucionde laED d_y + 5y = 20
x

Solucién implicita: Se dice que una funcién G(z,y) =0 es una

solucién implicita de una ED en un intervalo I, suponiendo que existe

al menos una funcion f que satisface la relaciéon asicomolaED en I.
dy

La funcién 22 + y? = 4 es solucién implicitade laED —Z = —

x
—en
dx Y

elintervalo -2 <z < 2

20



Ejemplo 1. Verificacion de una solucion

T

Verifique que la funcién y =4 + ce ®* es una solucién de la ED

—Z 4+ 5y =20
d:c+y

Solucion

Como la ecuaciéon es de primer orden, se debe derivar una vez la
funcion.

&y
dx

= —bHce "
Reemplazando la funcién A la derivada en la ED se tiene.
—bce ®* + 5(4 + ce ) =20

Aplicando propiedad distributiva.

—5ce % + 20 + 5ce 5% = 20
Agrupando términos semejantes queda 20 = 20

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacion es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcion.

d
y = 4 + ce > es solucién de laED d—y + 5y = 20
x

21



Ejemplo 2. Verificacion de una solucién

—3x

Verifique que la funcidon y = xe™°* es una solucién de la ED

y'+6y +9y =0
Solucién

Como la ecuacion es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion, tenga en cuenta que se debe derivar como un producto.

Yy = x€e"
y = —3ze 3% + e

y" = 9xe 3% — 373 — 3e 3

Agrupando términos semejantes.

y" = 9ze 3% — 6e~32

Ahora reemplazamos la funciény las dos derivadas en la ED.
9ze 3% — 6e 37 +6(—3ze 3% + e 3%)+9(ze3%) = 0
Aplicando propiedad distributiva.

9ze 3% — 6e 3" — 18ze 3% + 6e 3 4 9ze 3% = ()

Agrupando términos semejantes.

22



0=0

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacion es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcion.

y = ze % essoluciondelaED g + 6y’ + 9y = 0

Ejemplo 3. Comprobacion de una solucidon

Verificar si la funcion y = xsen(ln |z|) es solucién explicita de la ED
22y’ +zy +2y =0

Solucion

Como la ecuacion es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion, tenga en cuenta que se debe derivar como un producto.

y = zsen(ln |z|)
1
y' = zcos(In |z|)— + sen(In|z|)(1)
T
y' = cos(In |z|) + sen(In|z|)
2

1
_ _sen(In|z|)~ In |z|) =
Y sen( n\:c|)m + cos( n|zc\)m

23



Ahora se reemplaza la funcién y sus derivadas en la ED de segundo
orden.

1 1
r?(—sen(In|z|) = + cos(In|z|)=)+z(cos(In |z|) +
T T
sen(ln|z|))+2(zsen(ln|z|)) =0
Propiedad distributiva.

—zsen(ln|z|) + zcos(In |z|) + zcos(In |z|) + zsen(In |z|) +
2zsen(In |z|) =0

Agrupando términos semejantes se obtiene.
2zcos(In |z|) + 2zsen(ln|z|) =0

Como no se cumple la identidad, se puede afirmar que.

y = zsen(ln |z|) No es la solucién de laED
o’y +xy +2y=0

Ejemplo 4. Comprobacién de una solucion
implicita.

)

WS

Demuestre que la relacién 2 + y?> = 4 es solucién implicita de la

d
ED Y = —Tenelintervalo (—2,2)
dz Y

24



Solucion

Se deriva dos veces la funcion.

d d
2z + 2y_y = (0 despejando se obtiene 9 = T
dx dx y

Ademas, resolviendo z? + y®> =4 para y en términos de z se
obtiene.

y=tv4— x?

las dos funciones y = v4 — 22 Ay = —+/4 — x2 satisfacen la
relacién z2 + y? = 4 A son las soluciones explicitas definidas en el

intervalo (—2, 2)

Las dos funciones, tanto la positiva como la negativa,
satisfacen la relacion A son la solucién implicita,
definidas en el intervalo abierto (—2, 2)

Ejemplo 5. Comprobacion de una solucién
implicita.

o

Demuestre que la funcién z%y — tanz + y> = O es

solucién implicita de la ED (2zy — sec’z)dz + (2% + 2y)dy = 0
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Solucion

Primero debemos organizar la ED, dividiéndola toda por dx

dy

=0
dx

(2zy — sec’z) + (z? + 2y)
: dy
Ahora despejamos el dr obtenemos.
x
dy sec’x — 2xy
der  z2+4+2y

Ahora vamos a derivar la funcién z?y — tanz + y?> = 0 aplicando
derivacion implicita.

d dy
2dy+2xy—sec w—|—2yd—:0

d
Agrupando los términos con d—y al lado izquierdo y los otros términos
x

al lado derecho, obtenemos.

d d
:L'2—y + 2y—y = —2zy + sec’x

dx dx

d
Sacando factor comun 9y
T

d
—y(ar:2 +2y) = —2zy + sec’x

dx

d
Despejando % obtenemos.
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dy sec’x — 2xy

de  z2+42y

Como los dos resultados son iguales, podemos decir
que la funcién z?y — tanz + y*> = 0 es solucién

implicitade la ED

(2zy — sec’z)dz + (x* + 2y)dy = 0

1.4.2 Familias de soluciones

Familias de soluciones: una ED puede tener una cantidad o de

soluciones que corresponden a las elecciones ilimitadas de
parametros. Todas estas familias se llaman familias paramétricas de
soluciones. El pardmetro esta directamente relacionado con el orden
delaED.

Si la ED es de primer orden, la solucién es uniparamétrica. Hay un
parametro c que puede tomar diferentes valores.

Si la ED es de segundo orden, la solucién es biparamétrica. Hay dos
parametros c; A c9 que pueden tomar diferentes valores.

Si la ED es de tercer orden, la solucién es triparamétrica. Hay tres
parametros cy, ¢ /A c3 que pueden tomar diferentes valores.

Si la ED es de orden n, la soluciéon es n-paramétrica. Hay n
parametros cy, ¢, c3 . . ., ¢, que pueden tomar diferentes valores.

27



Solucion general: Es la funcién que satisface a la ED A que contiene

una o mas constantes arbitrarias dependiendo del orden de la
ecuacion diferencial y que fueron obtenidas de las sucesivas
integraciones.

Lafunciony = cizcos(In |z|) + cozsen(In |z|)
Es una solucion general de la ED.

z2y" —zy' + 2y =0

La funciony = c1€%® + coze?®
Es una solucion general de la ED.

y' — 4y +4y=0

Solucién particular: Es la funcion que satisface a la ED A cuyas
constantes arbitrarias toman un valor especifico.

2 1
La funciony = gmcos(ln |z|) — gaf:sen(ln |z|)

Es una solucion particular de la ED.
iy —xy' +2y =0

3 1
La funciény = 5625” — —xe¥®

2

Es una solucion particular de la ED.

y'—4y' +4y =0
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de comprobacién de una solucién explicita.

Veren [EBYouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de comprobacién de una solucién explicita.

MAS VIiDEOS

P O o B & YouTube 3
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1.4.3 Curva solucion

Curva solucion: La grafica de la solucién de una ED se llama curva
solucion. Puesto que la funcién es derivable y continua en el intervalo
de definicién I. Es probable que la grafica de la ED sea diferente a la

grafica de la solucién, por lo cual el dominio de cada una no
necesariamente debe ser igual.

Geométricamente, la solucion general representa una familia de
curvas. La solucién general es una familia de graficas que van
cambiando dependiendo del valor del parametro ¢, la solucidn

particular es una de las curvas de la familia.

Geométricamente se puede hallar la solucion de unaED y' = f(z,y)
dada. En cada punto (z, y) del plano xy, el valor de f(x, y) determina
una pendiente m = f(z,y), esto significa que la solucién de una ED
es simplemente una funcion derivable cuya grafica y = y(x)
tiene su “pendiente correcta” en cada punto (z, y(x)).

Una curva solucién de laED ¢’ = f(«, y) es claramente una curva en
el plano zy cuya linea tangente en cada punto (z, y) tiene pendiente

m = f(mv y)
En la siguiente escena interactiva podras interactuar con la solucién

T . Y 2t
—In |t?2 + 1| + ¢ delaecuacidondiferencial —= = )
y=In| | it 2+1

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Jorge L. Herrera,
podras ver cdmo cambia la grafica de una ED al cambiar el valor del
parametro c.
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Ecuacion diferencial.

=

@ _ L Deslice el puntero para ver la construccion de la
dt 12 +1 " Familia de Soluciones.
4
Solucion general: :2 c.: °
y=In{t+1)+c T
a8
-]
4
2
T - -8 —4 -2 L] 2 4 -] 8 10 12 1 8
-2
4

En la siguiente escena interactiva, disenada por Adrian Rocha
Ichante, podras ver cdbmo cambia la grafica de la ED al cambiar el
valor del parametro c. La solucion es una familia de soluciones.

Ecuacion diferencial
Y=y

Solucién general

y = ce”

[ Z|
[m]
Condicion inicial _
y(0) =3 .4

Solucién particular
y = 3e”

1 1.5 2 25 3 s 4 45 5 55
(1.-2)

Condicion inicial
y(1l) = —2

Solucién particular

[«

3y — —2e% 1
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1.5 Problemas de valor inicial

A menudo es interesante resolver una ecuacion diferencial de primer

d
orden de la forma d—y = f(x,y), sujeta a la condicién inicial
T

y(wo) = Yo

Ejemplo 1. PVl de primer orden

y = ce® es una familia uniparamétrica de soluciones de la ED de
primer orden y' =y en el intervalo (—o0,00). Determine una

soluciéon del problema de valor inicial PVI de primer orden que
consiste en esta ecuacion diferencial A la condicién inicial y(0) = 5

Solucién

y = ce” Se reemplaza la condicién inicial
y(0) = 5. Recuerde que la condicion
inicial es y(z¢) = yo, es decir, y =5
cuandoz =0

5= ce’ El valor del parametro es:

c=25 reemplazando en la solucién general,

obtenemos la solucién particular.

y = de

32



Ejemplo 2. PVI de segundo orden

y=-ce*+ coe?® es una familia biparamétrica de soluciones de la
ED de segundoordeny” — 3y’ — 2y =0

Determinar ¢; A cs de modo que se cumplan las condiciones iniciales
y(0) =27y'(0) = -3

Solucion
y = c1e” " + cpe®® es lasolucién generaldelaED y” — 3/ — 2y = 0

Para hallar los valores de ¢; A ¢ y expresar la solucién particular se
debe reemplazar la condicién y(0) = 2 en la solucién de la siguiente
forma:

2= c160 + 0260. Recuerde que e’ = 1, entonces gueda una ecuacioén
con dos incognitas 2 = ¢; + co vy lallamamos ecuacion (1)

Para resolver esta ecuacion se necesita tener otra ecuacion con dos
incognitas, entonces se deriva la solucién y se reemplaza la condicion

y'(0) = —3 de lasiguiente forma:

Derivando la solucion obtenemos y' = —cie @ + 2co€e%®
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Reemplazando la condicién inicial —3 = —c;€° + 2c2€ se llega a la
ecuacion —3 = —c; + 2¢2  ylallamamos ecuacion (2)

Con las ecuaciones (1) A (2) se puede formar un sistema de
ecuaciones.

Cl—|—02:2
—c1 + 2¢cp = -3

Este sistema se puede resolver por igualacion, sustitucion o
eliminacion.

Teniendo en cuenta las dos ecuaciones resultantes, lo vamos a
resolver por eliminacién.

wt co =2
¢y + 2¢p = —3
3cy = —1
Obtenemos cy = —%

Reemplazando en la ecuacién 2 = ¢; + ¢ llegamos a.

1
2261——

3

Despejando c; se obtiene.

7
C1 = —

3
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Entonces la solucién particular es.

Ejemplo 3. Intervalo de definicion de una
solucion

1

es una familia uniparamétrica de soluciones de la

YT re
ecuacion diferencial de Primer orden y' 4+ 2zy? = 0. Determine una
solucion del PVI y(1) =4 de primer orden que consiste en esta

ecuacion diferencial y las condiciones iniciales dadas. Dé el intervalo
en el cual esta definida la solucion.

Solucion

Yy=— es la soluciéon general de laED ¢ 4 2zy% = 0

r° +c

Para hallar el valor de c se debe reemplazar la condicién y(1) = 4 en
la solucién de la siguiente forma:

4 = Despejando obtenemos. 4 + 4¢c = 1

12 4+ ¢

3

Despejando el parametro c obtenemos ¢ = — 1
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1 3
La solucion particulares y = 3 el dominioes R — {:I:%}
2
x

4

El intervalo de definicion esta dado por.

~v3\, (3 v3), (V3
(e (30 %) o (5)

1.5.1 Campos direccionales

A partir del capitulo 2 se hard un analisis de los diferentes métodos
para resolver ED, para lo cual, es necesario identificar primero el tipo
de ecuacioén para saber cual o cudles métodos aplicar, pero antes de
proceder a dicho andlisis, nos detendremos en la interpretacion
geométrica de las ED y sus soluciones.

Desde el punto de vista geométrico hay un método para obtener
soluciones aproximadas de la ED ¢y = f(z, ) a través de cada grupo

representativo de puntos (x, y) en el plano se obtiene un segmento
lineal con pendiente m = f(z,y), todos los segmentos lineales
constituyen un campo de pendientes o un campo direccional.

La terna (,y, y’) determina la direcciéon de una recta que pasa por el
punto (x,y). El conjunto de los segmentos de estas rectas es la
representacion geométrica del campo direccional.

Una Iséclina es el conjunto de los puntos del plano en donde las
rectas tangentes a las graficas de las soluciones de la ecuacion
diferencial tienen la misma pendiente. Estos puntos son aquellos que
satisfaceny’ = f(z,y) = ¢
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En las siguientes tres escenas interactivas podres ver el
comportamiento de los campos direccionales y las Isdclinas de
diferentes ED.

En la primera escena interactiva podras ver el comportamiento del
. . ) d x
campo de direcciones de una ED de primer orden “y__z y la
dr Y
grafica soluciéon para diferentes valores del parametro (radio de
circunferencia).

En la segunda escena interactiva podras ver el comportamiento del
campo de direcciones, densidad y longitud de una ED de primer

orden d_y = x, pero puedes cambiar la ED ingresando otra funcién
x

diferente, ademads, puedes visualizar soluciones particulares para
diferentes valores del pardmetro.

En la tercera escena interactiva podras interactuar con las Iséclinas
que estan formadas por la solucién de la ED.

Yy =x+y—1.

Al mover el deslizador, podras ver las pendientes de las rectas
tangentes de acuerdo con larecta.

k=x+y+1

Las flechas indican cdémo va cambiando el campo de direcciones de la
ED.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Jorge Olivares Funes,
podras ver el campo direccional de una ED y cdémo cambia el radio de
la circunferencia.
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Campo de direcciones
n=11

S e

Radio de la circunferencia
r=185

B

campodirecciones1

20 25 a0 35 a0 45 50°

Ecuacion diferencial

dy _—=

dr =~y

En la siguiente escena interactiva, disefiada por

ver el campo direccional de una ED.

Soed Torres, podras

3
-

&7

Denaidad de‘l \ Nt 2 / Ingrese la funcion
Campo de direcciones \ N 2 / y /
9. f*y)=x
Longitud del \ N 2/ /
Campo de direcciones | N YA/
12 ,_m iy = 1\ f‘r4 J'Jl 8 8 10 1:
Step size: 0.1 \ 9{2_5{5' -2 g’.lfs] Ecuacion diferencial
[+/] Solution A \ / /
EI Solution B d;y =x
[+] Solution C \ A dx
[+/] Solution D \ /]
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En la siguiente escena interactiva, disefada por Diego Sandoval,
podras ver las Iséclinas de una ED y cdmo cambian a medida que se
cambia el valor del parametro.

o7

1.5.2 Existencia y unicidad

Cuando se considera un problema de valor inicial (PVI) se deben
considerar dos preguntas:

¢Existe la solucion del problema? Si la respuesta es afirmativa se
debe preguntar ¢La solucion es Gnica?

DadaunaED dy _ f(x,y)
dz

Donde f(x,y) estd definida en una regidén rectangular R que
contiene al punto (g, ¥o)
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Si f(z, y) satisface las condiciones:

1. f(=x,y)escontinuaenR,

0
2. —f es continuaen R
Oy

Entonces existe un intervalo I con centro en xy A existe una y sélo
una funcién y = g(z) definida en el intervalo I que satisface la
condicién inicial y(z¢) = yo

En otras palabras, las condiciones para la existencia de la solucién
son:

e Continuidad de f(z,y) enR,
e Acotamiento de f(z,y) por R,

Y las condiciones para la unicidad son:

e Continuidad de f(z,y) A g—f enR,
Y

0
e Acotamientode f(z,y) A a—‘; por R,

Estas condiciones son suficientes pero no necesarias, porque puede
existir una solucion que satisface y(xg) = yo, pero que no cumple la

condicién 1, o la condicién 2, o ninguna de las dos.

A continuacion vamos a ver un ejemplo y luego a definir la existencia
y unicidad de soluciones.
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Ejemplo 1. Existencia y unicidad

Cada una de las funciones y = 0 A y = x? satisface la ED

d
d—y =2,/y A lacondiciéninicial y(0) = 0
T
Solucién
dy . :
El PVI o 2,/y, y(0) = 0tiene al menos dos soluciones. como se
x

muestra enlafigura 1.

El estudiante puede verificar que las dos funciones son solucién de la
ED, ademas, las graficas de las dos soluciones pasan por el mismo
punto (0, 0)

-2

4

Grafica 1 Dos soluciones del mismo PVI.
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Existencia y unicidad de soluciones: Suponga que
tanto la funcién f(z,y) A suderivada D, A (z,y)

son continuas en algun rectangulo R en el plano xy
que contiene el punto (a, b) en su interior. Entonces,
para algun intervalo abierto I conteniendo el punto

a, el problema de valor inicial

dy

% — f(x7y)

Tiene unay sélo una solucién que esta definida en el
intervalo I

Verificar si la funciény = — cumplelaCl. y(0) =1

+ cx
Solucion

Reemplazando las condiciones iniciales y =1 cuando £ =0 en la
funcion, obtenemos.

0
1 = —————nosquedalaecuaciéon1 = 0lo cual es un absurdo.
1+ ¢(0)

Esto quiere decir que es imposible que dicha solucién cumpla las
condiciones iniciales.
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Ejemplo 3. Existencia y unicidad

d
Demuestre que la ED % + y = 0 tiene solucion unica para la Cl.
y(1) =3
Solucion

Vamos a demostrar que la ED tiene solucién Unica sin resolverla, para
esto debemos despejar la ED.

dy
de Y
La funcién f(z,y) = —y es un polinomio, por lo cual es continua en

todo el plano R?

Ahora se deriva parcialmente la funcion respectoa y

of
—_ _1
Ay

Es una funcion constante, por lo cual es continua en todo el plano R?
Ambas funciones son continuas en cualquier rectangulo que

contenga el punto (1, 3), como se cumplen las condiciones 1 A 2 en
un intervalo con centro en xy entonces el PVI tiene solucién Unica.
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Ejemplo 4. Existencia y unicidad

dy
Determine una region del plano zvy para el que la ED — = ,/x
g P yp q do \VTY

tiene solucion Unica, cuyas graficas pasen por un punto (zg, yo) en la
region.

Solucion
f(z,y) = /zy

Una raiz par no puede ser negativa, pero como esta en el numerador
puede ser 0

La funciones contindaparaz > 0 Ay > 0oparaz < 0Ny <0

Ahora se deriva parcialmente la funcion respectoa y

of _
oy

1 /x

2V y

S

Una raiz par no puede ser negativa, pero como y esta en el
denominador no puede ser 0

La funciénes contindaparaz >0 A y > 0oparaz<0Ay<0

La funcién es continda en la intercepcion de los dos rectangulos es
decirparaz > 0Ay > 0oparaz<0Ay<0
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1.6 Repasando trigonometria y derivadas

Como acabas de ver en los contenidos vistos hasta ahora es muy
importante que manejes bien los conceptos de trigonometria basicay
de derivadas, por eso vamos a repasar un poco dichos contenidos, si
ya los manejas bien, pasa directamente a la pagina 53 para practicar
lo visto hasta el momento.

A continuacion encontrards una tabla con las identidades
trigonométricas basicas y pitagéricas para que uses al resolver
ejercicios que contengan funciones trigonométricas.

Identidades trigonométricas basicas

tanx = cotx = 1 1
S HIELE secxy = £5cx =
€OSX senx
sen®x + cos®x =1 Despejando sen’x = 1—cos’x  cos®x =1—sen’x
1+ tan’x = sex?x Despejando tan’x = sex®x —1 1= sex’x —tan’x
1+ cot’x = csc’x Despejando cot’x = csclx — 1 1 =csc?x —cot’x
Angu]n' medio =
senly = 1= cosox 5 1+ cos2x can? 1 — cos2x
cos X = ————— an<xy = ——
2 2 1+ cos2x
Anpulodoble  sen2x = 2senxcosx cos2x = cos x — sen’x Itanx
tanlx = ————
1—tanix
Angulo opuesto  sen(—x) = —senx cos(—x) = cosx tan(—x) = —tanx
Angulo opuesto csc(—x) = —cscx sec(—x) = secx cot(—x) = —cotx

Tabla 1. Identidades trigonométricas.
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Ahora vamos a repasar derivadas. Recuerda que una derivada se
puede resolver utilizando el concepto de limite, pero como ya viste la
asignatura calculo diferencial y aprendiste a derivar utilizando el
concepto de limite y nuestro interés es sélo derivar de forma
correcta, vamos a utilizar la siguiente tabla que contiene las
derivadas basicas, la regla de la suma y de la diferencia, la regla del
producto y la regla del cociente, ademas las derivadas de las
funciones hiperbdlicas las cuales vamos a utilizar cuando resolvamos
ED de orden superior.

Tabla de derivadas

d _
~lel=0 a7 =0 [senx] = ? {secx] = secxt
=, [senx] = cosx 7, [secx] = secxtanx
d d i d d
= [x] =1 E[kf{x)] =kf'(x) a[cosx] = —senx a[cscxj = —cscxcotx
d d d d 1
— [ax] = g% —[& = 2 _ tx] = — 2 _ -1 —
T l[e*]=e d.x[ anx] = secx I |cotx] cscix i [sen™1x] Neps
d 1 drox] — qx d d —1
e s — [@*] = a*In|al el Y i ot -1, —
ax il =2 = rmlatil e e | b s |

Derivada de una suma d . .
H[u + ];] =u't1" Denuadadetmprnducto dixl'uv'l = L

Derivada de un : d . :
d [li] i ru' :uu a [oh] = —hr = |eschx]| = —ecschxcothx
dx lp v dx

d
o — Rl = hx d d
dx [senhx] = coshx dx [coshx] = sen = [cothx] = —csch?x T [sechx] = —sechxtanhx

Tabla 2. Derivadas.

En la siguiente escena interactiva, resuelve los ejercicios propuestos
que corresponden a la derivada de la suma y la diferencia de
funciones.
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Para comenzar debes recordar las siguientes propiedades.

i(u:l:v) =u £
dx

d

T (z)" = nz™ !

Debes resolver en tu cuaderno o libreta de apuntes cada ejercicio y
después verificar que tu solucién corresponda con la de cada
ejemplo, luego da click en el botén otro ejemplo para resolver mas
ejercicios hasta que consideres que ya recuerdas bien el concepto de
derivada.

En la siguiente escena interactiva, Que se encuentra en la pagina 112
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de

polinomios.

o]
f(x) =-10x+2x*+7x-7

d . ,
e f(x) =-30x*+4x+7

En la siguiente escena interactiva, resuelve los ejercicios propuestos
gue corresponden a la derivada de un producto.
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Selecciona la opcidn apropiada y dale verificar. Si deseas ver el paso a
paso, pulsa el botdn Ver solucion. Luego selecciona siguiente para ver
otro ejercicio.

Recuerda que es muy importante derivar los productos de forma
adecuada para verificar soluciones de ecuaciones diferenciales tanto
de primer orden, como las de orden superior que se veran en el
proximo capitulo.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 120
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de
un producto.

Ejercicio 1 de 6 E

Sean f(x)=3x y g(x)=x’+x.
¢, Cual es la derivada de f-¢?

O 9x2+6x
O 2+dx
O 2x+4
O 302x+1)

Ver solucion

Siguiente »
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En la siguiente escena interactiva, resuelve los ejercicios propuestos
qgue corresponden a la derivada de un cociente, verifica que tu
solucion corresponda con la de cada ejercicio, luego selecciona
siguiente para ver otro ejemplo.

Cuando se deriva un cociente es muy importante tener en cuenta el
orden de la derivada. La formula de |la derivada del producto y del
cociente las encuentras en la tabla de la pagina 45.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 119
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de
un cociente.

Ejemplo 1 de5 =

Calcular la derivada de f(::():i3
X

9 fx)= L

dx dx x°
d d
_1 3__3.1
(dx )X (dxx)

B TS
0-x3-3x2-1 _ 3x2 3

X0 X0 x>

Siguiente »
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En la siguiente escena interactiva, resuelve cada ejercicio y
selecciona la respuesta correcta, dale verificar para comprobar si es
correcta, luego selecciona siguiente para ver otro ejercicio.

Podras comprobar tu destreza para derivar un cociente en el cual hay
polinomios, funciones trigonométricas, logaritmos y exponenciales.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 124
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas de

un cociente.

A
Ejercicio 1 de 4. ¢Cual es la derivada de f(x)=M’7 @

sen(x)
Respuesta: v
a) f'(x)= -5en(x)
c cos(x)
.. sen’(x)-cos’(x
b) f ()= SLLCA D

sen’(x)

c) f'(x)=-csc?(x)

cos’(x)-sen’(x)

d) f'(x)=

sen’(x)

'« Anterior Verificar

" Siguiente » "

50


https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Libro_Calculo_Diferencial-JS/index.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/interactivo4.html

Los siguientes ejercicios fueron disefiados por Miguel Angel Cabezén
Ochoa. En esta escena interactiva puedes realizar ejercicios
aplicando regla de la cadena con diferentes funciones. Selecciona el
tipo de derivada a practicar, haciendo clic en una de las opciones de la
columna izquierda. La ultima opcién muestra diferentes funciones de
forma aleatoria.

Tienes a disposicién una gran cantidad de ejercicios. Te sugerimos
realizarlos en tu cuaderno o libreta de apuntes, cuando hayas
terminado puedes verificarlos con la solucion del interactivo.

Asi que mucho animo y ponte a practicar.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 132
del libro Calculo diferencial interactivo, podras repasar derivadas
utilizando regla de la cadena.

A
v = " oy = ™ () o)

Fisd
=)

g = ) Syt = (e Regla de |la cadena
© , y - G0 ina fla())=f'(g(x))-g'(x)

N

o Infisd = y'=

S

w = senfix) — y' = f'{xlcosfix)

Para empezar haz clic sobre un tipo de derivada
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Practiquemos

En la siguiente escena interactiva, adaptada de Plantillas con
descartes JS, encontrards una sopa de letras con 10 palabras
relacionadas a las definiciones que acabas de estudiar en las paginas
anteriores sobre clasificacion de las ecuaciones diferenciales, tipos
de soluciones y problemas de valor inicial entre otros. Recuerda que
es muy importante comprender bien los conceptos tedricos para
resolver de forma adecuada los ejercicios.

EIGIOR|ITIEIMA R AP|II  FKY

DI |F|E|R|E|N/C|I |[A|L|Z|T|P|N

VIiDIA DI ILIAEIN|II|L|Z|/ O EIE HallamDEFINIC‘IONIlES__

o|B|Z|A[H|S|E[S[A[P|P|R|R|D|X]| |overcas sl cerecnoo alrevés.

O(J|U/PIV QU QKT WA Y D|IP

RIMZ| H R/ NWR|E|G|I|L|Y/L|L

H O/ B|X|/C|G/U F|L|L|/HlU N|A|I

WX KIMC| L/ ND|/F|Q|l |C|G R|C

LINQ P E/WE| F|Y|E|C|I |[WE]|I

Z|Z|G/D|T|L|B|J|R|P|C|T|Y N|T

E[C/K|TIR|I |V|I|AlILIQRIX E|A

PR/l | ME/R|OR|DIE|N AV G|Z

AR/ MP| LI |C|I|TIAP SE|T

G|W s|x|Q[o|K[s[J|J|Z|Z|G|E|Y]| | Hazelicenlaprimera letra de Ia palabra,
luego dirige el raton a la Gthma letra y

Y RIL|Y|I |VIPIMF|E QQ|l GV vuelve a hacer clic. Palabra colorada es

incorrecta, palabra verde es un acierto.
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1.6.1 Ejercicios y respuestas del capitulo 1

Ejercicios de repaso Capitulo 1

o7l

En los ejercicios 1 a 20, Compruebe si la funcion indicada es una solucién o no de

la E.D. dada.

2. y=e€* 4 10e*

3. y=uazln|z

4. y — btanbdzx
5 _ sene
Y 3z

6 3

S T

1
7. Y
COST

de

de

de

de

de

de

de

2y +y

0

COST
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Capitulo 2

ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN
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2.1 Ecuaciones de variables separables

Definicién: se dice que una E.D. de primer orden de

d
la forma & _ @ es separable o que tiene
dr  h(y)

variables separables.

Método de solucion La solucion de la ED es de la forma.

[h(y)dy = [ g(z)dz +c

Nota: No es necesario emplear dos constantes de integracion al
resolver la ED, porque si escribimos [ h(y)dy + ¢1 = [ g(z)dz + c2

la diferencia entre cs — ¢; da como resultado una constante ¢

Ejemplo 1: Solucion de una ED separable

Resolver laED  zsenze Ydx — ydy = 0

Solucion

x senx e Ydr —ydy =0  Primerodebemos tener un diferencial
a cada lado de la ecuacion.
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x senx e Ydxr = y dy

x senx dxr = ialy

x senx dr =y e¥ dy

[z senz dz=[ye¥dy

Ahora separamos variables.

Pasamos Euler al numerador
aplicando propiedades de
potenciacion.

Los diferenciales indican que se
debe integrar.

Ahora se integra cada lado
aplicando integracion por partes.

f T senx dxr U=2=z dv = senxzdx
du = dz V = —COSZT

f x senx dr = —x cosx + senx + ¢

[ye¥dy u=1y dv = e¥dy

Jyetdy=ye?v—e?¥

— cosT + senx +c=

du = dy v=¢eY

Uniendo los resultados de las dos
integrales obtenemos la solucion
dela ED.

y e_y — e_y
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Factorizando obtenemos la solucién implicita.

eV (y—1) = —x cosx + senx + ¢

Ejemplo 2: Separando variables

ResolverlaED  ztanzdx — ycosxzdy = 0

Solucion

xtanzdx — ycosxdy = 0

rtane
dx = ydy
cosT
senx
r———dr = ydy
cos*x

senc
/ r—s—dz = / ydy
cos“x

Separamos variables.

La integral no es por sustitucion,
entonces se debe aplicar identidades
para integrar por sustitucion.

Senr

Recuerde que tanxz =
coSx

Los diferenciales indican que se debe
integrar.

La integral del lado izquierdo es por
partes, primero integramos el dv
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/ senx da U = COST du = —senxdzx

du B 1 1
— | == uwldu== = = secx
U U COST
senx
3T u==cx dv = 5
cos2y cos*x

du = dzx vV = secx

sent
T—W— = TSeCT — secxdzr
CcoS*x

Organizando la integral.

zsecx — [ secx = [ydy
Integrando a ambos lados obtenemos la solucién general.

Nota La integral de secante esta en la tabla de la pagina 70

2
zsecr — In |secx + tanz| + ¢ = 5

Despejando la y obtenemos la solucion explicita.

y = +/2zsecz — 2In|secx + tanz| + c

Recuerde que 2c = ¢
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Ejemplo 3: Quitando logaritmos

ResolverlaED z— =4y

Solucion

Antes de resolver la ED es importante anotar que cuando sea posible
se deben quitar los logaritmos.

dy 4 Subimos el diferencial.
T— =4y
dx
xdy = 4ydx Separamos variables.
@ _ d_'T Los diferenciales indican que se debe
Y T integrar.
dy _ 4 dx Integrando obtenemos.
Y x
Inly|=4In|z| +c Aplicamos la propiedad de logaritmos
cln|A| =In|Al
In|y| = In|z|* + ¢ Recuerde que e™?l = ¢
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4 . .
elnlyl — elnfal"+e Aplicando propiedades de
potenciacion.

4 .
elnlyl — ellzl™ | e Teniendo en la cuenta que
a™.am =a™" N ef=c

Obtenemos la solucion explicita.

Yy=-czT

Ejemplo 4: Problema de valor inicial

d
Resolver el PVI d—y -z Sujeto ala condiciény(4) = 3
x
Solucién
@ __z Recuerde que para integrar no
dz Y pueden haber diferenciales en el
denominador.
ydy = —x dx Los diferenciales indican que se debe
integrar.
[ydy=—[zdz Integrando obtenemos.
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y_2 oz L despejando la constante.
2 2
2 2 T
Yy n z_ c Simplificando.
2 2
y? +22=c Reemplazando condiciones iniciales.
32 +42 = Elvalordelac
c=25 La solucioén particular es.

Nota: Al multiplicar 2 por una constante c el resultado es c.

y? + 22 =25

En el ejemplo anterior solucionamos una ecuacion diferencial por
variables separables y en la solucién general reemplazamos las
condiciones iniciales para hallar el valor de la ¢ y obtener una

solucion particular. noten que el valor del pardmetro ”¢” varia de
acuerdo a las condiciones iniciales.

La ecuacién del ejemplo 4 la vamos a graficar en la siguiente escena
interactiva teniendo en la cuenta el PVI y podras observar como
cambia la grafica al cambiar el valor del pardmetro. La ¢ varia desde

0.1 hasta 25.
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Las ED al igual que las ecuaciones algebraicas se pueden graficar en el
plano cartesiano, algunas ED son muy sencillas de graficar, pero hay
otras muy complejas.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Jorge Olivares Funes,
podras ver cdmo cambia la grafica del ejemplo 4 al cambiar el valor
del pardmetro. Al resolver la ED el parametro se convierte en el radio
de la circunferencia.

~ o]

Ecuacion diferencial
dy —=x
de y

= 4 : ; ; TR n

Solucion particular

x? 4 y? =145

Ejemplo 5: Problema de valor inicial

dy

Resolver laED — =
dx

Sujeta ala condicion y(0) = —5
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Solucion

dy _ _9 Separando variables.
P Yy
x
@ — _9dz Los diferenciales indican que hay que
Y integrar.
dy _ —2/dx Integrando obtenemos.
Y
Inly|=—-2z+c¢ Quitando el logaritmo.
y = ce *® Reemplazando condiciones iniciales.
—5 = ce! El valor del pardmetro es.
c=—5 La solucion particular es.

y = —be %

En la siguiente escena interactiva puedes ver la grafica del ejemplo 4.
Podras ver en la escena interactiva, cémo cambia la grafica de la ED al
cambiar el valor del pardmetro en un intervalo de [—15, 15], el valor
de la x lo puedes cambiar de [0,100] y el valor de la k lo puedes

cambiar de [—5, 5].
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Al interactuar con los deslizadores podras observar cémo cambia la
grafica, también podras observar la ecuacion diferencial y veras la
solucion particular de dicha ecuacion.

Enlasiguiente escena interactiva, disenada por Jorge Olivares Funes,
podras ver cdmo cambia la grafica del ejemplo 4 al cambiar el valor de
la constante.

o7

Ecuacion diferencial

d
:{Z = —0.5y

Solucion particular

—0.5x

y = 1B6e

En las siguientes dos escenas interactiva podras resolver ED por
variables separables, en la primera debes tener en cuenta que el
resultado se da con el parametro despejado.

En la primera escena interactiva debes ingresar la funcién f(x)
(funcion con términos en la variable ) en la primera entrada y la
funcion g(y) (funcidén con términos en la variable y) en la segunda
entrada, luego vas a ver la ED igualada a cero y la solucién general.
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En la segunda escena interactiva encuentras una ED resuelta en dos
pasos, los pasos los puedes ver interactuando con el deslizador, luego
puedes practicar con diferentes ED cada una con su respectiva
respuesta.

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED por variables separables y visualizar su grafica.

o7

Ingrese el término con diferencial dx
fix) =x sen(x?) + 7 - x
Ingrese el término con diferencial dy

aly) =3y* +y sen(y)

Ecuaci6n Diferencial: (x sen(x?) 4+ 7 — x)dx + (3 y* +y sen(y))dy =0

Ecuacidn para integrar

j[z sen(z?) + 7 — a)da + f{s ¥t +y sen(y))dy =C

Solucion General

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED por variables separables. Con el botén "Practice”
podras ver diferentes ejercicios y con el botén "Show" visualizaras el
resultado.

En el video podras observar un ejemplo de ecuaciones diferenciales
por variables separables.
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Example

Salve the DE

In(c) see(y}ds + se¥dy = 0 Solve the DE M (s, yldx + Nz yldy = 0
using separation of variables. where

Moy =7 New=*?

Rewrite the equation in the foom: f(z)de + gluldy = 0.

]n-(:} dr +e'cos{yldy 0

-2
Tntegrate The solution ia: i o+ \-'(ng R e

f ].uiz_] dz + fe-“c-g:s{y]dy =

[Use substivution for first integral and IJ Instructions

and integirtion by parts for the second.) 1. Click on button Example to study the example
1 1 2. Use shder to view stepwise solution.
1 2 . L e
= Mn(=))" + = {e? coa(y) + e sin(y)) — ¢ 2. Click on button Sractics to genarate = proglem.
“ - . 4. Click on button Show answer to check your answer.
(i)} + *(cos(y) + sinfy)) = C o
5. Motice your answer may be equivalent to the one given here

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de variables separables.

=

Vi 2B YouTube
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2.1.1 Tablade Integrales

Como acabas de ver en los contenidos vistos hasta ahora es muy
importante que manejes bien las integrales, por eso a continuacion
encontraras una tabla con algunas de las integrales que encontraras
en los diferentes ecuaciones diferenciales que tendras que resolver
en este libro tanto en la segunda unidad como en las posteriores.

A continuaciéon encontrards una tabla con integrales para que uses al
resolver ejercicios.

Tabla de integrales

1. [ senx dx = —cosx + ¢ 2. [cosx dx = senx + ¢
3. fsecxtanx dx = secx + ¢ 4. f cscxcotx dx = —cscx + ¢
5. [ sec?x dx = tanx + ¢ 6. [ csclx dx = —cotx + ¢
7. [ secx dx =In|secx + tanx|+c 8. [ csex dx =In|escx — cotx|+c
1
9. [ In|x| dx = xIn|x| — x+c 11[]._|‘F'm|x| = In|In|x|| — x+c
du —qu du 1 —1u

11. f\w = sen” ' —+c 12. —oa = tan”—+c
13. [ tan®x dx = tanx — x+c 14. [ cot®x dx = —cotx — x+c
15. [ sen’x dx = = x — = sen2x+c 16. [ cos®x dx = > x + ; sen2x+c

2 4 2 4
17. [ sen®*x dx = —; (2 + sen’x)cosx+c 18. [ cos®x dx = i (2 + cos’x)senx+c
19. [ xsenx dx = senx — xcosx + ¢ 20. [ xcosx dx = cosx — xsenx + ¢

21, [ e**cosbx dx = ﬁ (acoshx + bsenbx)+c

E,a.r

22. [ e%senbx dx = (asenbx — bcosbx)+c

a’+h?

Tabla 3. Integrales.
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2.1.2 Repasando integrales

Como acabas de ver para resolver ED es muy importante que
manejes bien las diferentes técnicas de integracion, por eso vamos a
repasar un poco integrales, si ya los manejas bien, pasa directamente
alapagina 76 para resolver ED por variables separables.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 40
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales directas.

™

/ (7x"™®-6x" )dx
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En la siguiente escena interactiva vamos a resolver integrales por
sustitucion, recuerda que si una integral no es directa, se debe
examinar si una funcién es la derivada de la otra, para llevarla a la

forma [ f(u)du

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, luego hazlo
en tu cuaderno y verifica tu respuesta, luego da clic en el botén otro
ejercicio para realizar uno diferente.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 77
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales por

sustitucion.

T
Selecciona el tipo de =
funcién a integrar Halla [ (5x+7)2dx,

Potencias 1 N
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La Unica forma de volverse experto en algin contenido, es
practicando, y esto se logra resolviendo muchos ejercicios, por eso
aqui tienes mas integrales que se resuelven por sustitucion para que
sigas practicando en caso de que todavia tengas dificultad con dichas

integrales.

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, luego hazlo
en tu cuaderno y verifica tu respuesta, luego da clic en el botén otro

ejercicio para realizar uno diferente.

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 70
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales por partes.

tipo funcién ‘ aleatorias

v ‘ Otro ejercicio
B

-6
Calcular la siguiente integral: _[ _
g g (6x+9)°

Ld){:L 1 = L

= +C
(-6x+9) 3 2 (6x+9) % 2 (-6x+9)°*

[ [Wg 1
f(xF n-1 i(x)“"

Observa que el numerador es la derivada del paréntesis:
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Cuando una integral no es directa, ni por sustitucién, se verifica si es
por partes. En la siguiente escena interactiva vamos a resolver
integrales utilizando integracion por partes.

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, luego hazlo
en tu cuaderno y verifica tu respuesta, luego da clic en el botén otro
ejercicio para realizar uno diferente.

Aqui encontraras combinaciones de: algebraicas con exponencial,
con logaritmo natural y con coseno; integrales logaritmicas y coseno
con exponencial, las cuales son ciclicas.

Recuerda la férmula de integracion por partes f udv = uv — f vdu

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 106
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales por partes.

o]

(Ax+B)-In{ax+b) ~
f (-16x -3)In(3x+ & )dx

_;"- udu=uu-f v du

OTRO EJERCICIO | VER LA SOLUCION
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La técnica de integracion por partes, fuera de que es muy utilizada, a
veces presenta alguna complicaciéon al momento de iniciar a
resolverla, por eso aqui encontraras otra escena interactiva muy
amigable para que sigas repasando dicha integral.

Puedes escoger el tipo de integral que quieres resolver, identificas u
A dv, luego buscas con los botones la respectiva derivada e integral,
armas la soluciény le das verificar para comprobar la respuesta.

Aqui encontraras combinaciones diferentes a las vistas en la escena
interactiva anterior.

Recuerda la férmula de integracion por partes f udv = uv — f vdu

En la siguiente escena interactiva, que se encuentra en la pagina 105
del libro Integrando con Paco, podras repasar integrales directas.

’
Encuentra la integral indefinida f x sen( 2x)dx D]
Para aplicar el método de integracién por partes elige la pareja U(x) y v'(x):
e A
b ‘ Ve |

Encuentra u'(x) y v(x)
.|~ ‘
U ¥

Obserua el resultado de aplicar la férmula con tu seleccién y encuentra con los pulsadores la
solucién

f X sen( 2x)dx

[«»
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2.1.3 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.1

Ejercicios de repaso seccién 2.1
Resolver las ecuaciones diferenciales por variables separables.

1. de — x°dy = 0

_ 3
5 Wy
dx x?
dy o
4 = dr—+2y
dx ‘
dy y+ 1
5. —
dx T

7 T —— 2
et T

g E_zTv
dy 1+=x

9.  xy'dr + (v + 2)e Hdy =0

10. - + 2zxy — 0 Sujetaay(0) — 5

400
m@ Respuestas
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2.2 Ecuaciones lineales

Definicion: una ecuacion diferencial de primer
ordende laforma

(@) +ay=g@) (B

se dice que es una ecuacion lineal en la variable
dependiente y

Se dice que la ecuacion lineal es homogénea cuando g(z) = 0; si no
es no homogénea.

Al dividir ambos lados de la ecuacién (E1) por el coeficiente a; () se
obtiene la ecuacion.

ai(z)dy | ao(z) _ g(x)
a1 (z) dx i al(x)y

g9(z)

ai(z)

Donde a(z) lo vamos a llamar p(z) A
ay(x)

lo vamos a llamar f(x)

Reemplazando estos valores en la ecuacion (E1) obtenemos la
ecuacién que vamos a llamar Forma estandar

Yt @)y = f(z)
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Esta ecuacidn tiene la propiedad de que su solucién es la suma de dos
soluciones.

Y="Yc T Yp

Donde y. es una solucion de la ecuacién homogénea A y, es una
solucién particular de la ecuacion no homogénea.

Método de solucion

e  Convertir laecuacion lineal (E'1) alaforma estandar.

e Identifique a p(z) para determinar el factor integrante
el p(z)dz

e Multiplique la forma estandar por el factor integrante,
inmediatamente la ecuacién lineal se transforma en variables
separables, por lo cual se debe integrar ambos lados de la
ecuacion.

Propiedad

Las ecuaciones lineales tienen la propiedad que el lado izquierdo de
la ecuacidon resultante es la derivada del producto del factor
integrante por la variable dependiente, esto es.

% |:efp(m)dmyi| — efp(m)d:z:f(x)

Reemplazando el factor integrante el ple)de por F'.I en la ecuacion y
despejando, llegamos a la ecuacion.

FlIy= [F.If(z)dz
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Cuando se aplica la propiedad, se resuelven de forma mas sencilla las
ecuaciones lineales, pues solo se debe integrar el lado derecho de la
ED.

Resolver laED dy

_:_2
dx y

Ejemplo 1: ED lineal homogénea

Solucion Esta ED la resolvimos por variables separables, ejemplo 5,
pagina 65. Ahora la vamos a resolver como una ecuacién lineal.

dy

2 _ _9

dx y

dy

7 L9y —

dr +2y =20
p(z)=2 F.I=¢e*

d
ezwd—i +2e?y =0

Pasando —2y al lado izquierdo de la

ecuacion nos queda una ED lineal
homogénea.

Como la ecuacion estd en forma
estdndar identificamos p(xz) vy

hallamos el factor integrante.

Multiplicando la forma estandar por
el F.1

Tenemos una ecuacion de variables
separables.
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dy _ —2/dm Ahora integramos ambos lados de la

Y ecuacion.
Inly|=—-2z+c¢ Eliminando logaritmos llegamos a la

solucion.

y = ce *®

Ejemplo 2: ED lineal no homogénea

d
Resolver laED & _ —2y + 10
dz

Solucién Esta ED la resolvimos homogénea en el ejemplo 1. Ahora la
vamos a resolver no homogénea, vamos a obtener la solucién
complementaria y,. del ejemplo anterior mas la solucion particular y,

asociada ala ED no homogénea.

dy 2y +10 Pasando —2y al lado izquierdo de la

dx ecuacion, obtenemos una ecuacion
lineal no homogénea.

@ 19y = 10 ecuacion en forma estandar,
dz Y identificamos p(z) Ay hallamos el F.I.
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d

€2w_y + 2e2xy — 10621'
dx

233@ — _262my + 108233
dr
d

e = ¢ (y - 5)
dr

_dy_ = —2dx

Yy—9

dy
—~ =9 [d
y—29 /m

Inly—5/=-2z+c¢
eln|y—5\ — e 2z+c

y—5=ce >®

Multiplicando la forma estandar por
el F'.T

Ahora tenemos una ecuacion de
variables separables.

Sacando factor comuln para separar
variables.

ahora pasamos el dx al lado derecho y
separamos variables.

Los diferenciales indican que hay que
integrar ambos lados de la ED.

Integrando.

Quitando el logaritmo.
La ecuacién queda de la forma.

Despejando

y =25+ ce **
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La respuesta contiene la solucién complementaria y. = ce™ 2% la cual
obtuvimos en el ejemplo 1 y también la solucion particular y, = 5

gue corresponde a la solucion de la ED no homogénea, por lo cual la
solucion general es la suma de dos solucionesy = y. + y,

Cuando se resuelven ED lineales de primer orden, no es necesario
hacer la distincion en la solucién entre y. A y,, pero cuando se

resuelvan las ED de orden superior si es necesario, pues cada una se
resuelve de forma diferente.

Otra forma de resolver una ED lineal es aplicando la propiedad.

F.ly= [F.If(x)dz

Observe que al usar la propiedad solo se debe integrar el lado
derecho de la ecuacion y luego despejar la variable dependiente y

esto reduce las operaciones matematicas para llegar a la solucién de
la ED.

Se debe llevar la ED a la forma estandar, identificar p(x) para hallar el

factor integrante. En lugar de multiplicar toda la forma estandar por
el factor integrante para resolver la ecuacion por variables
separables, se aplica la propiedad F.Iy = [ F.If(x)dz

Vamos a resolver nuevamente el ejercicio anterior aplicando la
propiedad.

e*y = [10e**dx Integrando.

e?®y = be? + ¢ Despejando y
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2 ny
He* c La solucion es.

y =25+ ce *®

Nota: Todas las ecuaciones diferenciales lineales se pueden resolver
aplicando la propiedad F.Iy = [ F.If(z)dz. Observe que

aplicando la propiedad se reduce el método de solucién, pues sélo se
debe integrar el lado derecho de la ecuacién.

Ejemplo 3: ED lineal no homogénea

d
Resolver [aED  z-2 — y = x’senz

dx

Solucion Esta ED no estd en forma estandar. Se debe dividir cada
término por x parallevarla a la forma estandar.

dy 1 — 2 senz Como la ecuacion estd en forma
dz  z” estandar identificamos p(x) A

hallamos el factor integrante.

p(z) = —1 FJ =t Ahora aplicamos la propiedad para
T ’ resolverla.
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zly = [z 'z senzdz Aplicando potenciacién para unir
términos semejantes.

z 'y = [ senzdz Integrando el lado derecho de la
ecuacion.

w‘ly = —cosxt + ¢ Despejamos la variable dependiente
Yy

y = —cosT ¢ La solucion es.

Y = — COST + Ccx

Resolver laED du +ny=e

Solucion La ED esta en forma estandar.

@—I—ny:e"m Como la ecuacion estd en forma
dz estandar, identificamos p(z) vy

hallamos el factor integrante.
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p(z)=n F.I=e™ Aplicamos la propiedad para resolver
la ecuacion lineal.

ey = | e™ e™dx Ahora aplicamos potenciacién para
Yy p p p
agrupar términos semejantes.

ety = f e dx Integrando el lado derecho. Recuerde
gue esta integral es por sustitucion
dondeu = nx

2nx .
e Despejando la
n
e c La solucién es.
y 2nenw enc
e?’L(I)
Yy=—-—+ce ™
2n

En la siguiente escena interactiva, podras ver la grafica del ejemplo 4,
pero también podras interactuar con los valores de n para visualizar

diferentes ecuaciones diferenciales y observar cémo cambia la
grafica a medida que se cambia el valor de n o el valor del parametro

¢, también podras observar la solucién particular para cada ED.

Al cambiar el valor de n en la escena interactiva, la grafica variaen la
inclinacién de la curva.
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Al cambiar el valor de c en la escena interactiva, cambia la forma de la
grafica.

En la siguiente escena interactiva, disenada por Jorge Olivares Funes,
podras ver como cambia la grafica del ejemplo 4 al cambiar los
valores de n y de la constante.

Es recomendable tomar tu cuaderno de apuntes y resolver varios
ejercicios cuando cambies los valores de n o de c y luego compruebes

tus resultados con los de la escena interactiva.

En la pagina siguiente encontraras una escena donde puedes ingresar
el p(z) y el f(z) pararesolver diferentes ED.

&)

Ecuacion diferencial

1
ﬁ T (}23} — eO.Z:c
dax

4 & a8 10 12 14

Solucioén particular
eD.Zx

3 (029
203 o

Y =

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ravinder Kumar,
podras Resolver ecuaciones lineales.
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Example
=

Solwe the linear differential equation:
ay
ar

Salve the linear differential equatian:

du

dr
1

P(z) = 5 ond Q) =52

Write the eguation in the form :2 + P{z)y = Q(=).

:i 1 tan(z)y = coe’(x); P{z) = tan{r). @(r) = cos’{x)

— cos’(z) — ytan(z)

+ P(x)y = Q(x). where

Find integrating factor: ef Tds

el taant i bufseioy

Integreting Factor = = seclr)
The solution is: sec(z)y = [EH:(I]- cos’(z)dx M.I TELIITE
) . Click on button Example.
Use slider to view step by stap solution

1
Caomplete the selution. 2
3. Ciick on button Fractics to generais = quaston.
4
5.

sec(r)y = sin(x] + ¢

OR, y = sin(r} cos(x) + rcos{x) . Click on button Show Answer 1o view answer.

. If you are writing answer without use of absolute
walue, use the comment below the answer to
compare your answer.

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras Resolver ecuaciones lineales homogéneas y no homogéneas y
visualizar su grafica.

o .
Ecuacidm diferencial : ::: + P(z)y = f(x) | .

P(x)=5 fx)=0

=04 Steps =3

Factor integrante = eltde _ gt

el Sdvy — f(u]ef“*dz

e"y=fe’“‘ud:|:= T+C

L

Solution .
y=e>(7+0C)

— 7
y = 1.87 v=¢& “(g({x)+ 1.8}

e T o
mmm A

e e L et

O I o i ) e e e s ety e S e e e e S
Soooooooooococccco el ossococcoc oo oe
L T P L
| ¥ .
B e | A T =T Py
e e e e P
e L T T
B L L T TRty | P R
e o e e e e e e s L S S S S S S S S S
o 1 1 1 e e = s i O B e e e e e e e e e i
R 1 | Py S iy g
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra7.1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra7.2.html

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de ecuacion lineal.

Ecuaciones diferenciales. 1.4.2 lineales paso a paso.

Ver en 3 YouTube

En la siguiente escena interactiva, disenada por Diego Sandoval,
podras resolver ED lineales y visualizar su campo de direcciones.

. A
s “  Ingrese los valores de p(x)y Q(x) E
I | AN { p(x)=2x qx)=x
VAN
AN\ Ecuacién Lineal
[/ 7N\ ) ) ’ ’ F.J = (&)
| 72NN\ vi@)+2zxy==2 Fl=e
/ /-T~N\\\
P e NN 1 o= 4 C
g . Solucién general Yy = ’—,
NN A e
W\ /4%
;': Problema de Valor Inicial?
‘I x=1 y=-1 ] 51
I =3 = .1
Solucién particular y = 2 e e+ 2
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2.2.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.2

Ejercicios de repaso seccion 2.2

Resolver las ecuaciones diferenciales lineales.

88

1 @ 5 20
. 4. | 5Y
. iy
2. 2 - 9)—= +: 0
(= ) g Ty
dy
3. 2— + 10 1
dax v
4, 22y +ay — 1
5. ydx — 4(x + y%)dy = 0
dy 2 :
6. 2 | (tanz)y — cos x Sujetaa y(0) 1
T
dy .
7. r— + (3= + 1 i
z— + @B+ 1y =e
d
8. I:i 43}' $h€r
9. y -+ 3xy — x?
da .
10. Y— 2y° Sujetaay(1 5
Yy y J y(1) =5
.. g”’
\,~: Respuestas



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/problemas2.2.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/respuestas2.2.html

2.3 Ecuaciones exactas

Definicion:Una ED de la forma M(z,y)dz +
N(z,y)dy es una diferencial exacta en una region R
del plano zy si corresponde a la diferencial de
alguna funcién f(z,y)

Una ecuacién diferencial de primer orden de la
forma.

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es una ecuacion exacta si la expresion del lado
izquierdo es una diferencial exacta.

Teorema. Criterio para una diferencial exacta: Sean continuas
M(z,y)dr N N(z,y)dy, con derivadas parciales continuas en
una regién rectangular R, definida por a <z <b,c <y <d.
Entonces la condicién necesaria y suficiente para que M (z,y)dz +
N(z,y)dy seaunadiferencial exactaes que:

oM _ 0N
oy Oz
Método de solucion

- Dada una funcién de la forma M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0 se

determina si es exacta. En caso afirmativo, existe una funcioén para la
cual.
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0
oL — M(,)

- Determinamos f si integramos M (z,y) con respecto a z,
manteniendo a y constante.

flz,y) = [ M(z,y)dz+g(y) (1)

Donde g(y) es la constante de integracion.

- Luego derivamos la ecuacidén (1) con respecto a y A suponemos
que.

of

a_y —N(ZE,y)

- Por ultimo integramos con respecto a y A sustituimos en la
ecuacion (1)

- Lasolucion implicita de la ecuacion es.

flz,y) =c

Es importante anotar que este método de solucién se puede invertir

comenzando con —— = N (z,y) y el resultado es el mismo.

Oy
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Ejemplo 1: ED exacta

Determinar sila ED 2y(y — 1)dz + (2y — 1)dy = 0 es exacta, si lo
es resuélvala.

Solucion

2y(y — 1)dz +x(2y —1)dy =0  Primero debemos aplicar la
propiedad distributiva.

(2y* — 2y)dz + (2zy — z)dy = 0 Determinamos si es exacta.
Derivamos parcialmente M

con respecto a y dejando x

constante.
oM — 4y — 2 Derivamos parcialmente N
Ay con respecto a x dejando y
constante.
ON 5 1 Como OM  ON
oz Y Oy Ox

Podemos concluir que la ED no es exacta, por tanto,
no hay que resolverla
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Ejemplo 2: ED exacta

Determinar si la ED 2zydz + (22 — 1)dy = 0 es exacta, si lo es

resuélvala.
Solucion

2zydz + (2% — 1)dy = 0

o _,
oy v
ON

— =2
ozx v

2zydzr + (2 — 1)dy = 0

Of = (2zy)0x

92

Determinamos si es exacta.
Derivamos parcialmente M

con respecto a y dejando x
constante.

Derivamos parcialmente N
con respecto a = dejando y
constante.
oM  ON
Como —— = ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacion es exacta.

Asumimos oF _ M(z,y).
0z

Los diferenciales indican que
se debe integrar.



[of = [2zydz

[of =2y [x0x

flzy)=2*y+g9(y) (1)

2

Como vamos a integrar con
respecto a x tanto el 2 como |la

Y son constantes.
Integramos.

Derivamos la ecuacién (1) con
respecto a y dejando =«
constante.

Ahora igualamos este
resultado con V.

Simplificamos e integramos
conrespectoay

Reemplazando este valor en la
ecuacion (1) 'y  como
f(xz,y) = c obtenemos.

C=ITY—YyY

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Victor Cruz, podras
resolver ED exactas y visualizar su grafica.
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https://www.geogebra.org/m/xcrPgH6d

=

ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

Relacion

a no se ha definido
{comprobado numéricamente)

. E3 -6

En la siguiente escena interactiva, disenada por Victor Cruz, podras
resolver ED exactas ingresando M (z,y) A N(z,y)

7]

ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

Ingresa las funciones M(x, y) Yy N(x, y)

M(X.y)= 2Xx N{x.y)}=2y
aM BN
Verifica que W = E . €Il ¢aso contrario, es decir. si la ED no es exacta, haz caso omiso de la respuesta
M (z,y) _ ON(zy) _
By = dx

Solucién de la ecuacion
Py +catca=0
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Ejemplo 3: Resolver el PVI

Determinar si la ED es exacta, si lo es resuélvala.

(y*cosx — 3z%y — 2z)dx + (2ysenz — 23 + In |y|)dy = 0
Sujeta a la condicidn inicial y(0) = e

Solucién

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
a y dejando x constante.

2ycosx — 3x> Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante.
_ 32 OM ON
2ycosz — 3z Como —— = ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacion es exacta.

Asumimos of = M(z,y)
Ox

of D . .
Z4 2 322y — 2 espejamos e Integramos a
ozx ycosz Ty v ambos lados.
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[8f = [(y*cosx — 3z’y — 2z)dx Sacamos la constante de cada
integral.

[0f =y? [ coszdz — 3y [ z?0z — 2 [ 20z

Integramos.
) 3 22
f(z,y) = y*senz — 3y— — 2— +g(y)

3 2
Simplificando obtenemos.
f(z,y) =y’senz — 2’y — 2 + g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando x constante.

2ysenz — z° + ¢'(y) Ahora igualamos  este
resultado con V.

2ysenz — x> + ¢'(y) = 2ysenz — z° + In |y|
Ahora simplificamos.

g (y) =In|y| Integramos con respecto a y.
Se integra por partes.

u = Iln|y| dv = dy

1
du = —dy v=1y
Y
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J9'(y)0y =ylnly| — [ Oy Elvalor g(y) es.
9(y) =ylnlyl -y

Reemplazando este valor en la ecuacion (1) y teniendo en cuenta que
f(xz,y) = ¢ obtenemos la solucion general.

c=y’senz —xy — 22 +ylnly| — y
Ahora debemos reemplazar las condiciones iniciales.
y(0) = e para obtener la solucién particular.
c = e’sen0 — (0)%’e — (0)> +elnle| —e
Recuerdequeln|e| =1
c=e—e
El valor del parametroesc = 0
Reemplazando este valor en la solucion general.
0 =y’senz — 2’y — 2> +yln|y| —y

Obtenemos la solucion particular es.

0 =y?senz — 3y — x> +yln|y| — y
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Ejemplo 4: ED exacta

Determinar si la ED es exacta, si lo es resuélvala.
(1 +n x| + E) dz = (1 —In|z|) dy
T

Solucion

Antes de determinar si la ecuacion es o no exacta se debe organizar
para que cumpla la estructura M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 que

vimos en la definicion.

Se puede pasar cualquiera de los dos términos al otro lado, teniendo
en cuenta cual es M y cual es N Para resolver este ejercicio pasamos

el término del lado derecho al lado izquierdo.
(1 +1n|z| + g) dr — (1 —Inlz|)dy =0
x
Los dos términos deben ser positivos, por lo cual sacamos factor
comun —1 del segundo término.

(1 + In|z| + g) dz + (—1+Injz|)dy =0
x

Ahora si podemos determinar si la ED es exacta. Derivamos

parcialmente M con respecto a y dejando x constante. Cuando en la

ED no aparecen los dos términos al lado izquierdo o estan negativos,
se debe ajustar antes de comprobar si es exacta.
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Derivamos parcialmente N
con respecto a = dejando y

K|

constante.
1 oM ON
— Como — = —, entonces,
x Oy Ox

la ecuacion es exacta.

Asumimos oF _ M(z,y)
Ox

/3f= / (1—1—1n|:c\ 4 %) oz Separamos las integrales.

1
/8fz/8x+/ln|m\8w+y/58m

Integramos M con respecto a x dejando y constante.
fley)=z+zhfz] —z+ylnlz[+g(y) (1)
Agrupando términos semejantes.

fl@y) =znlz[+yhnfz|+g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando x constante.

In |z| + ¢'(y) Ahora igualamos este
resultado con IV.

99



In|z|+¢'(y) = -1+ In|z| Simplificamos.

g’(y) =—1 Integramos con respectoay

Reemplazando este valor en la ecuacioén (1)

Teniendo en cuenta que f(z,y) = ¢ obtenemos la solucién general.

c=zln|z|+yln|z|—y

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED exactas y visualizar su grafica.

o7

Exampie

Solve the exact differential equation

(2ay — Gu')dr + (2y + 2 + L)dy = 0 Solve exact DE: M(z. y)de + N(r. yldy = 0. where
Mz y) =y e Niz,y) =x ™ + 7 senly)

[J] Instructions

1. Click on button Example to study the example.

3. Click on button Practice to generate a question

4. Click on buiton Show Answer o see the answer.
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https://www.geogebra.org/m/vqdgnuqa
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra9.2.html

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de ecuacion exacta.

Veren [EBYoulube

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ED exactas.

o]

Write the DE in the form: M (2, v)dz + N(z,v)dy =0
M(x.y) =4 - cos(y)

N(x.y) =x sen(y) - 3

-

Check Exactness [w#] instructions

Affy = sen(y). NV, = sen(y)

1. Enter values for M and M

Click button Check Exactness

3. If exact stepwise solution may
be viwewd using slider.

4. If exact shope field is displayed.

8]
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https://www.youtube.com/watch?v=mSpROFCfUUk
https://www.geogebra.org/m/hvuqpruw
https://www.youtube.com/embed/mSpROFCfUUk
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra9.3.html

2.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.3

Ejercicios de repaso seccion 2.3
Determinar si la E.D. es exacta, si lo es revuélvala.

1. (2z+4)de + (3y — 1)dy — 0

o

(22 + y)dz + (z + 6y)dy — 0

3. (z+y)z—ydz+z(z - 2y)dy =0

dy
Tz

2ze” — y + 6z’

1 d .
5. (2y — 0053;3:) d_y } % 4z + 3ysen3z = 0
T xr

6. (z+y)Pde+ (2zy+2* —1)dy — 0  Sujetaay(l)
7. (4ay® + 3y? + l)dx + (62%y® + 6zy)dy = 0
8 (2¢ 1l)dz+ (By+ T)dy =0

9. (x4 2y)dx+ (z+2y)dy =0

1
10.  (ylnl|y| — e ™) dz 4 (; { a:lu|y|) dy = 0

1

102

400
m@ Respuestas



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/problemas2.3.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/respuestas2.3.html

2.4 Ecuaciones transformables a exactas

Muchas ED que no son exactas se pueden transformar en exactas
usando un factor integrante. luego de transformar la ED se utiliza el
método de solucidn visto en las ecuaciones exactas. Si la ecuacién no
se puede transformar en exacta se resuelve por otro método que
veremos mas adelante.

Para transformar una ecuacion no exacta en exacta se utiliza la
siguiente sustitucion.

Si p(x) es funcidn sélo de la variable x, entonces el factor integrante
el P(@)dz |3 transforma en exacta.

Si p(z) depende de dos variables, entonces se utiliza la siguiente

sustitucion.
ON oM
or ay
p(y) =
M (z,y)

Si p(y) es funcion sélo de la variable y, entonces el factor integrante
e/ PW)% |a transforma en exacta.
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Si una de las dos sustituciones queda en términos de una sola
variable, entonces el factor integrante la transforma en exacta. es
importante anotar que no todas las ED de primer orden tienen factor
integrante y la sustitucion tampoco permite encontrar todos los
factores integrantes posibles de la ED. Sélo permite encontrar
factores integrantes univariables.

Ejemplo 1: ED reducible a exacta

Determinar el factor integrante para resolver la ED.
zydz + (222 + 3y* — 20)dy = 0
Solucién

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando z constante.

T Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante.

oM , ON
dz Como —— ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacidon no es exacta.
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Realizamos la sustitucionp (z) =

T — 4x -3z

oM _oN
Oy ax
N (z,y)

2242 + 3y — 20 2z2 + 3y2 — 20

4x—x_3x
Ty

.’Ey_

3
y

FI=el 1% =y

[zydz + (22 + 3y% — 20)dy

0]y’

Como el resultado depende de
dos variables buscamos p(y)

Como el resultado depende de
una variable, utilizamos p(y)

para hallar el factor integrante.

Ahora multiplicamos la ED no
exactaporel F'.1

zytde + (22%y3 + 3y — 20y3)dy = 0

Derivamos M con respecto a y dejando x constante.

4zy?

4y
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Derivamos N con respecto a «

dejando y constante.
oM ON

Como —— = ——, entonces,
0y ox

la ecuacion es exacta.



Asumimos oF _ M(z,y)
Ox

of = (:cy4) Ox

[of = f(xy4) or

22°y° + ¢'(y)

Los diferenciales indican que
se debe integrar.

Integramos M con respecto a
x dejando y constante.

Derivamos la ecuacién (1) con
respecto a y dejando <«
constante.

Igualamos este resultado con
N.

222y + ¢'(y) = 22293 + 3y° — 2093

Simplificando obtenemos.

J(y) = 3y° — 20y°

Integramos con respecto ay

/g'(y)(‘?y = /(3y5 _ 20y3)3y Integral directa.
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4 Reemplazando este valor en la
9(y) = 9 5y ecuacion (1) y teniendo en
cuenta que f(z,y) =c

obtenemos la solucién general.

S + 4

w2y4
=7 —5
5 Y

v
2

Ejemplo 2: ED reducible a exacta

Determinar el factor integrante para resolver la ED.
(cos2y — senx)dx + (—2tanxseny)dy = 0
Solucién

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando x constante.

—2sen2y Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante.

—2sec’zsen2y
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oM , ON

Como —— # ——, entonces, la ecuacion no es exacta.
Oy ox
OM ON
dy az
Realizamos la sustitucionp (z) =
@)= NG
—2sen2y + 2sec’zseny Sacando factor comun.
—2tanxseny
—2sen2y(—1 + sec’z) Simplificando A aplicando
—2tanzseny identidad pitagorica.
—1 + sec’z = tanzx
—1+ sec’x B tan’x Como el resultado depende de
—tanr  —tanz una variable, utilizamos p(z)
para hallar el factor integrante.
F.I = el tanedz — cogq Ahora multiplicamos la ED no

exactaporel F'.1
[(cos2y — senzx)dzr + (—2tanxseny)dy = 0]cosz
(coszcos2y — senzcosx)dr + (—2senxzseny) = 0
Tenga en cuenta que se aplicé laidentidad cosxtanx = senx

Derivamos M con respecto a y dejando x constante.
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—2cosxseny Derivamos N con respecto a x
dejando y constante.

—2cosrsenly

oM ON .,
Como —— = ——, entonces, la ecuacion es exacta.

Oy ox

Asumimos oF _ M(z,y)
Ox

0f = (cosxcos2y — senxcosx) Ox Los diferenciales
indican que se debe
integrar.

[0f = [ (coszcos2y — senxzcosz) Oz

Integramos M con respecto a x dejando y constante.

608213

f(z,y) = senzcos2y + —— +g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando x constante.

—2senxsen2y + ¢'(y) Ahora igualamos este
resultado con V.

—2senxsen2y + ¢'(y) = —2senxseny
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Al simplificar vemos que ¢'(y) = 0. Cuando integramos el 0 el
resultado es 0 + ¢ como la constante sélo se tiene en cuenta en la
respuesta podemos decir que:

g(y) =0

Reemplazando este valor en la ecuacion (1) A teniendo en cuenta
que f(x,y) = ¢ obtenemos la solucién general.

0082.’13

c = senxcos2y + 5

Ejemplo 3: ED reducible a exacta

Determinar el factor integrante para resolver la ED.
(2zyIn|y|)dz + (2 + y*\/y? + 1)dy = 0
Solucion

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando x constante.

2z 4+ 2z 1n |y Derivamos parcialmente N
con respecto a = dejando y
constante.
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2x

Como 7é ——, entonces,
Oy (9:1:
la ecuacion no es exacta.
OM ON
Realizamos la sustitucion p (z) = Oy _az
N (z,y)
2z + 2zIn|y| — 2z Simplificando.
$2 + y2 /,y2 + 1
2z In |y| Como el resultado depende de
22 + y2/y? + 1 dos variables, utilizamos la
sustitucion p(y)
2z — 2z — 2z 1n |y| Simplificando.
2zyIn |y
—2z In |y| _ —1 Hallamos el factor integrante.
2eylnfy| gy
F.I= ef T y*l Ahora multiplicamos la ED no

exactaporel F'.1

(2z1n |y|)dz + (2*y ™' + y/y2 +1)dy =0

Derivamos M con respecto a y dejando x constante.
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2xy ! Derivamos N con respecto a x
dejando y constante.
-1 oM ON
2zy Como — = —, entonces,
0y ox

la ecuacion es exacta.

Asumimos ? = M(z,y)

x

0f = (2z1n|y|) Ox Los diferenciales
indican que se debe
integrar.

[0f = [2zIn|y| Oz

Integramos M con respecto a x dejando y constante.

f(z,y) = «*Inly| +g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando x constante.

22y 1 + ¢ () Ahora igualamos este
resultado con V.

2yt + g (y) =2y +yvyi+1

Simplificando.
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g =yvy*+1

/ 8y—/y\/ 24+1 Oy
u=y’+1 A du=2ydy
' 1 1
g(y) =5 [uidu

1
9(y) = 5 [ v

(y? + 1)

(y2 +1)°

Ahora integramos esta
ecuacion con respecto a y.

Integral por sustitucion.

Reemplazando en laintegral.

Integrando obtenemos.

Reemplazamos el valor de u en
la respuesta.

Entonces g(y) es

Reemplazando este valor en la ecuacion (1) A teniendo en cuenta
que f(z,y) = ¢ obtenemos la solucién general.

2 n [y + =
C=I In —
yiT3s
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Ejemplo 4: Resolver el PVI

Determinar el factor integrante para resolver la ED.

xtanxdx — ycosxdy = 0
Sujeta a la condicion inicial y(0) = 2
Solucién

Debemos organizar la ED para que cumpla la estructura
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

ztanzdz + (—ycosx)dy = 0

Determinamos si es exacta. Derivamos parcialmente M con respecto
ay dejando x constante.

0 Ahora derivamos parcialmente
N con respecto a x dejando y
constante.

oM  ON
ysenx Como —— ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacidon no es exacta.

Buscamos un factor integrante para convertirla en exacta.
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Realizamos la sustitucion p (z) = Oy az
N (z,y)
0 — ysenx Simplificando.
—YCcosx
Sen hallamos el factor integrante.
CcoST
F.I = el tanzde — gecp La integral de secante esta en

la pagina 70
Ahora multiplicamos la ED no exacta por el F'.1
[ztanzdz + (—ycosz)dy = 0]secz
(xsecxtanz)dr + (—y)dy =0
Tenga en cuenta que se aplicé laidentidad cosxzsecx =1

Derivamos M con respecto a y dejando x constante.

0 Derivamos N con respecto a «
dejando y constante.
0 oM  ON
Como —— = ——, entonces,
Oy Ox

la ecuacion es exacta.
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Asumimos oF _ M(z,y)
Ox

[0f = [z secx tanz Oz

U=2=T dv = secxtanxdz
du = dzx V = SecT

[0f = zsecx — [ secxdx

Integramos M con respecto a
x dejando y constante.

Aplicando la férmula de
integracion por partes.

Integrando la secx obtenemos.

f(x,y) = zsecx — In|secz + tanz| + g(y) (1)

Derivamos la ecuacion (1) con respecto a y dejando z constante y la

igualamos con V
9y)=—y
[ 9 (y)0y = [ —ydy

¢ = zsecx — In|secx + tanx| — %

2
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Integramos con respecto a y.
Integral directa.

Reemplazando en la ecuacién
(1) A teniendo en cuenta

que f(z,y) = c



Ahora reemplazamos las condiciones iniciales y(0) = 2
22
¢ = 0secO — In |secO + tan0| — 5 = —2

Entonces la solucion particular de la ED es.

2

—2 = xsecx — In |secx + tanz| — %

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de una ecuacién reducible a exacta.

o]

Veren EBYouTube
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https://www.youtube.com/watch?v=gHtIu6GO38o
https://www.youtube.com/embed/gHtIu6GO38o

2.4.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.4

Ejercicios de repaso seccién 2.4 o]
Transforme la ecuacion diferencial en exacta v resuélvala.
1. ylz +y+ l)de + (z + 2y)dy = 0
2. 6xydr + (4y + 92%)dy = 0
3. (22 ty)dz — xdy = 0
4. x?senzdx + xydy = 0
5. (5x% — zy + x¥senz)dx + (2% + zy)dy = 0
6. (z+y+2)de+dy=0
7. (zy® — y)dz + (1 — zy?)dy = 0
8. (2y% + 3x)dx + 2zydy — 0
9. (10— 6y + e ¥)dx — 2dy — 0
10.  y“cosrdr + (4 + Sysenz)dy — 0 Sujetaay(0) — 2
@}% Respuestas
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2.5 Ecuaciones homogéneas

Siuna ED tienelaforma M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
Tiene la siguiente propiedad.

a) M (tx,ty) = t"M(x,y)

b) N (tz,ty) = t"N(z,y)

Entonces se dice que tiene coeficientes homogéneos o que es una
ecuacion diferencial homogénea.

Nota: Una ecuacion diferencial homogénea siempre se puede llevar a
una ecuacion diferencial de variables separables por medio de una
sustitucion algebraica adecuada.

Definicion: Se dice que f(z,y) es una funcién
homogénea de grado n si para algin nimero R

f(ta:,ty) — tnf(xay)

Método de solucion

- Si f(z,y) es una funcién homogénea de grado n, es posible

hacer una sustitucion con el fin de llevarla a una E.D. de variables
separables.

- La sustitucién gue normalmente se hace es:
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Y =uzx

Recuerde que, con esta sustitucion, la ecuacion se vuelve variables
separables, si la integral es muy dificil o imposible de resolverse
utiliza la siguiente sustitucion.

d
xﬁ = (y + zer)
Solucidén

Primero se determina si la ecuaciéon es homogénea.

d :
to—2 = (ty + taet)

Se simplifica A sesacafactor comun.

sl

d
tr 2 — t(y + ze

dx )

120



Se determina que la ecuacion es homogénea de grado 1. Ahora se

hace el cambio de variable.

y =ux  derivando
d d
L (uz + ze*)
dz

z(udx + zdu) = z(u + €*)dx

udx + rdu = udx + e%dx

zdu = udx — udzx + e%dzx

d_da
ev x

u dx
[etdu = —

—e " =In|z|+c
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dy = udzx + xdu

Al hacer la sustitucion la
ecuacion se vuelve variables

separables, subimos dx vy
sacamos factor comun z.
Simplificamos la =z A

hacemos distributiva.

Agrupamos losdx aunlado A
el du al otro lado.

Simplificamos A
variables.

separamaos

Los diferenciales indican que
se debe integrar.

integrando obtenemos.

Sustituimos nuevamente la u



Yy . o
—e = =In|z|+c Multiplicamos por —1 para dar
la solucion.

_¥
&

e :=—Inlz|+c

Ejemplo 2: ED homogénea

Resolver la ED.

(y? + yz)dz — z2dy = 0

Solucién

Primero se determina si la ecuacién es homogénea.
(t*y? + tytx)dz — t*z*dy = 0

Se multiplica el pardmetro.

(t2y? + t?yz)dz — t?z*dy = 0

Se saca factor comun.

t2(y? + yz)dz — t2z2dy = 0

Se determina que la ecuacion es homogénea de grado 2. Ahora se
hace el cambio de variable.
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y =ux  derivando

dy = udz + xdu

((uz)? + uzz)dxr — z?(udz + zdu) = 0

Para resolver la ecuacion se saca factor comun x

segundo término a la derecha.

z?(u? + u)dz = z%(udx + xdu)

widr + udr = udx + zdu

w?dr = xdu

dx B du

x u?

/@ :/u_2du
T

In|z|+c=—u?

T
In|z|+c=—-
Y
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2 A pasamos el

Simplificamos 2 A hacemos
distributiva.
Se deben separar los

diferenciales a diferente lado
para poder separar variables.

Ahora se separan variables.

Los diferenciales indican que
se debe integrar.

integrando obtenemos.

Sustituimos nuevamente la u

despejando la vy, queda la
solucion.



—Z

yzln\m|+c

Ejemplo 3: Resolver el PVI

Resolver la ED.
y _
(y—|—a:cot—) dx —xdy =0
x

Solucion

Primero se determina si la ecuacién es homogénea.
ty
ty + txcot— | dx — tzdy = 0
tx
Sesimplifica A sesacafactor comun.
Y
t (y + a:cot;) dr —txdy =0
Como los dos términos tienen el mismo factor ¢, se determina que la

ecuacion es homogénea de grado 1. Ahora se hace el cambio de
variable.

y=ux derivando dy = udz + zdu

(ux + zcotu)dzr — z(udx + zdu) =0
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Al hacer la sustitucién la ecuacidon se vuelve variables separables,
ahora sacamos factor comunx A pasamos el segundo término a la

derecha.

z(u + cotu)dr = z(udx + zdu)  Simplificamos z A hacemos

distributiva.
udx + cotudr = udzx + zdu separamos diferenciales.
udx + cotudxr — udx = xdu Simplificamos A separamos
variables.
@ _ du Los diferenciales indican que
T cotu se debe integrar A se aplica
laidentidad —— = tanu
cotu
dr i
/_ _ /tanudu integrando obtenemos.
x
In |z| + ¢ = In|secu] Aplicamos axioma de igualdad.
elnlzl+e — glnfsecul Quitando logaritmos.

Recuerde que el = ¢

cx = secu Sustituyendo lau
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Ca‘;:g@cg Axioma de igualdad para

T despejar y
sec l(cx) = seclsecg Operando.
sec!(cz) = 2 despejando la y queda la
z solucion.

y = xsec 1 (cz)

Ejemplo 4: Resolver la ED homogénea

Resolver la ED.

2x2ydr = (3z + y3)dy

Solucién

Primero se determina si la ecuacién es homogénea.
2t2x’tydr = (3t3x3 + t3y3)dy

Operando y sacando factor comun.

2tz ydx = t3(32° + o°)dy
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Como los dos términos tienen el mismo factor ¢3, se determina que la

ecuacion es homogénea de grado 3. Ahora hacemos el cambio de
variable.

y =ux derivando dy = udzx + zdu
2z*uzdr = (3z° + (uz)?)(udz + zdu)

Al hacer la sustitucién la ecuaciéon se vuelve variables separables,
ahora sacamos factor comun 3

2z3udx = x3(3 + u®)(udz + zdu) Simplificamos > A hacemos
distributiva.

2udz = 3udz + 3xdu + u*dx +  separamos diferenciales.

zuddu
—udz — u'dr = 3zdu + zuldu  Sacamos factor comdn.
—dz(u + u') = zdu(3 + u?) Separando variables.
_dx 3+ u? Los diferenciales indican que

ol du se debe integrar.

/dw /3—|—u
u+u
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La integral del lado derecho es muy dificil de resolver, pues no se
puede hacer por sustitucion A  por fracciones parciales queda un
término irreductible, cuando esto ocurre, se debe volver a comenzar
el ejercicio pero utilizando la otra sustitucion z = vy

xr=wvy derivando dx = vdy + ydv
2(vy)*y(vdy + ydv) = (3(vy)® +y°)dy
Operando tenemos.

2v%y3 (vdy + ydv) = (3v3y3 + y3)dy
Sacamos factor comun g3

2v%y® (vdy + ydv) = y>(3v® + 1)dy Simplificando A haciendo

distributiva.

2v3dy + 2v?ydv = 3v3dy + dy separamos  diferenciales y
agrupamos términos
semejantes.

202ydv = v3dy + dy Sacamos factor comun.

2v2ydv = dy(v® + 1) Separando variables.

20 do — dy Los diferenciales indican que
v3 41 v= y se debe integrar.
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03 1 1dv = y sustitucion.

/ 20?2 dy La integral se resuelve por

Es necesario hacer un cambio de variable para resolver la integral del
lado izquierdo cambiamos v3 + 1 por u

d
u=v4+1 = du=3v’dv = ?u:v2dv
E @ _ @ Integrando obtenemos.
3 v Y
; In|u| + ¢ =In|y| Se organiza el término.

21ln }v?’ - 1’ +c=3Inly| Aplicamos propiedades de
logaritmos.
In |v3 4+ 1|2 +ec=1In ‘y‘?’ Aplicamos axioma de igualdad.
v+ e _ g Quitando logaritmos.
c(vd+1)2 =43 Sustituyendo la v
3 2 3 Operando fraccionarios.
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(a:3 + 93 ) 2 5 Aplicando propiedades de
cl—=—) =y

y potenciacion.
C (= + y3)2 ; Pasando %% a multiplicar
(y3)2 Yy obtenemos la solucion.

0 = (2 + 1°)?

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de ecuacion homogénea.

Ver en 8 YouTube

En la siguiente escena interactiva, disefiada por Ravinder Kumar,
podras resolver ecuaciones homogéneas.
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https://www.youtube.com/watch?v=oAGQGOz610g
https://www.geogebra.org/m/Dpa53c2T
https://www.youtube.com/embed/oAGQGOz610g

fxy) =x=-y* g(xy)=3xy

Eeuacién diferencial : ()da + ()dy = 0

The DE is homogenous V) s
od 7
g - {’3 = ;"1} Substitute y = v
dy v —1 . w dy
U+II’LF 1w OR _d.?u?—ldu -

Integrating both sides and substituting v =y /=

dx w
f:=f—”‘m"‘“

In(z) = —; ln(z (E)?+1) +C

En la siguiente escena interactiva, disefada por Ravinder Kumar,
podras resolver ecuaciones homogéneas.

7]

Solve the fivst order homogeneous DE

Solve the first order homogenous DE
Mz, y)dz + Nz y)dy = 0. where
Mz, y) =T and N(z.y) =7

(£® — v )dr + opdy =0

[Jl Instructions

1. Click on button Exampie.

2. Use slider to view step by step solution.

3. Click on button Practice to generate a question.
4. Click on buiton Show Answer to view answer.
5. you may be able to further refine the answer.
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra10.5.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra10.6.html

2.5.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.5

1.

10.

Ejercicios de repaso secciéon 2.5

Resolver la ecuacion diferencial homogénea.

(z — y)dx + zdy — 0
(z + y)dx + xdy — 0
zdx + (y — 2x)dy — 0

ydx — 2(x + y)dy

dy y
dax x

il
y

ydr + (x + Jzy)dy — 0
(2y/Ty — y)dz — =dy — 0

(v* + zy)dz + z*dy = 0

dy _y—z _,
dx Yy +x
dy x + 3y o
dx 3z +y
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2.6 ecuacion de Bernoulli

Algunas veces es necesario hacer un cambio de variable para
transformar una ecuacioén diferencial no lineal en lineal. Lo primero
gue se debe hacer es llevar la ecuacion a la forma estandar, lego hacer
una sustitucion. Si la ecuacion presenta la forma:

Donde n es cualquier nimero real, es la ecuaciéon de Bernoulli.
Nota:Sin =0 n = 1laecuacién es lineal.

Sin # 1lasustitucion.

1-n

u=1y

Reduce cualquier ecuacién de la forma (1) en una ecuacién lineal.

La ecuacién diferencial de Bernoulli es una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden, formulada por Jacob
Bernoulli. Esta ecuacién fue transformada, por Gottfried
Leibniz en 1693 y por Johann Bernoullien 1697, es una
ecuacion diferencial lineal de primer orden, mediante la
sustitucion  uw = y'™"

SABIAS QUE
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Resolver la ED.

dy 5
w%nLy—xy

2

Solucion

Ejemplo 1: Resolver |a ED de Bernoulli

Se determina el valor de n para realizar la sustitucién. En este

ejercicion = 2

y=1u

dy = —u2du
—2

—u"“du

x +ul =z%(ut)?
dx

—u2zdu u ! x2u 2

—u2xdr —u iz —u2x
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Despejando lay
Derivandolay

Reemplazandolay A eldy
en la ecuaciéon de Bernoulli.

Después de hacer el cambio de
variable, la ecuacion se
transforma en lineal, ahora se
debe llevar a la forma estandar.

Simplificando.



du 1 i
___u:_

de =

(@=—y FI=g
p(x) = = J==z
xlu:—f:c_la:da:
rlu=-z+c

B T c
u__F+F
= —x22+cx

)
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La ecuacion es lineal en la
variable dependiente u A

ademas estda en forma
estandar. Ahora identificamos
p(x) para hallar el factor
integrante.

Ahora aplicamos la propiedad
para resolver la ED lineal,
multiplicando la forma
estandar porel F'.I

Ahora debemos integrar el
lado derecho de la ecuacion.

Despejamos la variable

dependiente u

Sustituyendou A aplicando
potenciacion.

Despejando y se llega a la
solucién.

—z2 4+ cx



Ejemplo 2: Resolver |a ED de Bernoulli

Resolver la ED.

dy B 3
Iz =y(zy’ — 1)

Solucion

Se aplica propiedad distributiva.

Wyt —y
dx

Se organiza la ecuacién para que la variable lineal quede al lado
izquierdo.

dy 4
< =
dw+y Yy

La ecuacién ya estd en la forma de |la ecuacién de Bernoulli.

d
d_y +p(x)y = f(x)y™, ahora se determina el valor de n para
T

realizar la sustitucion. En este ejercicion = 4

1-4

u=1y = u=y3

Despejando lay

ol =

y=u Derivandolay
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— e 3%dr

Reemplazandolay A eldy
en la ecuacion de Bernoulli.

Después de hacer el cambio de
variable, la ecuacién se
transforma en lineal, ahora se
debe llevar a la forma estandar.

Simplificando.

La ecuacion es lineal en la
variable dependiente u A
ademas esta en forma
estandar.

Ahora aplicamos la propiedad
para resolver la ED lineal,
multiplicando la forma
estandar porel F'.1

La integral se resuelve por
partes.

Reemplazando en la férmula
de integracion por partes.



f _3ze3%dy — pe3T 4+ 16_395 c Ahora reemplaza}mos el
resultado de esta integral al
lado derecho de la ED.

e 3Ty — pe3 4 %6—330 T Despejando u

U=+ =+ ced Sustituyendo u
3

y 3 :w+1+ce3x Despejando y se llega a la
3 solucion.

Resolver la ED.

2 %y

2 _
dery y

Ui

Solucion

138



Primero se debe organizar la ecuacién, pues no esta en forma
estandar A lay conexponente aparece en el lado izquierdo.

dy 1 1,
i 2! o
u:y1_2 = u=y_1
y=u"

dy = —u2du

dr Eu T
—u2%du ul B
—u2dr —ux
du 1 B 1
dx + zcu ox2

(z) = 1 F.I=
p(x) = = J==z

(u™h)?
02
022
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El valordenes 2

Despejando lay
Derivandolay

Reemplazandolay A eldy

en la ecuaciéon de Bernoulli.

la ecuacién ya es lineal, se debe
llevar a la forma estandar.

Simplificando.

La ecuacion es lineal en la
variable dependiente u A

ademds estd en forma
estandar.
Multiplicando la forma

estandar porel F'.1



1
- / 2 dz Integrando.

x

zu =lIn|z| + ¢ Despejando u

U — In |z| 4 < Sustituyendou A aplicando
T T potenciacion.

Z

v In|z|+c

Ejemplo 4: Resolver el PVI

Resolver la ED.

dy 1
2 4 .

— —2xy = Sujeta a 1) = =
T . xy = 3y J y( ) 5
Solucion

Primero se debe llevar la ecuacion a la forma estandar.

dy 2 3 Elvalordenes4
x
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Despejando lay

Yy = us Derivando lay
dy = —lu_gdu Reemplazandolay A eldy
en la ecuacién de Bernoulli.
—%u_édu Q"3 3u"3 Ya la ecuacién es lineal, se
de = 22 debe llevar a la forma estandar.
—%u_gdu 2u”5 3u—3
_1,-2 S U S Y
3U sdx Tr3u”3 Tou”d
Simplificando.
@ 4 Eu _ _3 Ecuacion lineal en forma
dr =z x? estandar.
p(z) = E F.J — 26 Multiplicando la forma
T estandar porel F'.I
%y = [ —9z'dx integrando el lado derecho de
forma directa, obtenemos.
260 — __gxs o Despejando la U y

simplificando.
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P—_

49
c= —

5)
)
YT bz bzt
L, —92% +49
y = -—n—

56

1 B —925 + 49
y3 o 516

y:

3
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Sustituyendo u
Reemplazando valores
iniciales.

Operando.

Despejando obtenemos el
valordec

Reemplazando en la respuesta
obtenemos.

Operando el lado derecho.

Bajamos la y para volver el
exponente positivo.

Despejandolay A sacando

raiz cubica obtenemos la
siguiente respuesta.

5x°

—9x5 + 49
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https://www.geogebra.org/m/qjfbngbk
https://www.youtube.com/watch?v=HfLiRhEv0fg
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra10.html
https://www.youtube.com/embed/HfLiRhEv0fg

2.6.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.6

Ejercicios de repaso seccion 2.6

Resolver las ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

10.

dy
dax

dy

dxr

_dy

dar

y e

(1+ x)y — xy”

{ 1
Yy = —
Y-

3(1 + zz)i—f 2ty (y® — 1)

oyt =1 Sujeta a y(0)

2
= 2 eyt
y= g2y
2 3 4
x z2Y
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2.7 Ejercicios de modelado

Las ED tienen una importancia fundamental en las matematicas
debido a que es aplicable a casi todas las ramas del saber, entre ellas
estan: la geometria, la fisica, la quimica y la biologia. Estas permiten
identificar y aplicar técnicas y conceptos matematicos que admiten
obtener e interpretar la solucién de una situacién problema en la que
intervienen relaciones entre tasas o razones de cambio de variables
definidas en diversos contextos.

Algunas de las aplicaciones de las ED de primer orden son: el
crecimiento y decrecimiento poblacional, la desintegracion
radiactiva, el fechado de fdsiles con carbono 14, el cambio en las
temperaturasy los circuitos en serie, entre otros.

Las ED se utilizan para describir los comportamientos de algunos
fendmenos de la vida real en términos matematicos, dicho proceso
recibe el nombre de modelo matematico y se utiliza para
comprender las variables que lo conforman, la relacién entre ellas,
ademas de predecir el comportamiento de dicho fenémeno.

Cuando dicho modelo lo debe resolver un cientifico es necesario
conocer la fuerza de gravedad que ejerce la tierra sobre dicho cuerpo
o la temperatura de ebullicién del agua dependiendo de la altitud
donde se realice el experimento, mas para efectos de este libro, el
objetivo se reduce a resolver modelos de baja resolucién por lo cual
la fuerza de gravedad que se utiliza es de 9.8%’2 en el sistema MKS o

32&3 en el sistema inglés y la temperatura de ebullicion del agua
seg R
que se utilizardesde 100 C.

Es por esto que para terminar el capitulo se introduce el modelado de
problemas a partir de las leyes fisicas que los rigen y que conducen a
EDO.
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2.7.1 Crecimiento y decrecimiento

En 1798 el economista inglés Thomas Malthus intenté modelar el
crecimiento de la poblacion humana por medio de las matematicas,
su teoria dice que la rapidez con que varia la poblacion de un pais es
proporcional al nUmero de personas presentes en ese momento. En
términos matemadticos, si p(t) denota la poblacion en funcién del

tiempo, su hipoétesis se puede expresar como.

Recuerde que en matematicas, si dos cantidades x A y son

proporcionales, se escribe £ « y significando que = es un multiplo

d
constante de y, es decir, x = ky, por tanto, la ecuacién d_]z ap se

puede reescribir como.

dp

g
a
Donde k es una constante de proporcionalidad.

Podemos observar que la ecuacién contiene la derivada de una
variable dependiente (poblacién) con respecto a una variable
independiente (tiempo), a esta ecuacion se le conoce como ED vy al
resolverla teniendo en cuenta las condiciones iniciales del modelo
matematico podemos predecir la cantidad de personas presentes en
cualquier momento t. Aunque es un modelo simple bastante exacto,

puede fallar si no se tienen en cuenta algunos factores como, por
ejemplo, migracién, inmigracion y catastrofes naturales entre otros.
Cuando se habla de seres vivos se puede usar para modelar el
crecimiento de pequenas poblaciones en intervalos cortos de tiempo.

146



Observemos que esta es una ED de primer orden, al organizarla nos
queda.

Esta es una ED lineal y esta en forma estandar. Identificamos p(t) y
hallamos el factor integrante.

p(t)=—k F.I=e™  Aplicando lapropiedad.

e *p = [0dz Integrando.

e Ftp =c despejando lay

p=— La solucién es.
p = cet

Esta es la solucién de la ED para resolver ejercicios de crecimiento y
decrecimiento poblacional. Esta ecuacion es la misma que se utiliza
para ejercicios de descomposicion radiactiva, carbono 14 (C-14) e
interés compuesto entre otros, por lo cual para efectos de
simplificacién de variables cuando no estemos trabajando ejercicios
de crecimiento y decrecimiento poblacional, la ecuacién la vamos a
trabajar conlavariable z.
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Ejemplo 1: Crecimiento poblacional

La poblacién de Colombia crece a una tasa proporcional a la
poblacion presente en el tiempo (t). En el afio 2005 el censo arrojé

que habia 41'468.384 habitantes, en 2018 el nimero de habitantes
era de 48 258.494. :Cudl sera el nUmero de personas en 2030? Y
¢Cuando habra 100 000.000 de habitantes en Colombia?

Solucion

Condiciones iniciales del problema. En 2005, el cual va a ser el tiempo
inicial t = 0 el niUmero de habitantes era de 41 468.384 y en 2018, o

sea, 13 afos mas tarde el nimero de habitantes era de 48 258.494,
las otras dos condiciones son las preguntas.

Condiciones iniciales.

t=0 p = 41'468.384
t=13 p = 48'258.494

t=12 p="?

t =7 p = 100000.000
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Vamos a comenzar reemplazando el primer dato p = 41'468.384
cuandot = Oenlaecuaciénp = ce*  (1).

Note que la ecuacion (1) tiene cuatro incognitas.
41'468.384 = ce"® = ¢ =41468.384

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma p=41468.384¢"  (2).

Note que la ecuacion (2) ya tiene sélo tres incognitas.

Ahora reemplazamos p = 48'258.494 cuando t = 13 en la ecuacién

(2)
48'258.494 = 41'468.384¢*(13)  despejando queda.

48 258.494

— I3k
41'468.384

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion.

48'258.494

n|—————
41'468.384

_ ln{el?’k’

0.1516405482 = 13k  despejando obtenemos el valor de k
k = 0.01166465755

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.

p= 41 468.384¢0-01166465755¢ (3).
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Ya podemos responder la primera pregunta. Cudl sera la poblacion en
2030, esdecir,en t =25

p = 41'468.3840-01166465755(25) 5 — 55'509.143

La poblacién en Colombia en 2030 sera de
55 509.143 habitantes

Ahora vamos a responder la segunda pregunta que dice, ;Cuando
habra 100 000.000 de habitantes en Colombia?

100'000.000 = 41 468.384¢0-01166465755() t = 75.46

A mediados del ano 2093 se espera que la poblacién
en Colombia sea de 100 000.000 de habitantes.

Ejemplo 2: Datado con carbono

En una cueva de Sudéfrica se hallé un craneo humano junto con los
restos de una hoguera. Los arquedlogos creen que la edad del craneo
seaigual a la edad de la hoguera. Se determiné que sélo queda el 2%

de la cantidad original de C' — 14 en los restos de la madera. Estime la
edad del craneo.
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En 1955, Willard Frank Libby publicé una obra titulada
Radiocarbon dating en la cual habla sobre la teoria del
fechado con radiocarbono (carbono 14) que se produce en la
atmaésfera por accién de la radiacién césmica sobre el
nitrégeno.

SABIAS QUE

El carbono 14 es un isétopo radioactivo inestable que se encuentra
en la atmdsfera, al oxidarse se transforma en diéxido de carbono que
absorben las plantas y que se transmiten a otros organismos cuando
éstas son consumidas. Este intercambio constante de carbono entre
la atmdsfera y los seres vivos se ve interrumpida cuando éstos
mueren y es cuando comienza a desintegrarse en fracciones
constantes, en los laboratorios especializados miden la cantidad de
carbono 14 que se conservé de la muestra al paso del tiempo.

Solucion

Para resolver el ejercicio es necesario plantear las condiciones
iniciales del problema, teniendo en cuenta que la vida media del
C — 14 es 5.600 anos. Se sabe que inicialmente el craneo tenia el

100% de ¢ — 14. Siempre que un ejercicios nos hable de porcentaje lo
vamos a dividir por cien.

Condiciones iniciales.

t=20 p=1
t = 5600 p=0.5
t =7 p = 0.02
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Vamos a comenzar reemplazando el primer datop = 1 cuandot =0
enlaecuaciénp = ce?  (1).

k(0)

1 =ce = c=1

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma p=-¢ef (2).

Ahora reemplazamos p = 0.5 cuando ¢t = 5600 en la ecuacién (2)
0.5 — (5600)

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de |a ecuacién.

In|0.5| =1n ‘6560%‘

—0.6931471806 = 5600k despejando obtenemos el valor de k
k = —0.0001237762

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.

p= 6_0'0001237762t (3)

Ahora vamos a calcular la edad del craneo, teniendo en cuenta que al
momento de encontrar los restos de la madera solo quedaba el 2% de
la cantidad originalde C' — 14.

0.02 = e *0IBTTO2 ¢ — 31.607, 1.

La edad aproximada del craneo es de 31.607, 6 anos.
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Ejemplo 3: Crecimiento poblacional

La poblaciéon de cierta ciudad aumenta proporcionalmente al nimero
de habitantes que hay en un momento dado en ella. Si después de 5

anos, la poblacién se ha triplicado y después de 8 afnos es de 45.000
habitantes, hallar el nimero de ciudadanos que habia inicialmente.

Solucion

Se deben plantear las condiciones iniciales del problema. Como la
incognita es la poblacion inicial, la vamos a llamar p, para poder

trabajar la ecuacion. Note que cuando el enunciado dice que a los 5
anos la poblacion se ha triplicado, se representa 3p,,

Condiciones iniciales.

t=20 D = Do
t=>5 p = 3po
t=28 p = 45.000

Reemplazamos el primer dato p = py cuando ¢ = 0 en la ecuacién
p=ce (1)

po=cef® = c=p

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma p=pee™ (2).
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Ahora reemplazamos p = 3p, cuando ¢t = 5 en la ecuacion (2)

k(5)

3po = poe despejando queda.

3
2P0 _ sk

Po

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion.
In [3| = In ||

1.098612289 = 5k  despejando obtenemos el valor de k
k =0.2197224577

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.

D= 0-2197224577¢ (3)
Ahora vamos a calcular la cantidad inicial de habitantes.

45000 = p060'2197224577(8)

Despejando pg

B 45000
Po = 0.2197224577(8) °

La cantidad inicial de habitantes en la ciudad es
7.759 habitantes
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Ejemplo 4: Descomposicion radiactiva

Se ha detectado que el 0.5% de una sustancia radioactiva desaparece
en 12 anos. ;Qué porcentaje desaparecera en 1.000 afios? ;Cudl es la
vida media de dicha sustancia?

Solucion

Condiciones iniciales.

t=20 z=1
t=12 x = 0.995
t =7 x=0.5
t = 1000 x =7

Reemplazamos el primer dato = 1 cuando t = 0 en la ecuacién
kt

p=ce (1).
1 = cek() = c=1

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma =z =-¢ (2).

Ahora reemplazamos z = 0.995 cuando t = 12 en la ecuacion (2)
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0.995 = ek(12) aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la
ecuacion.

In |0.995 = In |e!?|

Despejando obtenemos k = —0.00041771181
Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.
z = e 000041771181 (3)
Ahora vamos a calcular qué porcentaje desaparecera en 1.000 anos.
_ —0-00041771181(1000)

€Tr =

z = 65.85 Esto quiere decir que a los mil afios quedara el 65.85%

En 1.000 afios desaparecera el 34.15%

Ahora vamos a calcular la vida media de la sustancia radiactiva.

0.5 — —0.00041771181(t)

In |0.5| = In {6—0.00041771181(t)

. —0.6931471806
~ —0.00041771181

La vida media de la sustancia radiactiva es 1659.4
anos
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Ejemplo 5: Interés compuesto

Previo al nacimiento de su primer hijo, una pareja deposita 5.000
délares en una cuenta que paga el 8% de interés compuesto. Los

pagos de interés son acumulables al capital. ;Cuanto habra en la
cuenta en el dieciochoavo cumpleanios del nino?

Solucion

En los ejercicios de modelado la k es la constante de crecimiento o

decrecimiento del ejercicio, es la que determina a qué velocidad esta
creciendo o decreciendo una poblacién o se descompone el carbono
14 o se desintegra determinado material radiactivo, en los ejercicios
de interés compuesto el interés determina la rapidez de crecimiento
del capital, es decir, que la k es el interés compuesto, para este

ejerciciok = 0.08

Condiciones iniciales.
t=20 x = 5000
t=18 x =7

Reemplazamos el primer dato £ = 5000 cuando ¢ = 0 en la ecuacién

p=cet (1)

5000 = ce*(® = ¢ =5000
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Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma x = 5000e*  (2).

Ahora reemplazamos k = 0.08 A t = 18 en la ecuacion (2)

z = 5000e0-09)18) 5 — 21103, 47.

Al dieciochoavo cumpleanos del nifio habraen la
cuenta 21103,47 dolares

En la pagina 199 puedes observar un video de aplicacién de
crecimiento y decrecimiento.

En la siguiente escena interactiva, podras resolver ejercicios de
crecimiento poblacional, debes ingresar las condiciones iniciales del
ejercicio.

o7

Crecimiento poblacional

Tiempo inicial 1. p Poblacién inicial
Tiempo Medio ;45 Poblacian Media

Tiempo de la pregunta 1530 Poblacion x =760

575
500
Constante de crecimiento poblacional k= 0 = 0.0139761942375159

= = wp w et = 50Q v O0IITHIIIIEINGD _ o — 760.4375
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2.7.2 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.1

A
Ejercicios de repaso seccion 2.7.1 @

Resolver los ejercicios de crecimiento y decrecimiento.

1.  Sesabe que la poblacion de cierta comunidad aumenta en un instante cualquiera con una rapidez
proporcional al niamero de personas presentes en dicho instante. Si la poblacion se duplica en § afos
;Cuanto tiempo tardara en triplicarse? ;Cuanto tiempo tardara en cuadruplicarse?

2. Suponga que la comunidad del problema anterior es de 10.000 personas después de tres anos. ;Cual
erala poblacién inicial? ;Cual sera la poblacién en 10 afios?

3. lapoblacién de un pueblo crece a una tasa proporcional a la poblacién presente en el tiempo (¢). La
poblacién inicial es 500 habitantes y aumenta el 15% en 10 afios. ; Cuél seré la poblacién en 30 afios?

4. Un cultivo tiene inicialmente una cantidad de bacterias x; , después de una hora el nimero de
bacterias es f—j:v[} . Si la rapidez de crecimiento es proporcional al nimero de bacterias presentes.
Determine el tiempo necesario para que el nimero de bacterias se triplique.

5. Encualguier momento (t) la cantidad de bacterias de un cultivo crece a razon proporcional al nimero
de bacterias presentes. Al cabo de tres horas se observa que hay 400 bacterias. Después de 10 horas hay
2000 bacterias. ;Cual era la cantidad inicial de bacterias?

6. Inicialmente habfa 100 miligramos de una sustancia radiactiva. Al cabo de 6 horas, esa cantidad
disminuyé el 3%. Si la razén de desintegracion en cualquier momento, es proporcional a la cantidad de
sustancia presente, calcule la cantidad que queda después de 24 horas.

7. En 1990 el departamento de recursos naturales liberd 1000 gjemplares de una especie de pez en un
lago. En 1997 la poblacién de estos peces en el lago era de 3000. Estime |a poblacién de peces en el lago en
el afio 2020.

-~ Respuestas
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2.7.3 Temperaturas

La ley de enfriamiento de Newton dice que en un cuerpo que se esta
enfriando, la rapidez con que la temperatura T' cambia, es

proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la
temperatura constante 7T;,, del medio que lo rodea, esto es:

dT

= k(T — T,
o = K )

Podemos ver que esta es una ED de variables separables. Separando
variables tenemos.

dr

T-T)

Integrando ambos lados de la ED. El lado izquierdo se integra por
sustitucion.

In|T —T,|=kt+c

Quitando el logaritmo.

e1n|T—Tm| — ekttc

TT—ce

Despejando la temperatura obtenemos la solucion.

T=1T,+ celt
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La solucién es muy similar a la de crecimiento y decrecimiento, se
diferencia en que tenemos un dato mas que es la temperatura del
medio T, por esto los ejercicios se resuelven de forma similar.

Ejemplo 1: Temperatura

Una taza de café se sirve a una temperatura de 70°C' en un cuarto
cuya temperatura es de 17°C. Dos minutos mas tarde la temperatura
del café es de 60°C. ;Después de cuanto tiempo la taza de café
alcanza la temperatura de 20°C?

Solucion
Se plantean las condiciones iniciales del problema.

Condiciones iniciales.

t=20 T ="70°C

t=2 T =60°C

t =" T =20°C
T, =17°C

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 70°C cuando
t = O0enlaecuacion T = Ty, + cef®  (1).
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70 = 17 + e = c=53

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =174 53" (2).

Ahora reemplazamos T' = 60 cuando t = 2 en la ecuacion (2)

4
60 = 17 + 53e*()  despejando queda 5—2 — ek

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion.

43
93

In

zln{ezk}

—0.2090917979 = 2k  despejando obtenemos el valor de k
k = —0.1045458989

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.

T =17+ 536—0.1045458989t (3)

Ahora vamos a calcular cuanto tiempo se demora la taza de café para
llegara20°C'

20 = 17 + 53¢ 0104458989 . ¢ — 27 46,

La taza de café se demora 27, 46 minutos para llegar
a20°C
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Ejemplo 2: Temperatura

Un termémetro que indica 70° F' se coloca en un horno precalentado

a temperatura constante. A través de una ventana de vidrio del
horno, un observador registra que la temperatura es de 110°F

después de medio minuto y de 145° F' después de un minuto. ;A qué
temperatura esta el horno?

Solucion
Se plantean las condiciones iniciales del problema.

Condiciones iniciales.

t=20 T ="70°F

t=20.5 T =110°F

t=1 T = 145°F
T, =?

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 70°C cuando
t = O0enlaecuacionT = Ty, + ce®  (1).

70="T, +ce?0 = c=T0—-T,
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Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =T,+ (70 —T,)e" (2).

Ahora reemplazamos T = 110 cuando ¢ = 0.5 en la ecuacién (2)

110 = Ty, + (70 — T, ) ¥ (0) (3) Nos queda una ecuacién
con dos incégnitas, como no se puede resolver una ecuacién con dos
incognitas, entonces, reemplazamos la otra condicién para tener una
segunda ecuacion.

145 = Tp, + (70 — T;,,)eF)  (4)

110 - 175,
Despejando Euler de la ecuacion (3) e%5% = 0T (5)

145 — T,
Despejando Euler de la ecuacién (4) ek = 70—T

(6)

No podemos igualar las ecuaciones (5) A (6)

Aplicamos axioma de igualdad a la ecuacién (5) elevando al cuadrado
a ambos lados.

2 2
2 [110-T, 110 — T,
] = [70—Tm] > = [70—Tm] )

Ahora igualamos las ecuaciones (6) A (7)

145 — T,  [110 — T,,]”
0-T, |70-Tn,

Aplicando potenciacion.
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145 — T,,  [110 — T,,,]?

0—T,  [70—T,?

Simplificando.
(110 — T;,]2
145 — T, =
g 70 -1,
Despejando.

(145 — T,,,)(70 — T,,,) = [110 — Tm]2
Haciendo distributiva y desarrollando el binomio.

10.150 — 215T},, + [T}]? = 12100 — 220T,, + [T}

Agrupando términos semejantes.

5T, = 1950
Despejando T},
T — 1950

5

La temperatura al interior del horno es de 390° F'

Cuando se resuelven ejercicios de crecimiento y decrecimiento o de
temperaturas y piden poblaciéon inicial, temperatura inicial o
temperatura del medio, siempre se debe plantear un sistema de
ecuaciones para poder resolver el ejercicio.
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Ejemplo 3: Temperatura

Un termémetro se lleva del interior de una habitaciéon donde la
temperatura del aire es de 80° F' al exterior donde la temperatura del

aire es de 15°F'. después de un minuto el termémetro indica 55°F'.
;Cual es la temperatura del termdémetro en ¢t = 2 minutosS? ;Cuanto
tiempo le tomara alcanzar 19° F

Solucidn Se plantean las condiciones iniciales del problema.

Condiciones iniciales.

t=20 T =80°F

t=1 T =55°F

t=2 T =7

t =7 T=19°F
Tm = 15°F

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 80°C' cuando
t = O0enlaecuacion T = Ty, + cef*  (1).

80=15+ce*® = =65
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Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =15+ 65eM  (2).

Ahora reemplazamos T = 55 cuando ¢t = 1 en la ecuacion (2)

0

55 = 15 + 65¢*(1)  despejando queda o = ¢

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion.

4
In —0 zln{ek‘ obtenemos el valor de k

k = —0.4855078

Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.

T =15 + 65e0-4855078¢ (3)
Ahora vamos a calcular la temperatura a los 2 minutos.

T = 15 + 65¢(-04855078)(2)  — T — 39.61.

La temperatura a los dos minutos es 39.61° F

Ahora vamos a calcular cuanto tiempo se demora el termémetro para
llegar a 19° F'

19 = 15 + 656—0.4855078t $

In

4
%' —In {6—0.485507815) = t=574
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El termdmetro se demora 5, 74 minutos para llegar a
19°F

Ejemplo 4: Temperatura

Se sumerge una barra de acero en un liquido que estd a una
temperatura de 110°C, la barra esta a 32°C', un segundo después su

temperatura aumenta 4°C'. ;Cudl sera la temperatura de la barra a
los 10 segundos? ; Cuanto tiempo le tomara alcanzar 100°C

Solucion

Tenga en cuenta que la temperatura de la barra aumenta 4°C en un
segundo, es decirent = 1 latemperaturaes 36°C.

Condiciones iniciales.

t=20 T =32°C

t=1 T =36°C

t =10 T ="

t =" T =100°C
Tm = 110°C
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Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 32°C cuando
t = 0enlaecuacionT = Ty, + ce®  (1).

32 =110+ cef® = = _78

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) queda de la siguiente
forma T =110 — 78"  (2).

Ahora reemplazamos T = 36 cuando ¢t = 1 en la ecuacion (2)

-~

36 = 110 — 78¢F(W despejando queda i e

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de |a ecuacién.

74
In | = In {ek| obtenemos el valor de k

k = —0.05264373
Reemplazando este valor en la ecuacién (2) obtenemos.
T =110 — 786—0.0526437315 (3)

Ahora vamos a calcular la temperatura a los 10 segundos.

T = 110 — 78¢(~0-05264373)(10) . T — 63.92.

La temperatura alos 10 segundos es 63.92°C

Ahora vamos a calcular cuanto tiempo se demora el termémetro para
llegar a100°C
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100 = 110 — 78¢70:05264373¢  despejando queda.

—10 — —0.05264373¢
—78

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacién.

1
111—0

— In {6—0.05264373t —~ t=139.01

El termdémetro se demora 39.01 segundos para
llegar a 100° F'

Ejemplo 5: Temperatura

Se encuentra el cuerpo de un hombre una manana fria en una
habitaciéon cuya temperatura es 15°C, un detective mide Ia

temperatura del cuerpo y el termémetro indica 36°C, una hora

después vuelve a medir la temperatura del cuerpo y el termémetro
indica 35.2°C. En qué momento ocurrio el asesinato.

[Sugerencia: La temperatura normal del cuerpo es de 37°C].

Solucion

Condiciones iniciales.
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t=20 T =37rC

t=t T =33°C
t=t+1 T =321
Tm = 15°C

Vamos a comenzar reemplazando el primer dato T' = 37°C cuando
t = 0enlaecuacionT = Ty, + ce®  (1).

37=15+c"? = =22
La ecuacién (1) queda de lasiguiente forma T = 15 + 22e* (2),

Ahora reemplazamos T = 33 cuando ¢t = t en la ecuacién (2)

18
33 = 15 4 22¢¥(®)  despejando queda 75 = ekt

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion.

18 Kt . L
In 72 zln{e f obtenemos una ecuacion con dos incégnitas$

kt = —0.20067079 (3) Nos queda una ecuacién con dos

incégnitas, como no se puede resolver, reemplazamos la otra
condicién para tener una segunda ecuacion.

17.1
32.1 = 15 + 22¢*t+D)  despejando queda = ek(t+1)

Aplicamos logaritmo natural a ambos lados de la ecuacion.
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17.1
171 - ln}ek(tﬂ)‘ obtenemos.
22

In

k(t+1) = —0.25196398  (4)

Despejamos k de las ecuaciones (3)

~ —0.20067079
- t

k

(5)
Despejamos k de las ecuaciones (4)

—0.25196398
k —
t+1

(6)

lgualamos (5) A (6)

—0.20067069  —0.25196398
t B t+1

Operando obtenemos.

—0.20067069¢ — 0.20067069 = —0.25196398¢

Agrupando términos semejantes.

0.05129329t = 0.20067069  despejando ¢t = 3.912

3.912 horas equivale a 235 minutos.

El asesinato ocurrio alas 8 : 06 am

En la pagina 199 puedes observar un video de aplicacion de

temperaturas.
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2.7.4 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.3

=l

Ejercicios de repaso seccién 2.7.3
Resolver los ejercicios de temperaturas.

1. Un termometro se lleva del interior de una habitacion donde la temperatura del
aire es de TO"F' al exterior donde la temperatura del aire es de 107 F'. después de

medio minuto el termometro indica 507 F. ;Cual es |la temperatura del termémetro
ent = 1 minuto? ;Cuanto tiempo le tomara alcanzar 157 F7?

2. Un termémetro se lleva del interior de una habitacion al exterior, donde la
temperatura del aire es de 5° F. después de 1 minuto el termdémetro indica 55°F. 5
minutos después marca 30°F. ;Cudl sera la temperatura del interior de la
habitacion?

3. Dos grandes tanques A y I3 del mismo tamano se llenan con fluidos diferentes.
Los fluidos en los tanques A y I3 se mantienen a 0°C' y a 100°C, respectivamente.
Una pequena barra de metal, cuya temperatura inicial es 100°C, se sumerge dentro
del tanque A. Después de 1 minuto la temperatura de la barra es de 90°C. Después
de 2 minutos se saca la barra e inmediatamente se transfiere al otro tanque. Después
de 1 minuto en el tanque B la temperatura se eleva 10°C. ;Cuanto tiempo medido
desde el comienzo de todo el proceso, le tomara a la barra alcanzar los 09.9°C?

4. Una pequena barra metélica cuya temperatura inicial es de 20°C' se deja caer en
un recipiente con agua hirviendo. ;Cudnto tiempo tardara en alcanzar 90°C si se
sabe que incrementa 2°C' en un segundo? ;Cuanto tiempo tardara en llegar a 98°C'7?

5. Un termémetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es de 100° F
y se lleva al exterior donde la temperatura es de 237 F'. Después de medio minuto el
termémetro indica 76" F ;Cudl serd la lectura después de un minuto? ;Cuanto
tiempo se demorara para que el termémetro llegue a 307 F7?

s Respuestas
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2.7.5 Mezclas

las soluciones quimicas, entendiéndose estas como un sistema
homogéneo donde hay mayor proporciéon de soluto que de solvente,
conllevan la necesidad de comprender el concepto de concentracién,
el cual no es mas que la relacion entre la cantidad de soluto y la
cantidad de solvente. Las ED son una herramienta para comprender
el comportamiento de las mezclas de dos o mas soluciones en un
recipiente bajo ciertas condiciones.

Se tomara la sal como soluto para definir la ED, pero es importante
resaltar que es igualmente aplicable a todo tipo de soluciones
homogéneas, pues la ecuacién mide la variacion de la cantidad de
soluto presente en la mezcla en cualquier momento ¢

Al mezclar dos soluciones salinas de distintas concentraciones surge
una ecuacion diferencial de primer orden, que define la cantidad de
sal contenida en la mezcla. A(t) denota la cantidad de sal (medida en

libras) en el tanque en el tiempo ¢, entonces la razén con la que A(t)
cambia es unarazén neta:

dA
— =R~ R

La rapidez esta dada por.
R, = Velocidad de entrada por concentracién.

Ry = Velocidad de salida por concentracion.

lbs

min

La rapidez conlaque lasal entraes
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Ejemplo 1: Mezclas

Se disuelve inicialmente 50 libras de sal en un tanque con 300 galones
de agua. Se bombea Salmuera al tanque a razén 3% y luego la
solucion adecuadamente mezclada se bombea fuera del tanque a
razén de 3%. Si la concentracion de la solucion que entra es de 2;’%’,

determine la cantidad de sal que hay en el tanque en un instante
cualquiera. ;Cuanta sal hay después de 50 min? ;Cuanta después de

un largo tiempo?

Solucion

Lailustraciéon ayuda a comprender lo que esta pasando en el tanque.

razon de entrada de la salmuera

3 gal/min
/j
~Ld W __/
e
1
e
1
1
- I
1
1

constante
300 gal

>

—

razon de salida de la
salmuera 3 gal/min

En el tanque estd entrando salmuera a
razon de 3% con una concentracién

de 2% Es decir, R, =

394 gal lib 6 lzb

min® gal

Inicialmente en el tanque hay 300

galones de salmuera, entonces para

hallar Ry se plantea la ecuacion

_ A
Ry = .. V(re—rs)t"

Reemplazando datos en la ecuacién.
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R _3gal A lib A lib

27 "min"300 + (3—3)tgal 100 min’

d

Reemplazando estos datos en la ED Fri R; — Ry nos queda.
dA
p7y =6— 100 organizando la ED.
dA 1
—+—A=6
dt + 100

Tenemos una ED lineal no homogénea y esta en forma estandar.
Identificamos p(t) A hallamos el factor integrante.

1 ¢

P(t) = 155

e A = [ 6em dt
ein A = 600eT -+ c
A = 600 + ce~ @

50 = 600 + ce’

Aplicamos |a  propiedad para
resolverla.

Fly= [F.If(z)dz
Integrando el lado derecho.

Despejamos la variable dependiente
A

Ahora reemplazamos condiciones
iniciales A(0) = 50 para hallar lac

El valor de la constante es.
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¢ = —550 La solucién es.

A(t) = 600 — 550e 1w

Teniendo |la ecuacién de concentracion de sal, podemos responder las
dos preguntas.

Para saber la cantidad de sal a los 50 minutos se reemplaza,lat = 50
A(50) = 600 — 550e~ T

A(50) = 266.4

La cantidad de sal que hay a los 50 minutos es 266.4
libras

Ahora necesitamos saber la cantidad de sal después de un largo
tiempo, es decir,t = oo

A(o0) = 600 — 550e~ 1

A(c0) = 600

La cantidad de sal que hay después de un largo
tiempo es 600 libras
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Ejemplo 2: Mezclas

Un tanque contiene 450 litros de agua en el que se disuelven 30
gramos de sal: Una salmuera qgue contiene 3ﬂ se bombea al tanque
con una intensidad de 6 -, la solucién adecuadamente mezclada se
bombea hacia afuera con una intensidad de 8— Determine la

cantidad de libras de sal que hay en el tanque en cualqwer instante.
;Cuando se vacia el tanque?

Solucion

En el tanque esta entrando salmuera arazén de Gﬁ conuna.

. s ﬂ o _ g_ qr
concentracionde 3 T Esdecirr, Ri1 = 6mm 3 7 18mm

Inicialmente en el tanque hay 450 litros de salmuera, entonces para
A

“V 4 (re —rs)t

hallar R, se plantea laecuacién Ry = r

Reemplazando datos en la ecuacion.

[ A lib A gr

e = 8mi’nf450 +(6—8)tgal 8450 — 2t min’

dA
Reemplazando estos datos en la ED ry = R; — Rs nos queda.

dA—18—4

— = organizando la ED.
dt 295 _¢ '°
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dA 4

_|_

dt 225 —t

A =18

Tenemos una ED lineal no homogénea y esta en forma estandar.
|dentificamos p(t) A hallamos el factor integrante.

p(t) :

(225 —t)*A = [18(225 — t) *dt

T 295 _ ¢

(225 —t) A =6(225—-t)"2 +c

A = 6(225 — t) + (225 — t)*

30 = 6(225) + c(225)*

B 1320
(225)1

C —=

F.I=(225-1¢t)"

Ahora aplicamos la
propiedad para resolverla.

Integrando el lado derecho
de la ecuacioén.

Despejamos la variable

dependiente A
Ahora reemplazamos
condiciones iniciales

A(0) = 30parahallarlac
El valor de |a constante es.

La solucién es.

225 — £\
A:6(225—t)—1320< )
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La ecuacién que nos ayuda a determinar la cantidad de sal que hay en
el tanque en cualquier momento es.

225t)4

A(t) = 6 (225 — t) — 1320 ( oo

Ahora necesitamos saber cuando se vacia el tanque. Como la
intensidad de salida es mayor que la intensidad de entrada, es logico
gue llega un momento en que el tanque estara vacio.

Utilizamos la condicion 450 + (6 — 8)t. entonces es necesario
igualar esta ecuacion a ceroy despejar t

El tanque se vaciaent = 225 minutos

Ejemplo 3: Mezclas

Un estanque contiene 100m? de agua contaminada. Con el propdsito
3

de descontaminarlo se introduce agua limpia a razéon de % y el

agua contaminada (uniformemente mezclada) se deja salir del
estanque a la misma razén. ;Qué porcentaje de contaminantes se
habra eliminado después de 1 h? ;Qué tiempo debe transcurrir para

que los contaminantes disminuyan en un 90%?

Solucion
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Lailustracién ayuda a comprender lo que esta pasando en el tanque.

, Inicialmente en el tanque hay 100m?
100m

razon de entrada En el tanque esta entrando agua
2m?/min . . p m?
— limpia a razén de 2-—- con una
min
71J concentracion de 0 contamlnauén.
. _ m _
i T Esdecir, R; = 2--.0=0
1
1
i
1
1

% de agua contaminada, entonces para

_> hallar Ry se plantea la ecuacion
. _ A

_r'/ Ry = Te Vitre—ry)t"

raz6n de salida de 12~ Reemplazando datos en la ecuacion.
salmuera 2m?/min

_ A A m?
7100+ (2—2)t 50min’
dA

Reemplazando estos datos en la ED 7 = Rq — Ry nos queda.
a4 =0 A dola ED.
%~ 97 50 organizando la
dA 1
- —A —
dt 0

ED lineal homogénea en forma estandar. Identificamos p(t)

p(t) 1 F.I=en Ahora aplicamos la propiedad para
50 resolverla.
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e A = [ 0dt Integrando obtenemos.

t o N .
enA=rc Despejamos la variable dependiente
A
i . .
A = cew Ahora reemplazamos condiciones

iniciales A(0) = Ag parahallarlac
Ay = ce El valor de la constante es.

c= A La solucién es.

A(t) = Agew

Teniendo la ecuacién de concentracion de contaminante, podemos
responder las dos preguntas.

Para saber el porcentaje de contaminante que se habra eliminado
después de 60 minutos.

A(t) = Agew

La cantidad de contaminante que hay después de 1
horaes 0.3012A4,
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Ahora vamos a calcular qué porcentaje es esta cantidad de A,

Ap —0.30124y _ Ay(1-03012) _ oo

Ay Ay

Después de una hora se habra eliminado el 69.89%
del contaminante del estanque

Ejemplo 4: Mezclas

El aire del interior de un pequeno cuarto con dimensiones de 12x8x8
metros contiene 3% de monéxido de carbono. Empezando en t = 0,
se sopla aire fresco que no contiene mondéxido de carbono hacia el
. . , me e .

interior del cuarto a razén de 100-™-. Si el aire del cuarto sale al

exterior a través de una abertura a la misma velocidad.

;Cuando tendra el aire del interior del cuarto 0.01% de monoxido de

carbono?

Solucion

La cantidad de mondxido de carbono que hay inicialmente en el

cuarto es el 3% del volumen V = 768m?

A(0) = 1873 _ 53 04
100
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m*
min’

En el cuarto entra aire limpio a razén de 100 Es decir,

R; =1002-.0 =0

Inicialmente en el cuarto hay 768m? litros de salmuera, entonces
A

“V o+ (re —ro)t

para hallar R, se plantealaecuacién Ry = r

Reemplazando datos en la ecuacion.

A 1004 254

Ry, = 100. = .

768 + (100 — 100)¢ 768 192

d

Reemplazando estos datos en la ED Fri R{ — Ry nos queda.
dA 25A
7 =0- % organizando la ED.
dA 25
—+—A=0
dt + 192

ED lineal homogénea en forma estandar. ldentificamos p(t) A
hallamos el factor integrante.

25

25 Ahora aplicamos la propiedad para
t) = — F.J = eiont P prop p
p( ) 192 resolverla.
et A = det Integrando el lado derecho de la
ecuacion.
et A = ¢ Despejamos A
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25t

A = ce ™ Ahora reemplazamos condiciones

iniciales A(0) = 23.04 para hallar

lac
23.04 = ce_% (0) El valor de la constante es.
c=23.04 La solucion es.

La ecuacién que determina la concentracion de mondxido de carbono
en funcién del tiempo es:

A = 23.04e T2t

Ahora podemos responder la pregunta. ;Cuando tendra el aire del
interior del cuarto 0.01% de mondxido de carbono?

0.0768 = 23.04e 1t

0.0768| 1_%t "
n 23.04 = 1n e ontenemaos.
t = 43.805

Enuntiempodet = 43.8 minutos el aire del interior
del cuarto tendra 0.01% de monéxido de carbono

En la pagina 200 puedes observar un video de aplicacién de mezclas.
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2.7.6 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.5

o]

Ejercicios de repaso seccién 2.7.5
Resolver los ejercicios de mezclas.

1.  Untanquetiene 500 galones de agua pura y entra salmuera con 2 libras de sal por galon arazon de
gal
.

bl

El tanque esta bien mezclado y de €l sale la solucién con la misma rapidez. Determine A(t) en

min
libras de sal que hay en cualquier instante [t) Cual es laconcentracionent = 5 minutos?

2. Resuelva el ejercicio anterior suponiendo que la solucién sale con una razén de 10 galones por
minuto. ;Cuando se vacia el tanque?

3. Un tanque contiene 200 litros de un liquido en el que se han disuelto 30 gramos de sal. Una
salmuera que contiene un gramo de sal por litro, se bombea al tanque con una intensidad de 4 litros
por minuto; la solucién bien mezclada se bombea hacia afuera con la misma rapidez. Encuentre la
cantidad A{t) de gramos de sal que hay en el tanque al tiempo .

4. Resuelvael ejercicio anterior suponiendo que al tanque entra agua pura

5. Un gran tanque esta parcialmente lleno con 100 galones de fluido en los que se disolvieron 10

. . - . . . gal
libras de sal. La salmuera tiene media libra de sal por galon que entra al tanque a razén de 6—. La
min

. . gal . : .
solucién bien mezclada sale del tanque a razén de 4——. Determine |a cantidad de libras de sal que
min

hay en el tanque después de 30 minutos.

6. Untanque contiene 100 galones de agua y le entra salmuera con i de libra de sal por galon arazén
de 3 gal/min. El tanque esta mezclado y sale de €l con la misma rapidez. Calcule la cantidad A{t) de
libras de sal que hay en el tanque en cualquier momento £.

7. Una alberca cuyo volumen es de 10000 litros contiene agua con el 0.001% de cloro. Empezando

s Respuestas
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2.7.7 Circuitos en serie

Circuitos L R: Cuando un circuito en serie sélo contiene un inductor
(L) y unresistor (R), la segunda ley de Kirchhoff establece que:

di
la suma de las caidas de voltaje a través de un inductor L% y de un

resistor (iR) es igual al voltaje aplicado E(t) al circuito.

Circuito LR en serie.

di :
L% + Ri = E(t) (1)

Circuitos RC": Cuando un circuito en serie sélo contiene un resistor
(R) y un capacitor (C), la caida de voltaje a través de un capacitor de
capacitancia (C) es.

Q(t)

C

donde g es la carga en el capacitor.

Por la segunda ley de kirchhoff ~ Ri + é +q=E() (2)

d
La corriente (7) y la carga (q) se relacionan mediante Zd_z

Asi la ecuacion (2) se transforma en.
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Circuito RC en serie.

dg 1
—+—q=F
RY 4 Zg=E() ()

Ejemplo 1: Circuito en serieLR

Se conecta una bateria de 20 Voltios a un circuito en serie LR con 0.2

henry de inductancia y 30 Ohms de resistencia. Determine la
corriente (t) sii(0) = 0.

Solucioén
Recordemos que.
R di
AN L— + Ri = E(t)
! dt
G::) g [. | Reemplazando valores tenemos
di
0.2— + 302 = 20
| dt+ )
Es una ED lineal pero no esta en

forma estandar.
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LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

di
% | 150§ = 100
a Y

p(t) =150 F.I = '

el50; — [ 100e'5% d

100
150t,; 150t
e 1 —1506 +c
2
;2 —150¢
1 3 4+ ce
2
0= = 0
3 + ce
2
C = ——
3

|dentificamos p(t) y hallamos el FI.

Ahora aplicamos la propiedad para
resolverla.

Integrando el lado derecho de la
ecuacion.

Despejamos la variable dependiente 2

Ahora reemplazamos condiciones
iniciales ¢(0) = O parahallarlac

El valor de la constante es.

La corriente en funcién del tiempo es.
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Ejemplo 2: Circuito en serieRC

Se aplica una fuerza electromotriz de 100 Voltios a un circuito en
serie RC, donde la resistencia es de 200 Ohms y la capacitancia es de

10~ farads. Determine la carga q(t) en el capacitor, Si q(0) = 0.
Encuentre la corriente i(t)

Solucion

R1=200Q2 | Recordemos que.

—A——
1
R@ + =g = E(t)
6/ B =100V dt  C

Reemplazando valores tenemos.

| |
11
¢ =1x10"* farad

dq 1
200— + ——q = 100
dt + 1047

Es una ED lineal pero no esta en forma estandar.
LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

% 4 50q = % |dentificamos p(t) y hallamos el FI.
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p(t) =50 F.I =¢ Ahora aplicamos la propiedad para

resolverla.
50ty — 1650tdt Integrando el lado derecho de la
2 ecuacion.
50t — ie50t e Despejamos la variable dependiente q
100
q= L 4+ ce 50t Ahora reemplazamos condiciones
100 iniciales ¢(0) = O parahallarlac
c— — L La carga en funcién del tiempo es.
100
1 1
) = — — —_ —50¢
1) = 150 ~ 100°

La corriente es la derivada de la carga, por lo cual debemos derivar la
respuesta anterior.

! _ ﬂ —50t

Entonces la corriente en funcién del tiempo es:

1
’L(t) = 567502f
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Ejemplo 3: Circuito en serieLR

Se aplica una fuerza electromotriz de 450 voltios a un circuito LR con
0.25 henry de inductancia y 90 ohms de resistencia. Determine la
corriente i(t) sii(0) = 0.Cuando t tiende al infinito.

Solucion

&
Recordemosque L— + Ri = E(t)
R dt

Reemplazando valores  tenemos

]
0. 25— + 907 = 450
® gL
I

Es una ED lineal pero no esta en
forma estandar.

LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

di 1 360i = 1800 Identificamos p(t) y hallamos el FI.
dt

p(t) =360 F.I = 30 Ahora aplicamos la propiedad para
resolverla.
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e300t — [ 1800360 dt

63601&7: — @636015 +c
360

. 56360t c

1= +

e360t e360t

i =5 + ce ™30

0=>5+ce

c=—9

Integrando el lado derecho de la
ecuacion.

Despejamos la variable dependiente 2

Simplificando.

Ahora reemplazamos condiciones
iniciales 4(0) = O parahallarlac

El valor de la constante es.

La corriente en funcién del tiempo es.

i(t) = 5 — be 300

La corriente cuando ¢ tiende a infinito es.

i(t) =5 — 5e(—360)(c0)
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Ejemplo 4: Circuito en serieRC

Se aplica una fuerza electromotriz de 200cos2t Voltios a un circuito
en serie RC, donde la resistencia es de 50 Ohms y la capacitancia es
de 1072 farads. Determine la carga ¢(t) en el capacitor, Si ¢(0) = 0.
Encuentre la corriente i(t)

Solucion
R1 =500 Recordemos que.
VVV dg 1
R— + —=qg=E(t
o T ea=El)
(\/ E(H)=200cos2t V Reemplazando valores
tenemos.
| |
11 )
C =1x10° farad
dq
50— = 200cos2t
at 1029

d
50d_3 + 100q = 200cos2t

Es una ED lineal pero no esta en forma estandar.
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LLevandola a la forma estandar, obtenemos.

dgq + 2 = dcos2t Identificamos p(t) y hallamos

dt el FI.

p(t)=2 F.I=¢e* Ahora aplicamos la propiedad
para resolverla.

e?'q =4 [ e*cos2tdt Utilizamos el  siguiente
resultado de Ila tabla de
integrales.

eCLﬂZ

[ e*®cosbrdr = (acosbx + bsenbzx) + ¢

a2 + b2

o2t
[ e*cos2tdt =
4 +

1 (2cos2t + 2sen2t) + ¢

ot
4 [ e*cos2tdt = 4 (%) 2 (cos2 t+ senZt) +c

Simplificando.

4 [ e*cos2tdt = e*(cos2t + sen2t) + ¢

Reemplazando este resultado en la ED.

e?q = e*(cos2t + sen2t) + c Despejamos  la  variable
dependiente q
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e*(cos2t + sen2t) ¢ Simplificando.

q= —
e2t 6275

q = cos2t + sen2t + ce % Ahora reemplazamos
condiciones iniciales ¢(0) = 0
para hallarlac

0 = c0s2(0) + sen2(0) + ce %®  Elvalor de la constante es.

c=—1 La carga en funcién del tiempo
es.

q = cos2t + sen2t — e~ 2

d
Para calcular la corriente recuerde que I = d—z
I = —2sen2t + 2cos2t + 2e~2 La corriente en funcién del
tiempo es.

I = —2sen2t + 2cos2t + 2e %

En la pagina 200 puedes observar un video de aplicacion de circuitos.

196



En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de crecimiento.

Ver en (3 Voulube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de temperatura.

Ecuaciopes diferenciales. 1.9.2 Ejercicio de modelado

MAS VIDEOS

B £ Youlube {2
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de mezclas.

Veren [EBYoulube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de aplicacién de circuitos.

) _Ecuaciones diferenciales, 1.9.4 Ejercicio de modelado

MAS VIDEOS

P o) o1asaa B £° YouTube C2
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2.7.8 Ejercicios y respuestas de la seccion 2.7.7

Ejercicios de repaso seccion 2.7.7
Resolver los ejercicios de circuitos.

1. Seaplica una fuerza electromotriz de 80 Voltios a un circuito en serie LK con 0.5
henry de inductancia'y 120 Ohms de resistencia. Determine la corriente i(t) si i(0)
(. Halle |a corriente cuando ¢ tiende a infinito.

2. Se aplica una fuerza electromotriz de 30 Voltios a un circuito en serie LR, 0.1
henrys de inductancia y 50 Ohms de resistencia. Determine la corriente i(t) si i(0)
(. Determine la corriente conforme ¢ tiende a infinito.

3. Seaplica unafuerza electromotriz de 200 Voltios a un circuito en serie RC', donde
la resistencia es de 1000 Ohms y la capacitancia es de 10~ farads. Determine la carga
q(t) en el capacitor. Si i(0) = 4 amperes. Determine la carga y la corriente en t

0.005s. encuentre la carga cuando £ tiende a infinito.

4 Un acumulador de 12 voltios se conecta a un circuito en serie con una inductancia
de J henryy una resistencia de 10 Ohms. Determine la corriente i(t) sfi(0) = 0.

5. Seaplicaunafuerzaelectromotriz de 10 Voltios a un circuito en serie RC, donde la
resistencia es de 10 Ohms y la capacitancia es de 0.02 farads. Determine la carga g(t)
en el capacitor. Si i({}) () amperes. Determine la carga y la corriente en ¢ = 0.005s.
encuentre la carga cuando t tiende a infinito.

o
-~ Respuestas

199


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/problemas2.7.4.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/respuestas2.7.4.html

2.7.9 Ejercicios y respuestas del capitulo 2

1.

10.

11.

12.

Ejercicios de repaso Capitulo 2

Enlos ejercicios 1 a 20, resuelva la ED dada.

2y (x + 1) dy — adx

{;r"‘ t yﬂ) dz + 3zy’dy = 0

(4y + yx?) dy — (2= + zy?) dxz = 0
sec?zdy + escydr — 0

!

Yy -+ 2xy e

%‘" dr — Zdy — 0

v

(T + 2y) y! 2¢ — Ty

y.r J %y 4$3y—l
y!n|;r|@ [:3-";}2
dy T

{33:23; } ey) dax + (:t:” f xe? 2_?,-') dy
Y — TY

T 4ye_?-7'-

0

200

400
'@Eg Respuestas
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Capitulo 3

ECUACIONES DIFERENCIALES DE
ORDEN SUPERIOR







3.1 Principio de superposicion

En la segunda unidad se estudiaron ED de primer orden. En esta
unidad se estudiaran las ecuaciones de orden superior n > 2

comenzando con las ecuaciones lineales.
Una ED lineal de orden superior es de la forma:
any™ + an 1y + ..+ a2y + ary + agy = g(z)

Cuando g(z) = 0 se dice que la ED es homogénea, en caso contrario
es no homogénea.

Soluciones

La funcién y = h(z) se llama solucién de la ED si esta definida y es
derivable n veces en algun intervalo de tal manera que al sustituirla
en la ecuacién junto con sus derivadas se obtenga una identidad.

Teorema 1. Principio de superposicion; ecuaciones homogéneas.
Sean yi1,¥y2,¥s, - .. Yn Soluciones de la ecuacion homogénea de n-

ésimo orden en un intervalo I. entonces la combinacion lineal
y = c1y1(x) + o) + ... + cuyn()

Donde c;,cs,...,c, son constantes arbitrarias, también es una
solucién en el intervalo.
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Ejemplo 1. Principio de superposicion

Usando el principio de superposicién, probar que las funciones.

y1 = cie %, ys = coze * sonsolucionesdelaEDy" + 2y +y =0
Solucion

Escribimos la solucién como una combinacién lineal de las soluciones.
y=ce *+coxe”®

/ T

Yy = —cie” m

— coxe T + coe”
y' =cre  + core ™ — 2c9e” "
Reemplazando en la ED.

cie ¥+ coxe™ — 2c9e™? — 2c167F — 2core™ T + 2c9e " +
cie T +coxe =0

Agrupando términos semejantes queda0 = 0

Como se cumple la identidad, se prueba por el principio de
superposicion que las funciones.

y1 =cre ¥ A ys =coxe * sonsoluciondela
ED y' +2y +y=0
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3.1.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.1

siguientes ED

Ejercicios de repaso seccion 3.1

o7l

Usando el principio de superposicion, probar si las funciones dadas son solucion de las

207

Ly =cie”, yp = coze” de 2y -2/ +y=¢€
2. = cre eosdx, Yy = o€ Tsenda de y' + 2 +5y=0
3.y = ciefcose, s = ce"sends de y"' 2 +5y = cos2zx
4.y = crel, Yy = ces de 104" -3y —y=0
5.y = 1€, Yy = et de y'-y=0
@g Respuestas
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3.2 Dependencia e independencia lineal
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Teorema 2. Criterio para soluciones linealmente independientes.
Sean y1, Y2, Y3, - - - Yo N Soluciones de la ecuacién diferencial lineal
homogénea de n-ésimo orden en un intervalo I. El conjunto de
soluciones es linealmente independiente en I si y sdlo si
W (y1,Y2,Ys, - - - Yn) # 0 paratoda z en el intervalo.

q Ejemplo 1. Dependencia e independencia
= |ineal

Verificar si el conjunto de funciones fi(z) = €32, fo(z) = 5€3% es

linealmente dependiente (LD) o linealmente independiente (LI) en el
intervalo (—oo0, 00)

Solucion

Para determinar si el conjunto de funciones es LI o LD se deben
analizar las dos funciones.

Si multiplicamos f por 5, obtenemos f5, es decir,5f; = fo
Entonces f; es multiplo escalar de f5

Si dos funciones son multiplo escalar, son LD.

Las funciones son linealmente dependientes.
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Otra forma de resolver el ejercicio es aplicando el Wronskiano de las
funciones.

63:1: 563:1:

w (f1(z), f2(z)) =

Como el Wronskiano de las funciones es cero, las
funciones son linealmente dependientes.

Ejemplo 2. Dependencia e independencia
lineal

Verificar si el conjunto de funciones f(z) = €3, fo(z) = €** es LD
oLlenelintervalo (—o0, 00)

Solucion

Para determinar si el conjunto de funciones es LI o LD se deben
analizar las dos funciones.

Si multiplicamos cada funcién por una constante diferente, A A B y
las igualamos, Ae3* = Be**. La igualdad sélo se cumple cuando
A=0ANB=0

Por definicién es LD si existen constantes no todas ceros. como las
dos constantes son cero el conjunto de funciones es LI.
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Las funciones son linealmente independientes.

Otra forma de resolver el ejercicio es aplicando el Wronskiano de las
funciones.

63:1: e4m

— 7T 7T _ LT
33 fele =4e'*—3e’* =e

w(fi(z), f2(x)) =

Como W = 0 las funciones son LI.

Ejemplo 3. Dependencia e independencia
lineal

Verificar si el conjunto de funciones fi(z) =z, fo(z) = 2% A
f3(z) = 3z% — 2z esLD oLl enelintervalo (—oo, 00)

Solucion

Para determinar si el conjunto de funciones es LI o LD se deben
analizar las tres funciones.

La funcion f3(z) se puede escribir como una combinacién lineal de
las otras dos funciones f3(z) = 3f2(z) — 2f1(x), entonces,
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Las funciones son linealmente dependientes.

Nota un conjunto de funciones fi(x), f2(z), ..., fo(z) es LD en un

intervalo, si por lo menos una funcién se puede expresar como una
combinacioén lineal de las otras funciones.

Ahora lo vamos a resolver aplicando el Wronskiano de las funciones.

r z* 3x? -2z
w(fi(z),fo(x),fs(x)=|1 2z 6x—2
0 2 6

Nota Si tienes dificultad para recordar cémo calcular determinantes
de matrices de 2 x 2 A 3 X 3 puedes pasar a la pagina 210 para
repasar dicho tema.

Lo vamos a resolver expandiendo la fila 1.

|22 6z—2| |1 6z—2 9 1 2z
w—a:[ ] T [0 6 :|—|-(3CL‘ 2:6)[0 2]

w = z(12z—(12z — 4))—2%(6—0) + (3z? — 2z)(2-0)
w = z(12z — 12z + 4) — 2%(6) + (3z* — 2x)(2)

w=4x —6x2+6x2—4r = w=0

Como w = 0 entonces las funciones son LD.
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Ejemplo 4. Dependencia e independencia
lineal

Verificar si el conjunto de funciones fi(z) = €%, fa(z) = €** A
f3(z) = e3* esLD o Ll en el intervalo (—oo, c0)

Solucion

Lo vamos a resolver aplicando el Wronskiano de las funciones.

e’ 62:1: e3a:
w(fi(z), f2(z), f3(2)) = |e* 2€** 3e**
e’ 4e2w 96333
o — o 262:1: 3e3m _e2w e’ 363:1: +e3w e 2e2m
- 462:1: 963m e’ 963:1: e 4e2m

w = e%(18e%% —12€°%) — 2% (9e1? —3e1%) + €37 (437 —2€37)
w = e®(6e’) — e22(6e1?) + e3%(2e37)
w = 6% — 6% + 257 = w = 2e%

En la pagina 231 puedes observar un video de dependencia e
independencia lineal.

Como W = 0 las funciones son LI.
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Repasando Determinantes

Asociado a cada matriz cuadrada A hay un numero llamado
determinante de A denotado como “detA” o también por |A| (no

confundir con el valor absoluto). Los determinantes nos
proporcionan un método para el calculo de la matriz inversa (en caso
de existir) y un criterio para estudiar si una matriz es o no invertible.
Sus aplicaciones son multiples en todas las ramas de las ciencias que
tratan problemas lineales en los que necesariamente aparecen
matrices y por tanto, determinantes. Sélo se puede calcular el
determinante si la matriz es cuadrada o de orden n.

En la escena interactiva que aparece a continuacion se explica, el
calculo del determinante de matrices de orden 2 y 3. Es importante
gue repase el concepto antes de resolver ejercicios.

o7

Observa y analiza cémo se
calculan los determinantes
de algunas matrices.

rL \
S
Escoge una de las matrices.
DETERMINANTE
DE UNA MATRIZ

214


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/interactivo3.1.html

3.2.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.2

Ejercicios de repaso seccion 3.2

Verificar si el conjunto de funcioneses Ll o LD en el intervalo dado.
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1 fileg)=z A fo(z) = zln|z| (0, 50)

2. filz) =z oA folx) =2 (—00,00)
3. fi(z) = cos3z A fo(z) = sen3x (— o0, 50)
4. filz) =2 A folz) = 27 Inz| (0, 00)

5 filg) =0, falz) =z A fa(z) =€ (—00,00)
6. filz) =5, fo(z)=cos’® A fy(zx) = sen’z (o0, 00)
7. fi(z) = cos2z, fo(x) =1 A fa(z) = cos’z (— o0, 00)

@g Respuestas
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3.3 Conjunto fundamental de soluciones

Definicion: Conjunto fundamental de soluciones
Cualquier conjunto y1, Y2, Y3, - - - Y, de n soluciones

linealmente independientes de la ecuacién
diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en
un intervalo I es un conjunto fundamental de

soluciones (CFS) en el intervalo.

Teorema 3: solucion general; ecuaciones homogéneas. Sea
Y1,Y2,Y3, - - - Yo Un CFS de la ED lineal homogénea de n-ésimo orden

en un intervalo I. Entonces la solucién general de la ecuacién en el
intervalo es:

y = ciyi(z) + coya(z) + ... + cryn()

Dondecy, ca, . . ., ¢, SON constantes arbitrarias.

Ejemplo 1. Conjunto fundamental de
soluciones

Compruebe que las funciones 6*3‘”, e*® forman un CFS de la ecuacién

diferencial y” — y' — 12y = O enelintervalo (—o0, o).
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Forme la solucion general y demuestre que son la solucion de la ED.
Solucion

Para demostrar que las funciones forman un CFS, se debe demostrar
gue las funciones son LI.

673:1: e4w
w (fl (:13‘) ) f2 (SC)) — _3673m 4e4m — 4em_(_3em) = Te”

Como W # 0 las funciones son LI.

Como el conjunto de funciones es LI, entonces las
funciones forman un CFS.

Solucion general
Yy = cre 3% + cpel?

Como la ecuacion es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion.

y = cre 3% + cpel?

y' = —3c1e7%% 4 4cyet®
y" = 9c1e 3% 4 16cye*”
Ahora reemplazamos la funcién y las dos derivadas en la ED.
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9c1e73% + 16¢9e*® + 3c1e73% — dege®™ — 12¢1e73% — 12¢9€e** = 0
Aplicando propiedad distributiva A agrupando términos semejantes.

Obtenemos 0=0

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacion es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcion.

y = c1e %% + cye*® essoluciénde laED ¢ —
y — 12y =0

Ejemplo 2. Conjunto fundamental de
soluciones

Compruebe que las funciones cos(21n |z|), sen(21n |z|) forman un

CFS de la ecuacién diferencial z2y" + zy' + 4y = 0 en el intervalo

(0, 00).
Forme la solucion general y demuestre que son la solucion de la ED.
Solucion

Para demostrar que las funciones forman un conjunto fundamental
de soluciones, se debe demostrar que las funciones son linealmente
independientes.
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| cos(2In|x|) sen(21n[z|)
w (fl (CB) , Jo (CB)) - _Qm_lsen(Z In |5BD 2:U_1COS(2 In ‘CCD

= 2z tcos?(21In|z|)—(—2z 1sen?(21n|z|))
— 22 !(cos?*(2In|z|) + sen’(21n |z|))

2

Aplicando la identidad fundamental sen?z + cos’z = 1

Obtenemos.
1

w =2

Como W # 0 las funciones son LI.
Como el conjunto de funciones es LI, entonces las
funciones forman un CFS.
Solucién general
y = cicos(21In |z|) + cosen(21n |z|)

Como la ecuacion es de segundo orden, se debe derivar dos veces la
funcion.

y = cicos(21In |x|) + cosen(21n |x|)

y = —2ciz 1sen(21n|z|) + 2coz " 1cos(21n |z|)

219



y// — —4c1m_2cos(2 In |x‘) + 2clx_2sen(2 In |£U|) -

4esx2sen(21n |z|) — 2oz 2cos(21n |z|)
Ahora reemplazamos la funciény las dos derivadas en la ED.

z%(—4ciz 2cos(2In|z|) + 2c1z %sen(21n |z|) —
4eaz2sen(21In|z|) — 2coz2cos(21n |z|)) +
z(—2ciz tsen(21n|z|) + 2coz tcos(2In|z|)) +
4(cicos(21n|z|) 4+ cosen(21n|z])) =0

Aplicando propiedad distributiva.

—4cicos(21n |x|) + 2¢c1sen(21n |z|) — 4egsen(21n |z|) —
2¢oc0s(21n |z|)) — 2¢1sen(21n|z|) + 2¢cocos(21n |z])) +
4cicos(21n|z|) + 4easen(21n |z|)) = 0

Agrupando términos semejantes Obtenemos.
0=0

Al demostrar que el lado derecho de la ecuacion es igual al lado
izquierdo, se verifica que la funcion.

y = c1cos(21n |x|) + cosen(21In |x|) es solucion de

laED z2y" + 2y +4y =0

Cuando un conjunto de funciones es LD, significa que esas funciones
no son la solucién de ninguna ED, sélo se verifica si son la solucion de
un ED cuando son LI, es decir, si forman un CFS.
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3.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.3

Ejercicios de repaso seccion 3.3

o7l

Compruebe que las funciones forman un CFS de la ecuacién diferencial dada en el
intervalo indicado. Forme la solucion general y demuestre que son la solucion de la ED.

221

1. cosh2z senh2z y' —dy =0 (—o0,0)
2. e'cos2x e sen2r y" 2y (—o0,0)
By = 0
3. el ze? 4y — 4y’ 4 (—00,00)
y=10
4, z* zt 2’y — bzy’ (—00,00)
12y~ 0
5. cos(ln |z|) sen(ln |z|) z*y" + zy' (0, 0c)
y=10
6. z?Inz| 4’y +y =0 (0, )
~
\,~ Respuestas
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3.4 Reduccion de orden

En la secciéon anterior vimos que la solucién general de una ecuacién
diferencial lineal homogénea de segundo orden.

a2y’ + a1y +agy =0 (E1)

Es una combinacidn lineal y = c1y1(x) + coyo () donde y; Ay
son soluciones linealmente independientes en un intervalo 1.

En esta seccién vamos a ver un método para determinar dichas
soluciones cuando los coeficientes de la ED en (E1) son constantes.

REDUCCION DE ORDEN Suponga que y1 denota
una solucién no trivial de asy” + a1y’ +agy =0y
que y; se define en unintervalo 1.

Se busca una segunda solucién y; tal que y; A ¥
sean un conjunto Ll en 1.

CASO GENERAL dividiendo la ecuacion (E1) por
az(z) queda la ecuacién en la forma estandar.

y' + P(z)y + Q(z)y =0

Para encontrar la segunda solucién se reemplaza en
la ecuacion:
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e~ [ p(z)dz

Y2 (z) = y1 () / de (E2)

Ejemplo 1. Reduccién de orden

La funcién y1 = e 3% es una solucién de la ED " — ¢y’ — 12y = 0.

Use reduccion de orden para encontrar una segunda solucion ys.
Forme la solucion General.

Solucion

Este ejercicio lo resolvimos como un CFS en la pagina 180,
demostramos que las soluciones 6_39”,649” forman un CFS, luego
demostramos que son la solucién de laED 3" — 3/ — 12y = 0. Ahora
vamos a comenzar con la solucién e~3* y utilizando reduccién de
orden vamos a hallar la segunda solucion e**

Como la ED estd en forma estandar identificamos p(z) que es el
término que acompanaay/’

p(z) = -1

El p(z) y lasolucién y; = e~3% los reemplazamos en la ecuacion (E2)
para hallar la segunda solucion ys
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_ —3x/ efdm d
Y — € "

e3P

dx
e
_ 3z
Yo =€ / g dx

Yo = e % [e"dx

1
Yy = e 3z (?ehc)

Solucion general

Y2 =

Integramos el

Aplicando potenciacion.

Integrando.

Operando.

4z

Yy = cre 3% + cpel?

Ejemplo 2. Reduccién de orden

numerado
operamos el denominador.

y

La funcién y; = sen3x es una solucion de la ED y” + 9y = 0. Use
reduccion de orden para encontrar una segunda solucién y». Forme la

solucion General.
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Solucion

En la ED no hay ¥/, eso quiere decir que el nUmero que acompaiia
estetérminoes(

p(z) =0

El p(x) y la solucién y; = sen3z los reemplazamos en la ecuacion
(E2) para hallar la segunda solucion y,

3 / el 0dz d Laintegral queda de la forma.
—sendx | ———d=x
v [sen3z]
1 |dentidad

— 3 d .
Y2 = sen ﬂE/ sen?3x v
y2 = sendz [ csc?3zdx Integrando.

1 .

yp = sende (_§ cot 3m> Identidad.

I U Simplificando.
b2 3 sen3x

Y = —§c033w
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Solucion general

Yy = c1sendx + cocosdx

Ejemplo 3. Reduccion de orden

La funcién y; = e es una solucién de la ED 9y" — 12y’ + 4y = 0.
Use reduccidn de orden para encontrar una segunda solucion ys.

Forme la solucién General.
Solucion

A diferencia de los ejemplos anteriores, esta ED no esta en forma
estandar, entonces debemos dividir toda la ecuacién por 9 antes de

identificar p(x)

W12 4y 0 Simplificando.
9 9 9 9
Y — ily’ 1 éy —0 Identificamos p(x)
3 9
4
p(z) =3
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El p(x) y la solucién y; = e los reemplazamos en la ecuacién (E2)
para hallar la segunda solucion ys

% el Fdo Laintegral queda de la forma.
Yp=¢€° | ——3a
¥
o [ €% Simplificando.
Yo = €3 [ 4—’”} dr
e 3
Yy = e’ [ dz Integrando.
2z .7
Yo = €3 g La segunda solucion es.
2
Y2 = T€3

Solucion general

2 2
Y = c1€3 + coxes
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Ejemplo 4. Reduccion de orden

La funcién y; = zcos(In |z|) es una solucién de la ED z?y” — zy' +

2y = 0. Use reduccion de orden para encontrar una segunda solucién
y2. Forme la solucién General.

Solucion

Como la ED no estd en forma estandar, debemos dividir toda la
ecuacion por x? para identificar p(z)

x°y Ty L+ 2y _ 0 Simplificando.

|dentificamos p(z)

El p(x) y la solucion y; = zcos(In |x|) los reemplazamos en la
ecuacion (E2) para hallar la segunda solucion ys

el 2z La integral queda de la
forma.

Y2 = a:cos(ln|a:|)/

[zcos(In |z|)]”
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Z

Y2 = :Ecos(ln|ac|)/ac2

cos?(In |z|)

Yo = :ccos(ln|:c|)/

x

y2 = zcos(In|z|) [ sec’udu

y2 = zcos(In |x|)tanu

ys = xzcos(In |z|) (senu)
cosu

sen(In \x|))

cos(In |z|)

Y2 = xcos(In |x|) (

dx

sec?(In |z|) Ie

Simplificando y aplicando
identidades.

Esta integral se resuelve
por sustitucion, siendo
u=(In|z|]) A du=

1

—dx

x
Integrando.

Identidad.

Sustituyendo u

Simplificando obtenemos la
segunda solucion.

yo = xsen(In |z|)

Solucion general

y = cizcos(In |x|) + cozsen(ln |x|)
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de dependencia e independencia lineal.

Veren EBYouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de reduccioén de orden.

Ecuaciopes diferenciales. 2.2.2 Reduccion de orden paso a ..

MAS VIDEOS

P o) o123z B £ YouTube [2
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https://www.youtube.com/embed/ms5Vir5nATg

3.4.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.4

Ejercicios de repaso seccion 3.4

o7l

La funcién indicada y; () es una solucién de la ecuacién diferencial dada. Use la
reduccién de orden para encontrar una segunda solucidn y»(x). Forme la solucién

General.

1. vy +2y+y=0

2. Yy 416y =0

3. 6y +y y=0

4. ¢y 4y +4y=0

"

5 zy'+y =0

6. 4dx*y" +y=0

7. 2y —zy +2y =0

n

"

m

W

i

n

n

re "

cosdx

m
walk

2

In |z|

z? In|z|

zsen(ln |z|)
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3.5 Ecuaciones lineales homogéneas con
coeficientes constantes

Se trata de determinar si existen soluciones exponenciales en
(—o0, 00) de las ecuaciones lineales homogéneas de orden superior
del tipo.

any™ + ap_ 1y + .+ any” + ary +agy =0

Donde los coeficientes a,,, a,,_1, . . ., as, a1, ag son constantes reales
ANap, #0

Método de solucion: comenzamos para el caso especial de la
ecuacioén de segundo orden.

a2y’ + a1y’ +apy =0

La Unica funciéon elemental no trivial cuya derivada es una constante
multiple de si misma es la funcion exponencial €™*, entonces la

solucionesdelaformay = e™*

Vamos a reemplazar la soluciéon y = e™* y sus derivadas en la ED de
segundo orden y vamos a cambiar as, a1,a9, por a,b,c puesto
gue sélo necesitamos tres constantes.

Yy = emaz y/ — memm y// — m2emaz
am?e™ + bme™ + ce™ =0 Factor comun.
e™ (am? +bm+c) =0 Simplificando.
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am?+bm+c=0

Esta solucion se conoce como ecuacidn auxiliar o ecuacién
caracteristica. Existen tres formas de la solucién general que
corresponden a los tres casos:

Discriminante Solucion Ecuacion Solucion Ecuacion Diferencial
Auxiliar
b% —4ac >0 my % m, y, = emix  y, = gmax
b* —4ac =0 m; =m; y1=e™  y; =xe"™
b? —4ac <0 m = a + bi y; = e™cosBx
Raices complejas y, = e™®senfx

Tabla 4. Soluciones ED homogéneas.

Ejemplo 1. Coeficientes constantes

Resolver laED 2y" — 5y’ — 3y = 0.

Solucioén

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.
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2m? —5m—3=0

2
I e e e
- 2(2)
_ 5++/49
547 5—-17
m1:3 mo — ——
Y1 = e3® Yy = e 2%

Se determinan los
coeficientes.

Se reemplazan en |Ia
ecuacion cuadratica.

Operando.

Como el discriminante es
49 > (0 obtenemos dos
respuestas diferentes.

Simplificando.
Las dos soluciones se
reemplazan en las

soluciones de la ED de la
tabla 4.

Solucién general.

_1
y = c1e3% + coe 27
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Ejemplo 2. Coeficientes constantes

Resolver laED " + 61’ + 9y = 0.

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.

m2+6m+9=0 Se factoriza.

—(6)+ \/(6)2 —4(1)(9) Operando.
m =

2(1)

—6++0 Como el discriminante es 0

m=———
2 obtenemos dos respuestas
iguales.

m=-3 mg=-3 Las dos soluciones son.
y1 = e 3% yy =zge 3 Solucién general.

y = cre 3% 4 cyre 3
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Ejemplo 3. Coeficientes constantes

Resolver laED " + 4y’ + 7y = 0.

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.

m?+4dm+7=0 Se factoriza.
2 Operando.
~ (@) £y (4 -4 (7) P
m =
2(1)
i — —4 + /12 Como el discriminante es
- 2 —12 <0  Multiplicamos
pori? = —1
—4 4 /1242 Obtenemos dos respuestas
m = ) complejas.
e == 2v/3i Obtenemos la solucién de
m= 2 la ecuacion auxiliar.
m=—2++3i Los valores de a A 3 son.
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a=-2 B=+/3 Las soluciones utilizando la
tabla 4 son.

Y1 = e 2*cosV/3z Solucién general.

Yy = e Zseny/3x

W = cle_2xcos\/§a: + coe 2 sen+/3x

Cuando las respuestas son complejas no se tiene en cuenta los signos
mas y menos, pues la funcidon coseno es una funcion par y la funcién

seno es impar, por tanto, no se colocan los signos, quedan de forma
implicita, tampoco se coloca la 7 que indica imaginarios y que la
respuesta es compleja.

Para resolver la ecuacién auxiliar no es necesario utilizar la ecuacion
cuadratica, se pueden usar todas las técnicas de factorizacion.

Ejemplo 4. Coeficientes constantes

Resolver laED y” — 25y = 0.

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.
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m2—25=0 Se factoriza como una
diferencia de cuadrados.

(m+5)(m—5)=0 Obtenemos las soluciones
de la ecuacién auxiliar.

m =5 mog=-5 Las dos soluciones son.

Solucién general.

y = c1e°® + coe™?

Ejemplo 5. Coeficientes constantes

Resolver laED 3" + 25y = 0.
Solucion
Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.

m? 425 =0 La suma de cuadrados no se
puede factorizar, entonces
despejamos la variable.
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m = £+ —25 Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar.

m =0+ 54 Los valores de a: A B son.

a=0 pB=5 Las dos soluciones son.

0

y1 = ecosbr  yy = €

sendx Solucién general.

Y = C1C08OT + Crsendx

Ejemplo 6. Resolver el PVI

Resolver la ED y" +y =0 Sujeta a 0 (E) =0 A
/ E) — 2

4 (3

Solucion

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.

m2+1=0 Despejamos la variable
pues no es factorizable.
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m = ++/—1 Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar.

m=0=+1 Los valores de a: A B son.
a=0 pg=1 Las dos soluciones son.
y = ecosz  y, = e’senz Solucién general.

Y = C1CO8T + CaSenx

Como la ED tiene condiciones iniciales, debemos pasar de la solucién
general a la soluciéon particular, para esto, reemplazamos las
condiciones iniciales en la solucion general.

0 = ¢ycos (E) + cysen (E) Evaluando obtenemos la
3 3 ecuacion (1)
0 1 \/§ Derivamos la  solucion
94 T 5 @ general.
/ . . .
Yy = —ci1senx + cocosx Reemplazamos condiciones
iniciales.
T T Evaluando obtenemos Ia
2 = —cisen 3 + cacos 3

ecuacion (2)
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\/§ 1 Tenemos un sistema de
2 9 ecuaciones.

(o 1 V3
0=— —
i 2C\1/j— 5 Co
3 1
2=—— —
5 c + 202
Multiplicamos la ecuacion (1) por v/3 y resolvemos el sistema de

ecuaciones por eliminacion.

V3 3

0= + 2
2\;” 2
3 1
9= Yl 4=
2‘61\4- 202
2= 2¢

Obtenemoscy =1

Reemplazando este valor en la ecuacién (1) llegamos a.

1 V3

0= ¢ + >
51T 5

Despejando obtenemos ¢; = —V3

Entonces la solucion particular es.

= —+/3cosz + senz
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Ecuaciones de orden superior: para resolver una ecuacién
diferencial de n-ésimo orden de la forma.

a,m™ +a, ;m™ D+ +am2+am-+ay=0

Sitodas las raices son reales y distintas, entonces se tiene la solucién:

Yy = c1e™T 4 coe™? + ... + c.e™”

Si es de multiplicidad k, entonces se tiene la solucion:

Yy = c1€™7% + coxe™? 4 cox?e™T + ... + crxkleme

Una ED de orden superior puede tener una combinacion de
soluciones diferentes, repetidas y complejas, para expresar la
solucién se utiliza latabla 4

Ejemplo 7. Coeficientes constantes

Resolver laEDy"”" + 3y" — 4y =0

Solucion
Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.

m?>+3m?>—4=0 para factorizarla se hace
division sintética.
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1 0 —4 Con la division sintética

) 4 4 obtenemos unaraizm =1

| y con el residuo obtenemos
L 4 0 una ecuacion de segundo
grado.

(m — 1)(m? + 4m + 4) Factorizando el trinomio
cuadrado perfecto.

(m —1)(m + 2)? Tenemos tres soluciones,
una diferente y otra de
multiplicidad dos.

Yy = e ys = e 2  y3 =zxe 2®  Solucién general.

Resolver laED

Solucion

y = c1€” + coe 2 4 c3xe

Ejemplo 8. Coeficientes constantes

d* d?
L2
dx

+y=0
T

Primero se lleva la ED a la ecuacion auxiliar.
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m*+2m2+1=0

(m?+1)2=0

m2+1=0

m==24—1 = m==xi

y1 = elcosz  yo = eVsenx

Y1 = COST Yy = Senc
Y3 = TCOST Y4 = TSENT

Es un polinomio de cuarto
grado y se factoriza como
un trinomio cuadrado
perfecto.

El exponente indica que la
solucion es de multiplicidad
dos. Se soluciona |la
ecuacion de segundo grado.

Al despejar y sacar raiz
cuadrada obtenemos.

Tenemos una raiz compleja,
buscamos en la tabla 4 y
obtenemos dos soluciones.

Como la solucién es de
multiplicidad dos.

Solucion general.

Y = C1COST + C2SeNT + C3TCOST + C4TSENT

En la siguiente escena interactiva, podras resolver ED de segundo
orden por medio de coeficientes constantes.
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=

ECUACIONES DIFERENCIALES HOMOGENEAS
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Ingrese los coeficientes PROBLEMA DE VALOR INICIAL
a=1 b=3 c=1 y_f- Cendiciones Inciales
: Py dy y(0)=2 Y(0)=-3
ECTUACION DIFERENCIAL 1—=4+3—+4+1y=0
dx? dx
Valor de los parametros ca=1 cz=1
Solucidén general y(x) = erel? (vE—a)= + cZe{%{—v"g—a) J=

Solucién particular  y(z) = e I* [13%\"-'_‘” —1e? h]

En la siguiente escena interactiva, disefada por Marco Penaloza,
podras resolver ED de segundo orden homogéneas.

o7l

Ecuacion Diferencial Lineal Homogénea de Segundo Orden: Cogficientes Cor
ay” + by’ +cy=0

ai b4 c3

Ingrese los coeficientes:

. | \LBx T
Solucién General ylx) = cie” > +coe™ ' ”
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https://www.geogebra.org/m/cwxjd3mv
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra12.1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/interactivos/GeoGebra6/geogebra12.2.html

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de coeficientes constantes.

Ver en [EBYoulube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de coeficientes constantes.

|| MAs viDEDS

B &7 Youlube [3
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https://www.youtube.com/watch?v=A_zoSED4-UM
https://www.youtube.com/watch?v=aeoiCRP753A
https://www.youtube.com/embed/A_zoSED4-UM
https://www.youtube.com/embed/aeoiCRP753A

3.5.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.5

Ejercicios de repaso seccién 3.5
Determinar la solucion general de la ecuacion diferencial

1. " 10y + 25y — 0O

2. Yy +3y —0

5. 3y" +y =0

7. 2y" — 3y’ + 4y — 0

8. y" — 4y” — 5y’ 0

9. y" —y" — 11y + 15y — 0
10. y" —y" -y — 2y =0
11. yt —2¢y" — 3y — 2y =0

12. 3yt " 21" 11y + 6y — 0
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/problemas3.5.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/respuestas3.5.html

3.6 Ecuaciones lineales no homogéneas

Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogénea.
any™ + an_ 1y + ..+ agy” + ary + agy = g()

Se debe hacer dos cosas.

e Encontrar la funcion complementaria y. de la ecuacion
homogénea asociada.

e Encontrar alguna solucion particular y, de la ecuacion no
homogénea asociada.

3.7 Coeficientes indeterminados

Es un camino directo y sencillo para determinar una soluciéon de una
ecuacion lineal no homogénea con coeficientes constantes. El
método consiste en hacer una conjetura acerca de la forma del y,,

motivada por las clases de funciones que conforman g(x). El método
general se limita a ED lineales donde.

e Los coeficientes a;,7 = 0, 1, 2..., n son constantes y.

e La funcion g(az) es una constante k, una funcién polinomial, una
funcion exponencial e** una funcién seno o coseno senfx, cosfx o
combinaciones de estas funciones.

El método de coeficientes indeterminados no es aplicable a

ecuaciones cuando la funcién g(z) corresponde a: In |z|, —, tanz,
x

sen” 'z, etc. Las ecuaciones en las que g(z) es una de estas funciones
se consideran en la seccion 3.8
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$$

1. K A

2. 3x+2 Ax+ B

3. x%-3 Ax* +Bx +C

4. x3+2x—4 Ax3+ Bx* 4+ Cx+E

5. coskx o senkx Acoskx + Bsenkx

6. ekx Aekx

7. xe'x (Ax + B)e**

8. xZekx (Ax? + Bx + C)e™™

9. e*senkx Ae"*coskx + Be**senkx

10. xZ%senkx (Ax? 4+ Bx + C)coskx + (Ex? + Fx + G)senkx

11. xe®*coskx (Ax + B)e®*coskx + (Cx + E)e**senkx
$$

Tabla 5. Soluciones particulares de prueba.

Ejemplo 1. Coeficientes indeterminados

Resolver laED 3" + 4y’ — 2y = 2x% — 3z + 6
Solucién
Primero se debe resolver la ED homogénea.

y' '+ 4y —2y=0 Se lleva a la ecuacion
auxiliar.
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/images/Tabla11.png

m24+4m—2=0 Se factoriza.

B —4 4+ +/24 Obtenemos la solucion de
m= 2 la ecuacion auxiliar.
m=—-2++6 La solucién de la ecuacion

homogénea es.
y. = crel” 20V6)z | () o(-2-V0)z Factorizando.

Ahora vamos a calcular y,, para eso buscamos en la tabla de la pagina
243 el y,, de prueba para un polinomio de grado 2

y, = Az’ + Bz + C

Ahora vamos a reemplazar el y, y sus derivadas en la ED para calcular
las constantes.

y, =24z + B
y, = 24

2A+4(2Az + B)—2(Axz?> + Bz + C) = 22> — 3z + 6
Se aplica propiedad distributiva.
24 +8Ax + 4B — 2Ax®2 — 2Bz —2C =222 — 3z + 6

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de
tres ecuaciones con tres incognitas.
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2=-24
—-3=8A-2B
6 =2A+4B —2C

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes
valores.

A=-1 B=-— c=—9

oot

La solucién particular es:

yp:—:c2—%:1:—9

La solucién general de la ED es:

(—2+V6)z (-2-V6)z _ 2 5, ¢

+ coe 2

Yy = cie

Ejemplo 2. Coeficientes indeterminados

Resolver laED y” + 9y = 2sen3z

Solucién
Primero se debe resolver la ED homogénea.

vy +9y =0 Se lleva a la ecuacién
auxiliar.
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m2+9=0 Despejamos lam

m = +31 La soluciéon de la ecuacion
homogénea es.

Yo = c1co83x + casendz Para hallar el y,, buscamos

en la tabla de la pagina 250
para la funcién seno.

yp = Acos3z + Bsen3z

Derivamos y reemplazamos en la ED.

Yy, = —3Asen3z + 3Bcos3zx

Yy, = —9Acos3z — 9Bsendz

—9Acos3x — 9Bsen3x+9(Acos3x + Bsen3x) = 2sen3z
Se aplica propiedad distributiva.

—9Acos3x — 9Bsen3x + 9Acos3z + 9Bsendz) = 2sen3x
Agrupando términos semejantes obtenemos.

0 = 2sendzx

El resultado es contradictorio, lo que demuestra que y, no es el
adecuado. Esto ocurre porque la solucién complementaria y, ya tiene
sendx, entonces para solucionar el problema se debe multiplicar
todo el y, por z
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yp = Azcosdz + Bxsen3z

Ahora vamos a reemplazar el y, y sus derivadas en la ED para calcular
las constantes.

yzlv = —3Azxsen3z + Acos3x + 3Bxcos3x + Bsen3zx

y}')’ = —9Axcos3xr — 3Asen3xr — 3Asen3x — 9Bxsen3x +
3Bcos3x + 3Bcos3x

Agrupando términos semejantes obtenemos.
Yy, = —9Azcos3z — 6Asen3z — 9Bzrsendz + 6Bcos3z
Ahora reemplazamos la segunda derivaday el y, en la ED.

—9Azxcos3zr — 6Asendx — 9Bxsendz +
6Bcos3x+9(Azcos3x + Bxsendz) = 2sen3x

Se aplica propiedad distributiva.

—9Axcos3xr — 6Asen3xr — 9Bxsen3dx + 6 Bcos3x +
9Azxcos3x + 9Bxsen3xr = 2sen3z

Agrupando términos semejantes obtenemos.

—6Asen3x + 6Bcos3x = 2sendzx

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de
dos ecuaciones con dos incégnitas.
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= —64
0=6B

Los valores de las incognitas son:

A=— B=0

1
6
La solucién particular es:

Yp = —%xcosSx

La solucién general de la ED es:

Yy = c1c083x + cosendx — %:ccosi%m

Ejemplo 3. Coeficientes indeterminados

Resolver laEDy” — 2y’ — 3y = 4x — 5 + 6xe®

Solucién
Primero se debe resolver la ED homogénea.

y' —2y —3y=0 Se lleva a la ecuacién
auxiliar.
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m2—2m—3=0 Se factoriza.

(m—3)(m+1) Las raices del polinomio
son.
m =3 A m=—1 La solucién de la ecuacion

homogénea es.

T

— 03 -
Yo = c1e°% + cae Ahora vamos a calcular y,

Es importante anotar que aparecen dos y,, un y,, que corresponde a
un polinomio de grado 1 y un y,, que corresponde a la funcién
exponencial combinada con un polinomio de primer grado.

Yp = Y T Yp

yp = Az + B+ (Cz + E)e*™®

yp = Az + B + Cze’® + Ee**

y, = A+ 2Cze® + Ce? + 2Ee™

yy = 4Cxe** + 2Ce* +2Ce™ + 4Ee*

Agrupando términos semejantes.

Y, = 4Cxe*® 4 4Ce*® 4 4Ee*®

Sereemplazaenla ED.
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4Cze* + 4Ce* + 4Ee*™ —2(A + 2Cze*® + Ce®® +
2Ee*)—-3(Azx + B + Cze*® + Ee**) = 4x — 5 + 6xe’®

Se aplica propiedad distributiva.

4Cxe®® + 4Ce* + 4Ee*® — 2A — 4Cze®* — 20e*® — 4Ee*® —

3Ax — 3B — 3Cxe?* — 3FEe*® = 4x — 5 + 6xe?®

Se agrupan términos semejantes.

—3Cze*® +2Ce%** —3Ee* —2A —3Ax — 3B = 4z — 5 + 6xe®*

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de

cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.

(4=—34
—5=—-2A4—-3B
0=2C—3E

(6 =—-3C

Los valores de las incognitas son:

A=-3% B=2 C=-2 E=-—

UIFS

La solucién particular es:
4 23 4
Yp=—3T+ 5 — 2ze?® — §e2m

La solucién general de la ED es:

Y= c1€%% 4+ coe™® — %a} + %3 — 2ze?® —
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Resolver laED " + 9y = zsen3z

Solucion

Ejemplo 4. Coeficientes indeterminados

Primero se debe resolver la ED homogénea.

y' +9y =0
m?+9=0
m? = -9
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Se lleva a la ecuacion
auxiliar.

El término no es
factorizable, entonces se
despejalam

Sacamos raiz a ambos
lados.

Obtenemos la solucion.
Los valores de a A 3 son.

Solucién complementaria.



Yo = €1c083x + casendx Ahora vamos a calcular y,
yp = (Az + B)cos3z + (Cz + E)sendx

Se puede observar que la solucién complementaria ya tiene sen3x A
cos3x entonces se debe multiplicar el y, por x

Yy = (Az? + Bz)cos3z + (Cz® + Ex)sen3x

Se puede derivar asi como esta o hacer distributiva antes de derivar.

Yp = Az?cos3x 4+ Bxcosdx + Cx?sen3z + Exsendz

Yp = —3Ax%sen3z + 2Axcos3z — 3Bxsen3xz + Bcos3z +
3Cx%cos3z + 2Cxsendx + 3Excos3z + Esen3x

Y, = —9Az2cos3x — 6Axsen3z — 6 Arsen3z + 2Acos3x —
9Bzcos3x — 3Bsen3xz — 3Bsen3z — 9Cz%sendx +

6Cxcos3x + 6Czxcosdz + 2Csendx — 9Exsendx + 3Ecos3x +
3Ecos3x

Se agrupan términos semejantes y se reemplaza y, y sus derivadas en
laED.

—9Ax%cos3z — 12Azsen3z + 2Acos3z — 9Bxcosdz —
6Bsen3z — 9Cx*sen3z + 12Czcosdz + 2Csendz —

9Ezsendz + 6 Ecos3z+9(Ax?cos3z + Bzcosdz + Cx?sen3z +
Exsen3z) = rsen3x

Se aplica propiedad distributiva.
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—9Az2%cos3x — 12Azxsen3x + 2Acos3z — 9Bzcosd3z —
6Bsen3x — 9Cz%sen3z + 12Czcos3z + 2Csen3x —
9Ezsen3z + 6Ecos3z + 9Ax*cos3x + 9Bxcos3z +
9Cx%sen3z + 9Ezxsendx = xsendz

Se agrupan términos semejantes.

—12Azxzsen3x + 2Acos3x — 6 Bsendx + 12Cxcos3x +
2Csen3x + 6Ecos3x = xrsen3z

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de
cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.

(1 =—-12A4
0=2A+6FE
0= —6B+2C
[0 =12C

Los valores de las incognitas son:

A=-5  B=0 C=0 E=5

La solucién particular es:

_ 1.2 1
Yp = — 353 €083T + zzxsendw

La solucién general de la ED es:

= c1c083x + cosendxr — L x2c0s3z +
12
1

%a:sen&c
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Ejemplo 5. Coeficientes indeterminados

Determine la forma de la solucién particular de 3" + 2y’ +y =
z2e ™ + 2cos2x — 3sen2zc

Solucién

Al término z2e 7 le corresponde (Az? + Bz + C)e™®
Al término 2cos2x — 3sen2x le corresponde.

(Ex + F)cos2z + (Gx + H)sen2x

El y,1 es equivalente a los términos de.

Yo =c1e * +coxe ”

Los términos se repiten dos veces, entonces se multiplica por 2
yp1 = (Az* + Bz® + Cz?)e™

Entonces la solucién particular es la suma de las dos soluciones
particulares:

yp = (Az* + Bx3 + Cz?)e ™ +
(Ez + F)cos2x + (Gx + H)sen2x
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Ejemplo 6. Coeficientes indeterminados

Determine la forma de la solucién particular de.
y" + 5y + 4y = bxe '® — 4z? + 3sen2z

Solucion

Al término 5ze’ le corresponde (Az + B)e™'®

Al término 4z le corresponde (Cz? + Ez + F)
Al término 3sen2z le corresponde.

(Gz + H)cos2z + (Iz + J)sen2z La solucién es:

yp = (Az + B)e ® + (Cz* + Ex + F) +
(Gz + H)cos2z + (I[z + J)sen2z

Ejemplo 5. Resolver el PVI.

Resolver laED y” + 25y = 4senbx  Sujetaa vy (g) =3

Solucion
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Primero se debe resolver la ED homogénea.

y' +25y =0
m2+25=0
m2 = —25

m = £+4/—25
m = 0+ 52

Yo = C1€08DX + casendx

yp = Acosbx + Bsenbx

Se lleva a la ecuacion
auxiliar.

Como no se puede
factorizar, se despeja.

Sacamos raiz a ambos
lados.

Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar.

La solucion
complementaria es:

Ahora vamos a calcular y,

Se puede observar que la soluciéon complementaria ya tiene senbx A
cosdx entonces se debe multiplicar el y, por x

Yp = Azcosbzr + Bxsenbx

Derivamos el y, dos veces para reemplazar en la ED y calcular los

valores de las constantes.
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yj’o = —5Axsenbx + Acosbx + 5Bcosbx + Bcosbx

yg = —25Axsenbxr — bAsenbxr — bAsenbxr — 25Bxsenbx +
5Bcosbx + 5Bcosbx

Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED.

—25Axsenbr — 10Asend5z — 25 Bxsenbx +
10Bcosbz+25(Axcosdx + Brsenbx) = dxsenbx

Se aplica propiedad distributiva.

—25Axsenbr — 10Asenbx — 25Bxsenbx + 10Bcosbx +
25Axcosbx + 25Bxsenbx = 4xsenbx

Se agrupan términos semejantes.

—10Asenbx + 10Bcosbx = 4senbx

Los valores de las incognitas son:
A=-2 B=0

La solucién particular es:

Yp = — %:ccosf)x

La solucién general de la ED es:

Y = €1C08dT + Ccrsendx — %wcos5w
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Ejemplo 6. ED de tercer orden

Determine la forma de la solucién particular de y"”' — 2y" — ¢/ +

2y = —8e” + 6e™”

Solucion

Primero se debe resolver la ED homogénea.

ylll_2yll_yl+2y:0
m3—2m? —m+2=0

m2(m—2)—(m—-2)=0

(m? —1)(m—2) =0

(m+1)(m—-1)(m—-2)=0

m=—-1 m=1 m=2
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Se lleva a la ecuaciéon
auxiliar.

Se saca factor comun por
agrupacion.

Obtenemos dos paréntesis.

Factorizando el primer
paréntesis.
Tenemos tres raices
diferentes.
La solucion

complementaria es.



Yo = c1€% + coe % + c3e?® Ahora vamos a calcular y,,.
Tenemos dos y, diferentes.

Yp1 = Ae® A Yyp2 = Be™™®

La solucién complementaria ya tiene e* A e % entonces se
multiplican cada y, por z y se suman para derivar mas facil y rapido.

yp = Aze” + Bzxe ™™

Se deriva tres veces la solucion particular.
y, = Aze® + Ae® — Bre ® 4+ Be ®

y, = Aze” + 2Ae® + Bze™® — 2Be™”

Yy, = Aze® + 3Ae” — Bre * + 3Be™*®
Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED.

Azxe® + 3Ae® — Bxe * + 3Be “—2(Axe® + 2Ae” + Bze ® —
2Be ®)—(Azxe® + Ae® — Bxe * + Be *)+2(Axe® + Bxe ™ ®) =
—8e” + 6e”*

Se aplica propiedad distributiva.

Azxe® + 3Ae* — Bxe * +3Be ® — 2Axe® — 4Ae® — 2Bxe * +
4Be™* — Axe® — Ae® + Bxe * — Be * + 2Axe® + 2Bxe * =
—8e” + 6e7 %

Se agrupan términos semejantes.
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—2Ae* + 6Be™* = —8e” + 6e*
Los valores de las incognitas son:
A=14 B=1

La solucién particular es:

yp = dzxe” +ze”

La solucién general de la ED es:

y = c1€® + coe % + c3e*® + 4xe® + e ®

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de coeficientes indeterminados.

PUS0 a paso
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https://www.youtube.com/watch?v=coJbMYU5GsY
https://www.youtube.com/embed/coJbMYU5GsY

3.7.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.7

Ejercicios de repaso seccion 3.7

Resolver la ED de orden superior por el método de superposicion.

1.

10.

Y +3y +2y=6
4" + 9y = 15

y" — 10y + 25y = 30z + 3

iy" ty' +y =22z

y" + 3y 48z% e’

4y" — 4y — 3y = cos2x

y" + 4y = 3sen2x

y' — 5y =22 — 42> — 2 +6
y' + 4y = (22 — 3)sen2zx

y" — 6y" =3 — cosz
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https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/problemas3.7.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Ecuaciones_Diferenciales/problemas/respuestas3.7.html

3.8 Método del anulador

Operador anulador Si L es un operador diferencial
lineal con coeficientes constantes y f es una funcion
suficientemente derivable tal que

L(f(z))=0

Entonces se dice que L es un anulador de la funcion.

El operador diferencial.

D
Anula cada una de las funciones 1, z, 22, ..., 2"
El operador diferencial.
(D —a)"
Anula cada una de las funciones e®*, xe®®, z2e*, ..., " le®®

El operador diferencial.

(D?—2aD + (a® + 5%)]"

Anula cada una de las funciones.
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e cosPBx, e cosPx, r’e* cosPzx, ..., " e cosBx

e senfz, xe*®senfBx, r2e**senfz, ..., " e senBz

Ejemplo 1. Método del anulador

Encuentre un operador diferencial que anule la funcién.
6 — 3z — 73
Solucion

Para anular z® se debe derivar cuatro veces, entonces el operador
diferencial que anula la funcién es:

D*(6 — 3z — 7z3) =0

Ejemplo 2. Método del anulador

Encuentre un operador diferencial que anule la funcion.

e—5$

Solucion
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Como a= -5 A m=1 se anula la funcién con el operador
diferencial:

(D +5)(e™) =0

Ejemplo 3. Método del anulador

Encuentre un operador diferencial que anule la funcién.

6e2* + 2xe?®

Solucion

Como a=2 A n=2 se anula la funciéon con el operador
diferencial:

(D — 2)%(6€% + 2z€>®) = 0

Ejemplo 4. Método del anulador

Encuentre un operador diferencial que anule la funcion.
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Solucion

Comoa = -1 8 =2 A n = 1seanulalafunciéncon el operador
diferencial:

D?>+2D+5=0

Ejemplo 5. Método del anulador

Resolver laED " + 3y’ + 2y = 4x2 por el método del anulador.

Solucion

La ecuacién auxiliares m? +3m +2 =10
Factorizando (m +2)(m+1) =0
Lasraicesson m=-2 A m=-1
Solucién complementaria y. = cre % 4 cye
Como 42 se anula con el operador D3

Se puede apreciar que D3(D? + 3D + 2)y = 4z es similar que
D3(D*+3D+2)y =0

La ecuacion auxiliar quedade laforma  m3(m? +3m +2) =0
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Factorizando m?*(m +2)(m+1) =0
Lasraicesson m;=mo=m3=0, m= -2, m=—1

Lasoluciéon generales y = c1 + cax + Ce’+cie %" + cse”

La parte en marrén es la solucién complementaria  y., entonces

Yp = €1 + C2T + cox?

Que corresponde a yp=A+ Bx + Cx? se deriva y se
sustituye enla ED.

yp = A+ Bz + Ca?

y, = B +2Cz

y, = 2C

Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED.
2¢+3(B +2Cxz)+2(A + Bz + Cx?) = 42°
Se aplica propiedad distributiva.

2¢+ 3B +6Cx + 2A + 2Bz + 2Cz? = 422
Los valores de las incognitas son:

A=7 B = -6 A c=2

La solucién particular es:

yp =7 — 6z + 2z°
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La solucién general de la ED es:

y=cie ® +ce® +7— 6x + 222

Ejemplo 6. Método del anulador

Resolver laED 3" — 3y’ = 8e3% + 4senx por el método del anulador.

Solucion

La ecuacién auxiliares m? —3m =0
Factorizando m(m —3) =0
Lasraicecsson m=0 A m=3
Solucién complementariay, = ¢; + cye®®

Comoa=3 A mn=1 seanulaconlosoperadores.
(D-3)e**=0 A (D*+1)senz=0

Entonces el anulador queda de la forma.

(D —3)(D? +1)(D? - 3D) =0

La ecuacién auxiliar queda de la forma.
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(m — 3)(m?+1)(m? —3m) =0

Factorizando  (m — 3)(m? + 1)(m(m — 3)) =0
Lasraicesson m1 =0 mao=m3 =3, msa =1, ms = —1
La solucién general es.

Yy = c1 + 23" 4 c3xe3® + cycosT + cysenx

La parte marrén es la solucién complementaria vy,

Entonces y, = c3ze®® + cycosT + cssenx

Que correspondea  y, = Aze® + Beosx + Csenx  sederivay
se sustituye en la ED.

Yy = 3Axe3® + Ae3® — Bsenx + Ccosx
yy = 9Aze’ + 6Ae* — Beosx — Csena
Sereemplaza y, y sus derivadas en la ED.

9Aze®® + 6Ae*® — Beosz — Csenxz—3(3Aze>® + Ae®® —
Bsenz + Ccosz) = 8¢3* + 4senx

Se aplica propiedad distributiva.

9Axe’* + 6Ae3* — Beosx — Csent — 9Axe’® — 3Ae3* +
3Bsenz — 3Ccosx = 8¢e3* + 4senzc

Se agrupan términos semejantes.
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3Ae3* — Beosx — Csenx + 3Bsenx — 3Ccosx = 8¢e3* + 4senx

Los valores de las incognitas son:

A:§ B:g A c=—g
3 5 5

La solucién particular es:

6 6 2

Yp = gxe&” + peosz — ¢ senx
30 O 3. O 2
Yy =c1 + coe”” + ga:e + gcosa: — gsenm

Ejemplo 7. Método del anulador

Resolver laED y” 4+ y = xcosz — cosx por el método del anulador.

Solucion

La ecuacién auxiliares m?24+1=0
Despejando  m? = —1
Lasraicesson m=1 A m= —1t

Solucién complementaria y. = cicosx + cosenx
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Comoa=0 A n=2 seanulaconeloperador.
(D?*+1)2=0

Entonces el anulador queda de la forma.
(D*+1)*(D*+ 1)y =0

La ecuacién auxiliar queda de la forma.
(m?2+1)2(m?+1)=0

Operando.

(m?>+1)°=0

Lasraicesson m =041t demultiplicidad tres.

La solucién general es.

Y = C1COST + C2SENT + C3TCOST + C4rSenc + C5$2COSZIZ +

cer’senc

La parte marrdn es la solucién complementaria vy,
Entonces Yp = C3TCOST + C4TSENT + c5:c2cos:13 + cﬁa:zsen:c
Construimos la solucién particular.

yp = Azcosx + Bxsenx + Cz%cosz + Ez’senz

Se derivay se sustituye en la ED.

yp = Azcosx + Bxsenx + Cz’cosz + Ex’senx
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y;) = —Azsenz + Acosx + Bxcosr + Bsenxz — Cz’senx +
2Cxcosz + Excosx + 2Exsent

y, = —Azcosx — 2Asenx — Bxsenx + 2Bcosx — Cxz’cosx —
ACzsenx + 2Ccosx — Ex?senz + 4Exzcosz + 2Esenx

Se reemplaza y, y sus derivadas en la ED.

—Azcosx — 2Asenz — Bxsenz 4+ 2Bcosx — Cx’cosz —
ACzsenz + 2Ccosx — Ex*senz + AExcosx + 2Esenx +
Azcosz + Bxsenz + Cx’cosx + Ex’senx = 8e3* + 4senz =
TCOST — COST

Se agrupan términos semejantes.

—2Asenx + 2Bcosx — 4Cxsenx + 2Ccosx + 4Excosx -+
2Esenz = 8¢3% 4 4senx = 1cosT — cosT

Los valores de las incognitas son:

1 1 1
A= - B=—— C=0 A E=-
4 2 4
La solucién particular es:
1 1 n 1,
= —XxCcoST — —ITSenx + —x“senc
=y 2 4
1 1
Yy = C1Co08T + cosenc + chosx — §wsenx —
1
Zw%enw
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3.8.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.8

Ejercicios de repaso seccion 3.8

Resolver la ED de orden superior por el método del anulador.

N

1. Y
2 y"
3.
T
5 y'
6. "
7.
8.
9.
10. ¢

}

9y — 54

4y + 4y =2z + 6

Yy — 12y = e**

2y — 3y = 4e* — 9

25y — tisenx
I | 2,.T

2y +y = e

2y + by = e*senx
2Hy = 20senbr

Yy +y = xsenc

y — dcosr — senx
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3.9 Variacion de parametros

El procedimiento utilizado para resolver una E.D. lineal de primer
orden es también aplicable para resolver una E.D. de orden superior.
Para adaptar el método de variacion de parametros a una ecuacién
diferencial de segundo orden.

az(2)y" + ar(z)y’ + ao(z)y = g(x)

Se debe llevar la ecuacién a la forma estandar.

y' + P(z)y + Q(x)y = f(x)

P(xz) Q(z) A f(xz) con continuas en I. Se halla y., la solucién

general de la ecuacion homogénea. La solucién particular para la
ecuacion lineal de segundo orden tiene la forma.

Yp = u1(z)y1(x) + ua(z)ya(z)

Donde y; A y2 forman un conjunto fundamental de soluciones
en I de la forma homogénea. Como la ecuacion busca determinar dos
funciones desconocidas u; A us Yy se cuenta con una sola
ecuacion, se deriva dos veces y, y se sustituye en la ecuacion en
forma estandar obteniendo las ecuaciones:

yiur + youz =0
Yiur + yyug = f(x)

Este sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas se puede resolver
por laregla de Cramer.
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uj = % — _y2f (a:) A |ub = Wa — v f (a:)
w w w w
De donde:
Y1 Yo 0 v yi O ]
W = Wi = AN Wy =
[yi yé] ! [f(fc) yé] ’ [yi f(x)

Las funciones w; A wuy seobtienenintegrando wj A wuj .

Ejemplo 1. Variacion de parametros

Resolver laED " + 2y’ + y = z?e ™ por variacién de parametros.

Solucion

La ecuacién auxiliares m2+2m+1=20
Factorizando (m +1)2 =0
Lasraicesson m = —1 raizde multiplicidad dos.

Solucién complementariay. = cie”* + coze *

e " ze ©
Calculamos el Wronskiano W = L — L

—e —zre “ +e
W= —-ze 2 t+e? (—ze )= —ze?®+e 4 —ge®

W =e2
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Ahora calculamos W; = [ 9
Wi =0—(z’e ) = —z’e
e €
Ahora calculamos W, = D Y
—e xe

Wy = z?e 220 = z%e 2*

_m3€—2m
Entonces uj = o para calcular u; se integra.
p

3 z!

f —z’dr = U] =-——

4

. x2e—2w .
u; = —5— paracalcular ug se integra.
o

3
T
[z?dz = wuy= 3 Recuerde que.

Yp = U1Y1 + U2Y2

zt 3
Entonces y, = e T+ 3 ze v
Overand rie n rie 7 rie 7
erando = — =
P I 1 3 12
. N . N m4e—az
= cye Ccoxe
Yy 1 2 19
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No es necesario verificar si hay respuestas repetidas, el método le
coloca el exponente a las respuestas repetidas. Observe que la
respuesta del y, tiene exponente z*, significa que estaba repetida.

Ejemplo 2. Variacion de parametros

Resolver laED y” + 25y = senbx por variacion de parametros.

Solucion

La ecuacién auxiliares m2+25=0

Como no se puede factorizar, se despeja m? = —25
Lasraicesson m = +£b7 raiz compleja.

Solucién complementaria y. = cicosdx + cosendx

coSHx sendbzx
—bsenbxr Hcosdx

Calculamos el Wronskiano W = {

W = 5cos’z—(—5sen’z) = 5cos’x + Hsen’z

W =5

0 sendr
Ahora calculamos W, = [sen5m 5003531;]
Wi = 0 (sen’5z) = —sen’5z
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coSHx 0

Ahora calculamos W, = 5senbr  senbr

Wy = cosbxrsenbxr—0 = senbxrcosbx

, —sen?bx )
Entonces u; = — 5 para calcular u; se integra.
1— 2
Recuerde laidentidad sen’z — se2n( z)
1 / 1 — sen(10x)
5 2
Sowm= 2L cost0
U, = 0 100003 x
, sendrcosdx . o e
Uy = 3 para calcular uy se integra por sustitucion.
1
R f senbxrcosbrdr = u = cosbr du = —bsenbxdx
[ senbzcosbzdz = — L cos?s
: senbxcosbrdx Uy = 5Ocos x
? 0852 + ——cos5zcos10 5zcos5
= —— ——co0sbxrcosl0r — —sendbxrcos*bx
=109 T 100 50 °

Y = c1c085x + casendr — icos&')a: +

- - 2
100c035mc0310m 5osen5mcos 5%
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Ejemplo 3. Variacion de parametros

1
Resolver la ED Zy” +y +y=ax*—2 por variacion de

parametros.

Solucion

1
La ecuacion auxiliar es Zm2 +m+1=0

1 2
Se factoriza (im + 1) =0

Lasraicesson m = —2 raizde multiplicidad dos.

Solucién complementariay, = cie 2% + cyze

Calculamos el Wronskiano W = e ze
—2e X _ge T 4 e

W= 2ze™ e (—2ze™) = 2z + e 4 2z
W =e%

f(x) seleecuandolaED esté enforma estandar.

0 re 2

Ahoracalculamos W, = _ _
1 4x? —4p —2xe 2 4 e 2@
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Wy =0-4(z® — 2%)e 2 = —4(2® — 2%)e

6—251; 0
Ahora calculamos Wy = 9020 422 _ Ag
W = 4(z2 — z)e 220 = 4(2? — z)e 2

_4(333 _ $2)e—2m

e—4m

Entonces uj = para calcular u; se integra.

[(—4z3 4 4z*)e**dx =  seintegra por partes.

Signos alternos Y sus derivadas dv y sus integrales
+ ——> (—4x3 + 4x?) e2*

1
2°

+—»  (—24x+8) \ Ze?*
- (—24)\ 1,2x

Ee

- ——» (—12x% + 8x)

0 iez:r

T 16
Derivar hasta obtener una derivada nula
Luego se multiplican los términos en la forma que indican las flechas

3
up = —2x3e?* 4 2z2e?® 4 3r2e?® — 2xe?® — 3xe®® 4 e** + Ee%

Agrupando términos semejantes.

5
u; = —2x3e®® 4 br?e®® — Hre®® + 562‘”
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4(x? — x)e %

uh = e para calcular us se integra.

[(4z® — 4z)e**dz =  seintegra por partes.

Signos alternos Y sus derivadas dv y sus integrales
+— (4x2—4x)\ g2x
e (8x — 4) Ze?*
+—> (8) \‘ Ze?*

0 \ 2g2¥

T

Derivar hasta obtener una derivada nula
Luego se multiplican los términos en la forma que indican las flechas

Uy = 2x%e?® — 2xe?® — 2xe®® 4 2% 4 e

Agrupando términos semejantes.

Uy = 2x2e®® — 4xe?® + 2%
3 2 5 2
Entonces y, = —2z° + 5z —5:1:+§—1—2:c —dx + 2

9
Operando y, = —2z° + 7z? — 9z + 3

9
y = cie %* + core 2 — 223 4 Tx? — 9z + =
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Ejemplo 2. Variacion de parametros

Resolver laED y” + y = sec’z por variacion de parametros.
Sujetaalacondiciony(0) =2 A 3'(0) =5
Solucién

Se resuelve la ED, luego se hallan los valores de las constantes.

La ecuacion auxiliares m2+1=0

Como no se puede factorizar, se despeja  m? = —1
Lasraicesson m = 1 raizcompleja.

Solucién complementaria y. = cicosx + cosenx

CosST SGTLQL’]

Calculamos el Wronskiano W =
—S8enxr CcosT

2 2

W = cos’z—(—sen’z) = cos’x + sen’z = 1
0 senx
Ahora calculamos W; = 5
sec’r  cosx
W1 = 0—(sec’zsent) = —sec’xzsenz
coST 0
Ahora calculamos W; = 9
—senr sec’r
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Wo = cosxsec’z—0 = coszsec’x

—86621286?’1,33‘

1

Entonces uj = para calcular u; se integra.

Recuerde laidentidad seczsenxz = tanx

f —secxtanxdxr = u; = —secx
) cosrsec’x .
Uy = —1 para calcular us se integra.

Recuerde laidentidad secxcosxz = 1
[ secxde = uy =In|secz + tanz|
Recuerde que y, = u1y1 + U212
Entonces y, = —seczcosx + In|secx + tanz| senx
Operando y, = —1 4+ senz In |secx + tanx|

= c1co8T + casenx — 1 + senx In |secx + tanx|
Reemplazamos la condiciéon y(0) = 2
2 = ¢1c080 + cysen0 — 1 + sen01n |secO + tanO|
2=c1—1 = c =3

1
y = —ci1senx + cycoszk + sen. (secwtanw +
secx + tanx

sec’z) + cosz In |secx + tanz|
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Yy = —cisenx + cycosx + senxsecx + cosx In |secx + tan|
Reemplazamos la condiciény'(0) = 5

5 = —c18en0 + c2cos0 + senlsecO + cos01n |secO + tan0|
co =5

Reemplazando el valor de las constantes en la solucién general,
obtenemos la solucién particular.

y = 3cosx + bsenx — 1 + senz In |secxtanz|

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de variacién de pardmetros.

Ver en [EBYouTube
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3.9.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.9

1 "
2 Yy’
3 y"
4 y"
5 y"
6 y"
7 y"
8 y"
9 y"
10. "

Ejercicios de repaso secciéon 3.9

Yy — secr
-y tanx
ty = senx
-y = sec’x
-y = secftanf
|y = cos’x
9y ji
y — coshx
y — senh2x
3y + 2y 3 }1 =

Resolver la ED de orden superior por variacion de parametros.
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3.10 Ecuacion de Cauchy Euler
Una ecuacién diferencial de la forma.
anz"y™ + ap_ 12" YD 4 gy + arzy + agy = g(x)

Donde los coeficientes a,,a, 1,...,as,a1,ay9 son constantes se

conoce como ecuacion de Cauchy-Euler. Tiene como caracteristica
gue el grado de los coeficientes nominales coincide con el orden de la
ecuacion. La ecuacién de segundo orden tiene la forma:

ax’y”’ +bxy +cy=0

Método de solucidn: La funciéon elemental no trivial cuya derivada es
una constante multiple de si misma es la funcién exponencial =™,

entonces la solucién esde laformay = ™

Discriminante Solucion Ecuacion Solucion Ecuacion Diferencial
Auxiliar
L my #m; yr=x" y, =xM2
b? —4ac =0 my = m, y; =x™  y, = x™in|x|
b? —4ac <0 m=a + bi y; = x%cos(BIn|x|)
Raices complejas Vv, = x%sen(Bin|x|)

Tabla 6. Soluciones ecuacion de Cauchy homogéneas.
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Ejemplo 1. ecuacion homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler z2y” + zy' —y = 0

Solucion

Vamos a reemplazar la solucién y = ™ y sus derivadas en la ED de
segundo orden.

m—1 "

mo oy =mz y" = m(m — 1)z™ 2

y==a
z?’m(m — 1)z™ 2 + zmx™ 1 — 2™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion.

m(m — 1)z™ + mz™ — 2™ =0 Factor comun.

" (mm—-1)+m—1)=0 Propiedad distributiva.

m2—m+m—1=0 Agrupando términos
semejantes.

m?—-1=0 Factorizando obtenemos.

m=1 AN myg=-1 La solucién general es.
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y=cio i Cox 1

Ejemplo 2. ecuacion homogénea

Resolver la ecuacion de Cauchy Euler 2%y + 3zy' +y =0

Solucion

Vamos a reemplazar la solucién y = ™ vy sus derivadas en la ED de
segundo orden.

1 m—2

y=r1 v =mz™ " ¢y =m(m-1)z

?m(m — 1)z™ % + 3zma™ ' + 2™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion.

m(m — 1)z™ + 3ma™ + z™ =0 Factor comun.

z"(mim—-1)+3m+1)=0 Se pasa =™ a dividir al lado
derecho y se aplica

propiedad distributiva.

m?>+2m-+1=0 Factorizando.
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(m+1)2=0 Tenemos dos raices iguales.
m=—1. La solucién

general es.

y=ciz '+ coz 'ln|z|

Ejemplo 3. ecuacion homogénea

Resolver la ecuacion de Cauchy Euler 2%y — zy +2y =0

Solucion

Vamos a reemplazar la solucién y = x™ vy sus derivadas en la ED de
segundo orden.

1 1] m—2

y==x y =mz™ " ¢y =m(m-1)z
z?m(m — 1)z™ 2 — zma™ 1 4+ 22™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion.
m(m — 1)a™ — mz™ 4 22™ =0 Factor comun.

z"(mm—-1)—m+2)=0

294



Se pasa x™ a dividir al lado derecho y se aplica propiedad

distributiva.

m2—2m+2=0

24438
==

m
2++4—4
m — ———
2
m=1=+1

Como el polinomio no es
factorizable, usamos Ia
ecuacion cuadratica.

Obtenemos la solucion de
la ecuacion auxiliar.

Raiz negativa, entonces
obtenemos solucién
compleja.

Solucién general.

y = cizcos(In |z|) + coxzsen(In |z|)

Ejemplo 4. ecuacion homogénea

Resolver la ecuacion de Cauchy Euler 23y — 6y = 0

Solucion
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Vamos a reemplazar la solucién y = 2™ y sus derivadas en la ED de

segundo orden.

m ! m—1 1]

m—3

y" =m(m —1)(m —2)z

z3m(m — 1)(m — 2)z™ 3 — 62™ =0

y = mx Yy =m(m —

1)xm—2

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion.

m(m —1)(m — 2)z™ — 62™ =0

z™(m(m—1)(m—2)—6)=0

Factor comun.

Se pasa ™ a dividir al lado derecho, se aplica propiedad distributiva

y se agrupan términos semejantes.

m?*—3m2+2m—6=0

1 -3 2 -6
3 30 6
1 0 2 o
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Con la division sintética
obtenemos una raizm = 3
y con el residuo obtenemos
una ecuacion de segundo
grado.

Se despeja el segundo
término para hallar las tres
raices de la ecuacion
auxiliar.



m=3 A m==12 Solucién general.

y = c12° + cacos(v21In |z|) + czsen(v/21n|z|)

Ejemplo 5. ecuacion no homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler 2%y” — 3zy’ + 3y = 2z%e”

Solucion

Vamos a reemplazar la soluciéon y = ™ y sus derivadas en la ED de
segundo orden.

y=2zm ¢y =mz™! ¢y =m(m—1)zm?2
z?m(m — 1)z™ 2 — 3zmaz™ 1 4+ 3z™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion.

m(m — 1)z™ — 3mz™ + 32™ =0 Factor comun.

z™(m(m—1)—3m+3)=0 Se pasa ™ a dividir al lado
derecho y se aplica
distributiva.
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m?—4m+3=0 Factorizando.
(m—-3)(m—-1)=0 Las dos raices son.

m=3 AN m=1 La solucion
complementariaes:

Yo = cla:3 + cox

) 3 oz
Calculamos el Wronskiano W = 9
3z 1
W =23 — 323
W = —2z°

para calcular W7 A W5 debemos llevar la ED a la forma
estandar.

3 3
y' — Ey’ + Y= 2z%e® =  f(z) = 2z%"

2¢2e* 1

Ahora calculamos W; = [ 0 :1;]

Wi = 0—(2x%e®) = —2x3e”

x3 O]

Ahora calculamos Wy = lgmz 272"

Wy = 22°e®*—0 = 2z°¢e”
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—2x3e”

on3 para calcular u; se integra.
—2x

Entonces u} =

[etde = wu=¢€"

225e”

uh = para calcular us se integra.

[ —az?e*dxz = Seintegra por partes.

Hacemosu = —x? A dv = e*

Signos alternos u vy sus derivadas dv v sus integrales
+ > —Xz ex
- > _2x e”

us = —x2e® 4 2xe® — 2¢°

Recuerde que y, = u1y1 + u2y2

Entonces y, = (e%)(z?®) + (—z?€® + 2ze” — 2e”)(x)
yp, = x3e® — z3e® + 2x%e® — 2xE”

Agrupando términos semejantes obtenemos.

Yp = 22%e® — 2xe”

La solucién general es:
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Yy = 123 + cox + 2x2%e® — 2xe”

Ejemplo 6. ecuacion no homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler z2y" + 8zy + 10y =
z !ln|z|

Solucion

Vamos a reemplazar la soluciéon y = ™ y sus derivadas en la ED de
segundo orden.

m m—2

y==z y =mz™ ! Y =m(m-1z

z?m(m — 1)z™ 2 + 8zmz™ ! 4+ 10z™ = 0

Agrupamos las z aplicando propiedades de potenciacion.

m(m — 1)z™ + 8mz™ + 102™ =0  Factor comun.

z™(m(m —1)+8m+10) =0 Se pasa ™ a dividir al lado
derecho y se aplica
distributiva.

m2+Tm+10=0 Factorizando.
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(m+5)(m+2)=0 Las dos raices son.
m=-5 A m=-2 La solucion
complementaria es:

Ye = 12 ° + cpz 2

z° x 2
Calculamos el Wronskiano W = [—5:1:_6 _233_3]
W = 2278 + 528
W = 3z~8

para calcular W7 A W5 debemos llevar la ED a la forma
estandar.

8 10 z lln |z
y'+ =y + Sy = —2H f(z) =z *In|z|

x x x

0 z 2
Ahora calculamos W; = [w_?) In |z| —2:1:_3]
Wi =0—-(z °In|z|) = —z °In|z|
o 0

Ahora calculamos W, = [—59[;‘6 z-31n |z

Wy =z 8%Inlz| 0=z %In|z|

—z°In |z|

Entonces u! =
1 3x8

para calcular u; se integra.
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—z3 In ||

3

dx

/

Se integra por partes.

u = In |z dv = — 2 d
3
4
du=—-dz v=->
T 12
4
z*ln|z] 1 5
- — (2%
“ n tplde
tlnjz] 1 ,
Uy = —&
12 48
, z %ln|z| ,
uy = ————— paracalcular uy se integra.
38

In |z|

3

dx

/

Se integra por partes.

1
u = n?\)a:] dv = dz
du = idzc V=2
3z
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Aplicando la férmula de
integracion por partes.

U1 €s.

Ahora calculamos us

Aplicando la férmula de
integracion por partes.



zln|z| 1
= —=[d
(%) 3 3f T
zln|z| =
Uy = —_ =
3 3

Ahora calculamos y,,

Yp = U1Y1 + U2Y2

[ z'ln|z| +x_4 5 zlnjz| z\ _,
I = 12 8 )" 3 3)7

Aplicando distributiva.

-1 -1

t'ln|z| = N z'ln|z| =
12 48 3 3

Yp — —

Agrupando términos semejantes obtenemos.

rlln|z| bz !
4 16

Yp = —
La solucién general es:

S z 'ln|z| B 5!
y==a 2 1 16

Ahora vamos a resolver una ED de Cauchy Euler con valores iniciales.
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Ejemplo 7. Ecuacion no homogénea

Resolver la ecuacién de Cauchy Euler z%y” — 52y’ + 8y = 8x°

1 1
Sujeta a la condicion y <§> =0 A ¢ (5) =0

Solucion

Reemplazamos la solucion y = ™ y sus derivadas en la ED.

y = ™M yl — mxm—l y// — m(m . 1)xm—2

z?m(m — 1)z™ 2 — bzma™ 1 4+ 8x™ =0

Agrupamos las x aplicando propiedades de potenciacion.

m(m — 1)a™ — bma™ + 8™ = 0 Factor comun.
z"(m(m—1)—5m+8)=0 Se pasa =™ a dividir al lado
derecho y se aplica
distributiva.
m?—6m+8=0 Factorizando.
(m—2)(m—4)=0 Las dos raices son.
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Ye = cx? + cza:4

2
Calculamos el Wronskiano W = {x
W = 4z° — 2x°
W = 2z°
para calcular W,
estandar.

5 8

y// . Ey/ + ;y — 8;134

0 x?
Ahora calculamos W; = Rrt  Agd

W1 = 0—(82138) = —8:138

Ah lcul w,— &0
ora calculamos 2 = 2213‘ 8334

Wy = 825—0 = 826

— 88

Entonces u; = ———
2z

[ —4zidx

305

= flz) =

La solucion
complementariaes:

24
2¢ 4z3

A Wy debemos llevar la ED a la forma

8t

para calcular u; se integra.



U1 = —:134

Ahora calculamos us

T .

u’2 = 55 Para calcular us se integra.
2z

[ 4zdz

Uy = 2z2

Ahora calculamos y,,

Yp = WY1 + U2Y2
yp = (—z*)(2%) + (22°)(z*)
yp = —x + 22°

Agrupando términos semejantes obtenemos.

yp:xﬁ

La solucién general es:
y = c12? + cyx* + 28

Reemplazamos las condiciones iniciales en la solucién general.

1 ! 1 ecuacion (1)
0=3a+ 7621 5

Derivamos la solucién general para reemplazar la otra condicion.
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y' = 2cix + 4cpzd + 62° Reemplazamos C.I.

1 3 i
0=ci+ =y + — ecuacion (2). Res.olvemos
2 16 el sistema de ecuaciones.
(o1 1 1
197 167 ] 64
0=c + 1c + 3
ST
.. g 1 :
Multiplicamos la ecuacién (2) por —1 resolvemos el sistema de

ecuaciones por eliminacion.

BRTE SN O
FoR
61~ 4™ g

1 1
32 16
Obtenemos ¢y = —%

1
Reemplazando en la ecuacién (1) obtenemos ¢; = 1

La solucién particular es:

1 1
y:E$2—§m4—|—x6
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Cauchy Euler homogénea.

&7

Veren B VouTube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Cauchy Euler no homogénea.

MAS VIDEOS

P o) oiz/0m B £° Youlube C3
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https://www.youtube.com/embed/lmYnDATAU0s

3.10.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 3.10

Ejercicios de repaso seccién 3.9
Resolver la ED de orden superior por Cauchy Euler.

1.

10.

11.

z°y" — 2y =0
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Capitulo 4

TRANSFORMADA DE LAPLACE







4.1 Transformada Integral

En este capitulo se examina un tipo especial de transformada integral
llamada transformada de Laplace. Ademas de tener la propiedad de
linealidad, la transformada de Laplace tiene muchas otras
propiedades interesantes que la hacen muy uatil para resolver
problemas lineales con valores iniciales.

La Transformada de Laplace corresponde a un operador T'(f)
definido por laintegral.

FO = [ ks (1)
0
Con f(t) definidoparaT > 0

Transforma una funciéon f de la variable t en una funcién F' de la
variable s.

Laintegral (E'1) se define como un limite.

b

/ook(s,t)f(t) dt = lim [ k(s,t)f(t)dt

b—o0 0

Si el limite existe se dice que la integral converge, en caso contrario
diverge. En general el limite existird sélo para ciertos valores de la
variable s.

La funcion k (s, t) en la ecuacion (E1) se llama Kernel o Ncleo de la
transformada. La eleccién de k(s,t) = e ' como el nicleo nos

proporciona una integral especialmente importante, la cual vamos a
definir a continuacion.
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Definicién: sea f una funcién definida por ¢ > 0
entonces se dice que la integral

2{f (1)) = / Tetimd (E2)

Es la transformada de Laplace de f, siempre que la
integral converja.

Cuando la integral de la ecuacién (E2) converge el resultado es una
funcion de s. En el analisis general se usa una letra mindscula para

denotar la funcién que se transforma y la letra mayuscula
correspondiente para denotar su transformada, por ejemplo:

L) =F(s) L{gt)y=G(s) ZL{yt)}=Y(s)

\>®

Ejemplo 1. Transformada de Laplace

Evaluar la Transformada de Laplace de k
Solucién
ZA{k} = fooo ke stdt

Como no se puede evaluar una integral con un integrando infinito,
transformamos la integral en un limite.
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b
lim ke Stdt

b—oo 0

b
lim k& e Stdt
b—oo 0

e—st b
lim — | —
b—oo S

0

] e sb 60
lim —— + —
b—o0 S S

) e sb 60
lim —— + —
b—o0 S S

| =

Sacamos la constante k

Se integra por sustitucion.

Evaluamos la integral.

Evaluamos el limite.

Concluimos que la Transformada de Laplace de la funcién constante

k es:

w | =

Este resultado es validoparas > 0

Ahora vamos a evaluar la Transformada de Laplace de la funcion

identidad ¢
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Evaluar la Transformada de Laplacede t

Solucion

ZLA{t} = [) tetdt

Ejemplo 2. Transformada de Laplace

Como no se puede evaluar una integral con un integrando infinito,
transformamos la integral en un limite. También se debe tener en
cuenta que esta integral es diferente a la anterior porque la t es una

variable.

¢
lim te Stdt

b—oo 0

—st

u=-=t dv=c¢e

e—st

du = dt

V= —
S

te—st 1 t
lim — + = / e Stdt
b—oo S S 0

et 1
lim [— c __ —e_St]

b
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Se integra por partes.

Aplicando la férmula de
integracion por partes.

Se integra por sustitucion.

Evaluamos la integral.



—sb 0
lim b ize_Sb _ e %eo
b—oo | S S i S S
be® 1 ] 1
lim |— — e 4+ =
bsoo | 8 s2 | s

Evaluamos el limite. Se debe notar que el primer término es una
indeterminacion, pues multiplicamos oo por 0. Por tanto, debemos
aplicar el teorema de L"Hopital.

Recuerde que para aplicar el teorema debemos tener un cociente.

I b1 0 Al evaluar el limite nos da 0
b—oo  esh s2esb

Concluimos que la Transformada de Laplace de la funcién identidad ¢
es:

[\

Este resultado es validoparas > 0

Con los dos ejemplos anteriores se establece la generalizacién de la
Transformada de Laplace mediante el siguiente teorema llamado
transformadas basicas. Se sobreentiende la restriccion de s para la

convergencia de cada Transformada de Laplace.

317



Teorema 1. Transformadas de algunas funciones basicas

1 £k} =< 2. £{t} =

3. £{t"} = 4. £{eM} = L

5. £{senkt} = Sszz 6. £{coskt} = #
7. £{senhkt} = 52?—(,&2 8. £{coshkt} = ssz?-

Tabla 7. Transformada de funciones basicas.

Mediante integrales basicas como sustitucién y partes vistas en
calculo integral el estudiante puede verificar las transformadas
basicas que estanenlatabla 7

La transformada de Laplace corresponde a un operador lineal.
ZL{af (t) = Bg ()}

Podemos aplicar las mismas propiedades de las integrales porque la
transformada de Laplace es una integral, entonces podemos dividir la
funcion anterior en dos transformadas.

Ziaf ()} +Z1{Bg (1)}

Ahora sacamos las constantes de las transformadas.

aZ{f)}£8ZL{g(t)}
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Ejemplo 3. Transformada basica

Evaluar la Transformada . {5t + 2 — 4senbt}

Solucion

Como la transformada de Laplace es un operador lineal podemos
separar la funcién en tres transformadas.

Z {5t} + Z {2} — £ {4senbt}

Sacamos las constantes de cada transformada.

5.2 {t} + 2% {1} — 4.Z {senbt}

Ahora aplicamos las transformadas basicas del teorema 1, aplicamos

las propiedades 2,1y 5

1 1 5
B— 2= —4— >
s2 + S s2 4 52

Operando los términos obtenemos:

5 2 20

82+8_82—|—25

Estos resultados también se pueden obtener integrando cada
término.
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Ejemplo 4. Transformada basica

Evaluar la Transformada . {3t4 + 3cosdt — 8e 3t + 2senhbt }

Solucion

Separamos la funcion en cuatro transformadas, esto se puede hacer
cuando los términos estén separados por sumas o restas.

£ {3t*} + £ {3cosdt} — £ {8e 3} + &£ {2senhbt}

Ahora sacamos la constante de cada transformadas.

3L {t*} + 3L {cosdt} — 8L {e ¥} + 2. {senhbt}

Ahora aplicamos las transformadas basicas del teorema 1, aplicamos
las propiedades 3,4,6y 8

4! S 1 5
@+3 8 + 2

3 _°
§2 + 42 s—(—3) s? — 52

Operando los términos obtenemos:

74+ 3s - 8 n 10
s> s2+16 s+3 s2—25
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Ejemplo 5. Transformada basica

Evaluar la Transformada . { cos*t}

Solucion

La transformada de Laplace de cos?t no esta en las transformadas

basicas, entonces es necesario aplicar identidades para transformar
la funcién.

1 2t
Recuerde laidentidad cos?t = %
1 + cos2t
9
t — —_— —
< {cos } ,2”{ 5 }

1 1

Ahora aplicamos las transformadas basicas del teorema 1, aplicamos
las propiedades 1,y 6

Operando los términos obtenemos:

1 S

2s i 2(s%2 +4)
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Ejemplo 6. Transformada de una funcion
continua por tramos

Evalte & {f ()} donde f (t) = {g ’ SZ;;

Solucion

La funcién que se muestra en la figura,
es continua por tramos y de orden
exponencial para t > 0, la funcién f
se define en dos tramos, la Z {f (¢)}

se expresa como la suma de dos
integrales.

L{f @)} = [ 0e*tdt + [ 2e " dt

|

Lad ——

Solo se evalua la segunda integral, la primera es 0

b

. st Se saca la constante de la
lim 2e *tdt

b0 3 integral.
b
Integrando.
lim 2 / e Stdt &
b—o0 3
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O 2est7? Evaluamos la integral.
lim |—

b—oo | s 3

’ B 2e—sb' 26_38

im |— — =

b—o0 | s S

Evaluando el limite obtenemos.

26—35

S

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Transformada de Laplace por tramos.

Ver en (B YouTube
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4.1.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.1

Ejercicios de repaso seccién 4.1
Evaluar las transformadas de Laplace.

1. f(t) = 2¢*

N

f(t) =t + 6t 3

3. f(t) =2 — e " 4 cosh5t
4. ft)y = (¢t +1)*

5 f(t) = (e —e)?

6. f(t) = (1 + e?*)?

7. f(t)y = (2t — 1)

8. f(t) = 2sen2tcos2t

9.  f(t) — e'cosht

10. f(t) = e'senhi

1, 0=
11. f(t) { 1 7>
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4.2 Transformada Inversa
El problema inverso:

Si F'(s) representa la transformada de Laplace de una funcion f(s),
es decir, Z{f(t)} = F(s). Se dice entonces que f(t) es la
transformada de Laplace inversa de F'(s) y se escribe:

f(t)=2"{f(s)}

Al igual que la transformada de Laplace basica, existe un teorema
para generalizar las transformadas basicas inversas.

Teorema 2. Algunas transformadas inversas

1o ) =k N

b e e ek

s et o et
7. 671 = senhkt 8. £ 1{-"_1 = coshkt

Tabla 8. Transformada de funciones inversas.

La transformada de Laplace inversa corresponde a un operador
lineal.

&L Haf () £ B9 (1)}
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Podemos aplicar las mismas propiedades de las integrales porque la
transformada de Laplace es una integral, entonces podemos dividir la
funcién anterior en dos transformadas.

L Haf ()} =2 {Bg (1)}
Ahora sacamos las constantes de las transformadas.

aLHf@®) B L g ()}

Ejemplo 1. Transformada inversa

Evalte 1 { = 3_816 }

Solucion

Como la transformada inversa es un operador lineal, primero se debe
sacar la constante de la transformada y descomponer el 16

e

La funcion corresponde a la propiedad 8 de latabla 8, donde k = 4

cosh4t

En ocasiones se debe ajustar la funcion.
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Ejemplo 2. Transformada inversa

1
Evalue £ ! { = }
s

Solucion

Corresponde a la propiedad 3 de |la tabla 8, pero se debe ajustar.

n + 1 = 5, entonces n = 4, por tanto, la funcién se debe multiplicar
y dividir por 4!

1 ., [4
d {3—5}

Ejemplo 3. Transformada inversa

1
Evalde &' { o 7}

Solucion
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Corresponde a la propiedad 5 de |la tabla 8, pero se debe ajustar.

k%2 = 7, entonces k = \/7 por tanto, la funcién se debe multiplicar y
dividir por V7

R BV
\77"? {32—1—7}

1

seny/ Tt
7 V7

Ejemplo 4. Transformada inversa

4
Evalie.-1d 3T
s2+5

Solucion

Se debe separar en dos transformadas y sacar la constante.

4 S L1 1
< {32+5}+g {S2+5}

Corresponde a las propiedades 6 y 5 respectivamente pero se debe
ajustar el segundo término para que coincida con la propiedad 5. Se
puede apreciar que k2 = 5, por tanto, k = /5. Se debe ajustar

multiplicando y dividiendo por /5

328



4+/5

: sen\/gt

cosx/gt +

Ejemplo 4. Transformada inversa

2 4951
Evaluez—l{ S+ z2s }

253 + 352 — 2s
Solucidén

La funcion no corresponde a ninguna de las propiedades de la tabla §,
se debe separar el denominador.

g_l{s(;jjf;(s_jz)}

Se aplica fracciones parciales. Se factoriza el denominador.

s2+2s—1
s(2s —1)(s+2)

El denominador tiene tres factores lineales distintos, por lo cual
corresponde al caso 1 de fracciones parciales y se organiza de la
siguiente manera:
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El denominador tiene tres factores lineales distintos, por lo cual
corresponde al caso 1 de fracciones parciales.

s?+2s—1 A,._B _C
s(2s—1)(s+2) s 2s—1 s+2

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
0,s = 1/2 A s = —2. Para hallar los valores de A, B A C,
multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por s(2s — 1)(s + 2)

s?+2s—1=A(2s—1)(s+2)+ Bs(s+2)+Cs(2s — 1)

Ahora reemplazamos esos valores en la ecuacién para hallar A,
B AN C

Cuandos =0
—1=A(-1)(2)
a1

2

Cuandos = 1/2

i-7(:) ()

g_1
5
Cuandos = —2
1
—1=C(-2)(-b) C = 10



Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa.

g_l{s(;jjf)s(s_iz)}:

o )i fn)- e (el

Las transformadas corresponden a la propiedad 1 y 4 de la tabla §,
pero el segundo término hay que ajustarlo antes de aplicar las
propiedades.

ORI R

%g_l{é}ﬂ%’%l{(si%)}‘%g_l{@iz)}

1
. 1
Evalie ¥ { P }

Solucion
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La funcion no corresponde a ninguna de las propiedades de la tabla §,
se debe hacer fracciones parciales para separar el denominador.

1
s(s?+5)
El denominador tiene dos factores, uno lineal y uno cuadratico

distintos, por lo cual corresponde al caso 3 de fracciones parciales y
se organiza de la siguiente manera:

1 _A Bs+C

s(s? +5) s s2+5

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s = 0.
Para hallar los valoresde A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por s(s* + 5) y obtenemos.

1=A(s*+5)+ (Bs+ C)(s)

Para hallar los valores de las constantes debemos hacer distributiva 'y
armar un sistema de ecuaciones.

1=As2+5A+ Bs?2+Cs

Con esta informacion vamos a construir un sistema de ecuaciones de
tres ecuaciones con tres incognitas.

0=A+1B
0=C
1=5A4

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes
valores.
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Con los valores de la constante procedemos a evaluar
transformada inversa.

1 1 1 1 s
)tV _toa)il_lgpa) S5
Z {s3+5s} 53 {s} 53 {32+5}

Las transformadas corresponden a la propiedad 1y 6 de latabla 8

CcoS \/gt

(S
Ul =

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras

observar un ejemplo de Transformada de Laplace inversa.

Ver en (BB YouTube
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4.2.1 Repasando fracciones parciales

Enla escena interactiva que aparece a continuacion se explica, el caso
1 de fracciones parciales. Es importante que repase el concepto antes
de resolver ejercicios.

Caso 1. Fraccién propia con factores lineales E

Este caso es aquel donde tienes en el denominador factores de la forma (x - r).

. . -1 . . .
Por ejemplo, la fraccidn ZX o £qué tipo de denominador tiene?
X2-x-
—Cuadrdtico profe
Es cierto, pero si lo factorizas te quedaria asi XA iFactores lineales!
(x-3)(x+2)

El método de descomposicion parte del supuesto de que la expresion tuuo su origen en la
suma de fracciones simples o parciales cuyos denominadores son (x — 3) y (x + 2). Es decir:

%1 TxA A, B

X¥x6 (x3)(x*2) x3 x+2

Donde A y B son dos niimeros reales. Si logramos encontrar esos numeradores, resoluemos
el problema. Si sumamos las dos fracciones de la derecha, obtendriamos:

7x-1 - A(x+2)+B(x-3)
(x-3)(x+2) (x-3)(x+2)

Sabemos que en ambos miembros de esta ecuacion los denominadores son iguales, por lo
que los numeradores ha de serlo: 7x -1 = A(x + 2) + B(x - 3)
Hay dos métodos de encontrar estos dos nlimeros:

ot Wi
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4.2.2 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.2

Evaluar las transformadas inversas.

Ejercicios de repaso seccion 4.2
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4.3 Transformada de derivadas

TEOREMA 3. Transformada de una derivada: Si
£ ", ..., f® 1 son continuas en [0, 00) y son
de orden exponencial y si f(”)(t) es continua por
tramos en [0, 00), entonces

ZLfr(t) = s"F(s) — sV f(0) — 5772 £(0) —
... — f(=D(0)

Donde F'(s) = Z f(t)

Solucion de problemas con valores iniciales

Para resolver una ecuacion diferencial lineal con coeficientes
constantes sujeta a condiciones iniciales se utiliza:

ZA{y'}t = sY(s) —y(0)

Z{y"} = s*Y(s) — sy(0) —¥/(0)

Z{y"} = s’Y (s) — s’y(0) — sy'(0) — y"(0)

la transformada de Laplace de una ecuaciéon diferencial lineal con
coeficientes constantes se convierte en una ecuacion algebraica en

Y(s).

En el ejemplo siguiente se ilustra el método para resolver una ED, asi
como la descomposicion en fracciones parciales.
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Resolver laEd 3y’ + 2y = t sujeta a la condicién inicial y(0) = —1

Solucion

Pararesolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo y el

teorema uno al lado derecho.

SY ()~ y(0) + 2¥ (s) =

Se reemplazan las condiciones iniciales.

§Y(s) — (=1) + 2Y(s) = 3_12

Se saca factor comun Y (s)

Y(s)(s+2)+1 :%

Se despeja el factor comun.

Y(s)(s+2) = 5 ~1

Se opera el lado derecho.

1 — s2

s2

Y(s)(s+2)=

Ejemplo 1. Resolver el PVI
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Se despeja Y (s)

1 — g2

YTy

La solucién y(t) del PVI original es y(t) = £~ 1 {Y (s)}, donde la

transformada inversa se hace término a término, por tanto, es
necesario descomponer la expresion del lado derecho en fracciones
parciales para poder aplicar el teorema dos.

1— s? _A+B+ C
s2(s+2) s s2 s+2

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s = 0 A
s = —2.Para hallar los valoresde A, B A C, multiplicamos ambos
lados de esta ecuacién por s%(s + 2) y obtenemos.

1—s?=As(s+2)+ B(s+2)+ C(s?)

Para hallar los valores de las constantes debemos hacer distributivay
armar un sistema de ecuaciones.

1— 2= As2+2As+ Bs+ 2B + Cs?

Con esta informacidén vamos a construir un sistema de ecuaciones de
tres ecuaciones con tres incognitas.

—1=A+C
2A+B =0
1=2B

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes

valores.
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Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa.

R A Gy S G 7 S
Y(s)= =37 {8}+2$ {32} e {s+2}

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucién de la ED.

1 1 3
) = —= _t__—2t
y(t) 150 7°

Resolver la ED y” 4+ 3y’ = 0 sujeta a la condicién inicial y(0) =1 A
y'(0) =-1

Solucion

Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo.
s2Y (s) — sy(0) — 4/(0) + 3sY (s) — 3y(0) =0

Se reemplazan las condiciones iniciales.
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s’Y(s) —s+1+3sY(s) —3=0

Se saca factor comun Y (s)
Y(s)(s*+35) —s—2=0

Se despeja el factor comun.

Y (s)(s? +3s) = s+ 2

Se despeja Y (s) y se saca factor comun.

s+ 2

Y(s) = —s(s T3

La solucién y(t) del PVI original es y(t) = £ 1 {Y (s)}, donde la

transformada inversa se hace término a término, por tanto, es
necesario descomponer la expresion del lado derecho en fracciones
parciales para poder aplicar el teorema dos.

s+2 A B

s(s+3) s+s+3

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s = 0 A
s = —3. Para hallar los valores de A A B, multiplicamos ambos
lados de esta ecuacioén por s(s + 3) y obtenemos.

s+2=A(s+3)+ Bs

Ahora reemplazamos esos valores en la ecuacion para hallar A A
B

Cuandos =0
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2
A= Z

3
Cuandos = —3
—1= B(-3)
B—1

3

Con los valores de la constante procedemos a evaluar
transformada inversa.

-3 () 3o ()

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion de la ED.

Ejemplo 3. Resolver el PVI

la

Resolver la ED y” — 3y’ + 2y = e~ sujeta a la condicién inicial
Yy Yy Yy

y(0) =1 A y'(0)=5
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Solucion

Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo y el
teorema uno al lado derecho.

1
s+4

s*Y (s) — sy(0) — y'(0) — 3sY (s) + 3y(0) + 2Y (s) =

Se reemplazan las condiciones iniciales.

1
s+4

s’Y(s) —s—5—3sY(s) + 3+ 2Y(s) =

Se saca factor comun Y (s)

1
s+4

Y(s)(s?—35+2)—s—2=
Se despeja el factor comun.

Y (s)(s? —3s+2) = +s+2

s+4
Se opera el lado derecho.

s2+6s+9

Y 23 2) =
(5)(s? 35 +2) = T2
Se despeja Y (s) y se factoriza el trinomio.

s24+6s+9
(s+4)(s—2)(s—1)

Y(s) =

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales para poder
aplicar el teorema dos.
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s°+6s5+9 A LB C
(s+4)(s—2)(s—1) s+4 s—-2 s—1

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
—4,s=2As=1. Para hallar los valores de A, B N C,
multiplicamos ambos lados de esta ecuacion por (s + 4)(s — 2)(s —
1) y obtenemos.

s2+6s+9=A(s—2)(s—1)+B(s+4)(s—1)+C(s+
4)(s — 2)

Cuandos = —4
1= A(-6)(-5)
-

30

Cuandos =2

25 = B(6)(1)
g2
6

Cuandos =1

16 = C(5)(—1)
16
C=-%

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa.
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1 1 25 1
_ -1 -~ -1
Yis) =552 {s+4}+6$ {3—2}

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion de la ED.

1 25 16
= —eat 22 10
yt)=gpe T g e

\.>® Ejemplo 4. Resolver el PVI

Resolver la Ed 2y"" +vy —y =t + 1 sujeta a la condicién inicial
y(0)=1 A ¢(0)=0

Solucion

Para resolver la ED se reemplaza el teorema tres al lado izquierdo y el
teorema uno al lado derecho.

1 1
252Y (s) — 2sy(0) — 24/ (0) + sY (s) — y(0) — Y (s) = S+
Se reemplazan las condiciones iniciales.

1 1
252Y (s) — 2s(1) — 2(0) + sY (s) — (1) = Y (s) = 5t
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1 1
25°Y (s) =25 +sY(s) —1-Y(s) = 5 + =
s? s
Se saca factor comun Y (s)
1+s
52

Y(s)(2s°+s—1)—2s—1=

Se pasan al lado derecho el término que no dependen de Y (s)

1+s
2

Y(s)(2s*+s—1) = +25+1

S

Se opera el lado derecho.

283 + 2 +s+1
2

Y(s) (262 +s—1) = p

Se despeja Y (s) y se factoriza el trinomio.

28 + 82+ s+1

YO = @D 61D

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales.

2s° +s>+s+1 A B C D
. =4zt +
s2(2s—1)(s+1) s s 2s—1 s+1

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s =

— 5,0, 1. Para hallar los valores de A, B, C A D, multiplicamos
ambos lados de esta ecuacién por s2 (2s — 1) (s + 1) y obtenemos.

2s° +82+s5+1=A4As(25s—1)(s+1)+B(2s—1)(s+1) +
Cs*(s+1)+ Ds*(2s — 1)
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Hacemos distributiva y armamos un sistema de ecuaciones.

283 + 52 +s5+1=245%+ As? — As+2Bs*>+ Bs— B +
Cs® 4+ Cs?2 +2Ds3® — Ds?

2A+C+2D = 2
A+2B+C—-D =1
—-A+ B 1
—-B =1

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos los siguientes
valores.

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa.

1 1 16 1
Y(s)= 2128 10— - -l
(5) = 22 {} & {82}+3g {23_1}+
I _, . 1
gg {s—l—l}

El tercer término es necesario ajustarlo antes de aplicar el teorema
inverso, por tanto, dividimos todos por 2

Y(s)=—-22" {%} -z {si?} + ?g—l {8% 1} +

2
1 1
_cgfl
3 s+1

Ahora sacamos la constante.
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- s ) (3] b o)

Y
s §2
1 1
L1
S'Z {s—i—l}

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion de la ED.

(t) = —2 b4 Db 4 Tet
= 3¢ T3¢

En la siguiente escena interactiva, disenada por Carlos Olvera, podras
resolver ED usando la Transformada de Laplace.

[ 7||
Transformada de Laplace® w1 s @ O
Ll 'y =
EDL de Segundo Orden SRR ARRETE oL
)7V — 23603~ VO] 4 (@Y~ w0l GsI¥isl] =
” I :
ay” + by’ + cy = F(t) @Y si-11 - 0] + WisF - 1+ e -2
y(0)=c1 y'(0)=c [2s* ¥ i)+ 22— 2]+ Ha Vis)+ 4+ [3 (=] =:
Vish[2e? +ds+3] +[2s+7 =:
a=2 b=4 c=3 Yish[2 s + 4043 (5) +(-2s-3)
ft=5 ¥isi[z4 45-3] = 7: 7‘, %
o - Fh
| _ . 2e-24+0
c =1 =1 e e
Yie) =3+ !

5
oWl +2s+d
PVI a resolver: k.

2y" + (DY’ + (3)ly =5 L =
w(0)=—-1, y(©0)=1 s =3o) (sem(Fr) et 2w r) )
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En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Transformada de derivada.

Ecuaciones diferenciales. 3.3.1 Trasformada de Laplace de ...

Ver en B0 Youlube
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4.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.3

Ejercicios de repaso seccion 4.3

Resolver los PVI.

1.y —y=1 sujetaalacondiciény(0) =0

2. 2y +y-—0 sujetaalacondiciony(0) 3

3.y —y-— 2cosbt sujetaalacondiciény(0) = 0

4.y 46y =e* sujetaalacondiciény(0) = 2

5 Yy 42y —8y—2-2t-e—1t sujetaalacondiciény(0) =1 A y'(0) =0
6. Y +16y —4 sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =0

7.y +25y =3 sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =5

8. ¥ +5y +4y =0 sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =0

9. 207" +3y" -3y —~2y—e—t sujeta ala condicion y(0) = 0 y'(0) =0 A
y'(0) =1

10. ¥ +2y —y —2y-—sendt sujeta a la condicién y(0) =0 y(0) =0 A
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4.4 Traslacionen el eje "s"

Este teorema facilita encontrar transformadas sin resolver la
integral, basta con recorrer la funcion. Graficamente se veria asi:

F

Si se considera s una variable real, entonces la graficade F'(s — a) es
la grafica de F'(s) desplazada en el eje s por la cantidad |a|. Sia > 0,
la grafica de F'(s) se desplaza a unidades a la derecha, mientras que
sia < 0, la grafica se desplaza a unidades a laizquierda.

Evaluar transformadas tales como {e~%¢*} o {e¥cosh5t } se puede
hacer de forma directa siempre que se conozca {t4} o {cosh5t}. sise
conoce la Transformada de Laplace de una funcién f(t), es posible
calcular la Transformada de Laplace de un multiplo exponencial de f,
es decir, {e~® f(t)}, sélo con trasladar o desplazar, F'(s) a F/(s — a).
El resultado se conoce como primer teorema de traslacion.
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Ejemplo 1. Uso del primer teorema de
traslacion

Evalue £ {e~2t*}

Solucion

Se utiliza la transformada basica (teorema 1)

El denominador de la transformada de Euler se coloca a la derecha.
ZL{e?t} = L {tYsosi2}

Luego se aplica el teorema 1 a la funcién y donde va la s se coloca la
traslacion.

4!
(s + 2)5
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Ejemplo 2. Uso del primer teorema de
traslacion

Evallie ¥ {e3tcosh5t}

Solucion
Se utiliza la transformada basica (teorema 1)
El denominador de la transformada de Euler se coloca a la derecha.

& {e%coshbt} = £ {coshbt|s .3}

Luego se aplica el teorema 1 a la funcién, coshbt

S
K% {eStc08h5t} =% { 2 _ 95 |s_>s_3}

Para terminar se debe colocar la traslacién que esta al lado derecho,
en la funcién, donde esté la s, tanto en el numerador como en el

denominador.

(s—3)°—25
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Ejemplo 3. Uso del primer teorema de
traslacion

Evalte & {e_4tsen3t}

Solucién

Se utiliza la transformada basica (teorema 1)

El denominador de la transformada de Euler se coloca a la derecha.
A {e*4tsen3t} = L {sen3t|s 514}

Luego se aplica el teorema 1 a la funcién sendt

3
—4 _
g{e t8€n3t} = g {m‘s_)S_HL}

Donde esta la s se coloca la traslacion.

3
(s+4)°+9

Formainversa del teorema:

L F(s—a)} =21 {F(s)|

s—)s—a}
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Ejemplo 1. Forma inversa del teorema

5
. 1
Evalie & {—(s — 3y }

Solucién
Se utiliza la transformada inversa (teorema 2)

Se saca la constante de la transformada vy la traslacién se coloca a un
lado.

Y E

Se aplica el teorema 2 a lafunciény alatraslacién.

Hedtt

Ejemplo 2. Forma inversa del teorema

Evalie ! 2519
(s —3)%2+16
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Solucion

Antes de aplicar el teorema dos se debe ajustar el numerador, se
busca que la traslaciéon del denominador también esté en el
numerador, por ese motivo se sumay se resta 6

2s—6+6 + 5
1
< {(3—3)2+16}

Luego se saca factor cominysesumael6yelb

oot

Se separan las dos traslaciones y se sacan las constantes.

2 { (s E8?523+) 16 } e { (s - 3;2 + 16 }

La traslacion se coloca aun lado.

1
23_1{ 2j16\s—>s—3}+11$_1{ 2+16\s—>s—3}
s s

Antes de aplicar el teorema 2 se debe ajustar el segundo termino.

11 4
2.¢1 i —8—3p 4+ —&L1 —5—3
{s2+16‘8 ° }+4 2160 ¢

Se aplica el teorema 2 a lafunciény alatraslacién.

11
2e3tcosdt + Zegtsen4t
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Ejemplo 3. Resolver el PVI

Resolver la Ed y/ — yr = e *cos2t sujeta a la condicién inicial
y(0) =0 A ¢(0) =1

Solucion

Se utiliza la transformada de la primera derivada (teorema 3) para el
lado izquierdo y la transformada basica (teorema 1) para el lado
derecho como sigue.

s+2
(s+2)>+4

s2Y (s) — sy(0) — y/(0) — sY (s) + y(0) =

Se reemplazan las condiciones iniciales.

s+ 2

sY(s)—s—sY(s)+1= (127 14

factor comin Y (s) y se opera el denominador del lado derecho.

Se pasan los términos que no estan en el factor comidn al lado
derecho.

s+ 2
(5) (5" — 5) s2+4s+8+8
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Se operan los fraccionarios del lado derecho.

3 2
5 NS + 35+ 55 —6
Yis)(s"—s) = s2+4s+8

Se despeja Y (s)

§° +3s% 4+ 55— 6
s(s —1)(s%2 4+ 4s +8)

Y (s) =

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales.

s +3s2+55—6 A B Cs+ D

s(s—1)(s2+4s+8) s s—1+s2+4s+8

Esta identidad es valida para todos los valores de s excepto s = 0, 1.
Para hallar los valores de A, B, C' A D, multiplicamos ambos lados
de esta ecuacién por s(s — 1)(s? + 4s + 8) y obtenemos.

s34+ 352 +55—6=A(s—1)(s*> +4s+8) + Bs(s® + 45+
8)+ (Cs+ D)s(s—1)

Propiedad distributiva y se construye un sistema de ecuaciones.

s° 4+ 3s® + 5s — 6 = As® + 3As® + 4As — 8A + Bs® + 4Bs*+

8Bs + Cs3 — Cs?> + Ds? — Ds

A+B+C = 1
3A+4B-C+D = 3
4A+4+8B — D = 5
—8A = —6
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

A3 g3 ol 52
4 13 52 13

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa.

3 11 3 1
o= Gt

ig—l s+8

52 s2+4s+38

El tercer término es necesario factorizar el denominador, se ajusta el
trinomio cuadrado perfecto y luego se factoriza.

3 1 3 1
o=t )

ig—l s +28
52 (s+2)"+4

Ahora se ajusta el numerador.

3 11 3 1
o= Gt

1 2
1o s+ 2+6
52 (s+2)"+4

Se divide el tercer término en dos y se sacan las constantes.
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Ly sz 1 6, L
52 (s+2)° +4 52 (s+2)"+4

Se coloca la traslaciéon aun lado.

3 1] 3 1
Y(S)ZZ$_1{§}+E$_1{S—1}+

1 s 3 1
— L1 —s+2p+ L1 — s+ 2
52 {s2+4‘8 o }+26 {s2+4‘3 o }

Antes de aplicar el teorema 2 se debe ajustar el dltimo término.

3 1 3 1
Y(s):zg‘l{;}+ﬁf‘l{s_1}+

1, S 3 1
~ {82+4\Hs+2}+(26)2g {

82+4\s—>s+2}

Se aplicael teorema 2 ala funciény ala traslacion.

3 3 1 3
_ 2,2t - 2 g
y(t) = 1T 3¢ + £5 cos2t + £5C sen2t

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Traslacion en el gje s.
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Veren EBYoulube

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Traslacion en el gje s.

MAS ViDEOS

P o) oiz/o32 B £° YouTube {2
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4.4.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.4

Ejercicios de repaso seccion 4.4
Evaluar las transformadas

1. & {te'"}

2. L{te™}

3. L{te ™}

4. L{te ™}

5. _s:”{t{e“ | eEtJE}

En los ejercicios 6 a 10, evalle la transformada inversa

" _g»{ ! }
(s +2)
. _g»{ ! }
(s—1)

a o=l ;
2 — 6s 4 10
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4.5 Traslacion en el eje "t"

La funcién escaldon unitario es util para representar funciones
definidas a trozos. Graficamente se veria asi:

suponer f(t) = escribir como escalones

{g(t), 0<t<a
ht), t>a

unitarios.
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Solucion

La funcién escalén esta dada por:
f&)=g@)+[r(t)—g@)]p—a)

Aplicando propiedad distributiva queda de la forma:

F@)=g@) +h@)pt—a)—g@)pu(t—a)

Ejemplo 2. Funcién escalon

g(t), 0<t<a
suponer f(t) =< h(t), a<t<b escribir como escalones
0, t>b
unitarios.
Solucién

La funcién escalén esta dada por:
fFA=g@®)+[h@)—g@®pt—a)+[0-h@#)]u-b)

Aplicando propiedad distributiva queda de la forma:

f@)=g@) +h@)pt—a) —g@)pt—a) -
h(t) p(t —b)

363



Ejemplo 3. Funcién escalon

20t ) <t
Exprese f (t) = ( 8 gz 0 Z>§ g en términos de la funcion

escalon unitario.

Solucién

La funcién escalén esta dada por:
f(t) =20t + [0 — 20¢] pu (t — 5)

Aplicando propiedad distributiva queda de la forma:

F(t) = 20t — 20t p (¢t — 5)

Teorema: Segundo teorema de traslacion. Si
F(s) =Zf(t)ya > 0entonces

Z{f(t—a)u(t—a) =e*F(s)

Ahora vamos a evaluar la transformada de Laplace con traslacién en
el eje t. es importante recordar que se utilizan los tres teoremas

vistos desde el comienzo de la unidad.
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Ejemplo 4

evaluar Z{(t — 1) u(t—1)}

Solucion

La funcidon cumple con el segundo teorema, entonces se aplica la
transformada de Laplace basica.

evaluar Z{(3t+ 1) u(t — 2)}

Solucion

se debe ajustar la funcion para que cumpla el segundo teorema de
traslacion.

LBt —6+6+1)u(t—2))

ZLZ{Bt—-6+7)u(t—2)}
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Factor comuny propiedad distributiva.
LBE-2)pt—2)+7u(t—2)}
Ahora se aplica la transformada de Laplace basica.

3 7
_26—23 + —6_28
S S

Ejemplo 6

evaluar £ {cost p(t —m)}

Solucion

se debe ajustar la funcion para que cumpla el segundo teorema de
traslacion.

ZA{cos(t —m)u(t —m)}

Como no se puede restar y sumar dentro del dngulo porque vuelve a
dar lo mismo, se aplica la identidad de suma y resta de angulos del
coseno.

Z {(costcosm + sentsenm) u (t — )}

Evaluando obtenemos.

L {—cost u(t—m)}
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Ahora se aplica la transformada de Laplace basica.

S
32—|—16

—TSs

Forma inversa del teorema:Si f(t) = £ 1F(s) la
forma inversa del teorema anterior cona > 0, es

L e F(s)} =f(t—a)u(t-a)

Ejemplo 7

evaluar 1 {:146_28}

Solucion

Se resuelve con la transformada de Laplace inversa para

1
B
s—4

Ahora donde esta la t se debe colocar la traslacion.

6_4(t_2),u (t _ 2)
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s .
evaluar Z1 { 6—58}

Solucion

S
Transformada de Laplace inversa para = cos3t
s2+9

Ahora donde esta la t se debe colocar la traslacion.

ot Pue-
< {82+96 } cos3 (t 5 wlt 5

Aplicando la identidad para el coseno.

3(t— 2 u(t—Z) = cos3tcos3Z + sen3tsend
COS ( — 2)/1,( — 2) — COS8SolCOoS 2 SEeNnotsen 2

Evaluando obtenemos.
T T

cos3 (t — 5) L (t — 5) = cos3t(0) + sendt(—1)
La solucion es:

—sendtu (t — 7r)

2
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Ejemplo 9

2 0<t<3

Evaldie la funcién f(t) = {_2 +>3

Solucion

se escribe f(t) como funcién escalén unitario.
Flt) =2+ -2 2u(t-3)

f#)=2—-4p(t-3)

Se aplicala transformada de Laplace basica.

Ejemplo 10

( 0, 0§t<3?7r

Evalle lafuncién f(t) = 3
sent, t > 5
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Solucién
Se escribe f(t) como funcién escalén unitario.

f(t):0+[sent—0]u(t—377r)

Propiedad distributiva.

f(t):sent,u(t—g?ﬂ-)

Se ajusta el angulo.

0 en (1) (e 2)

Aplicando la identidad para el seno.

3 3 3 3
sen|t— — | u|t— — | = sentcos— — sen—cost
2 2 2 2

Evaluando.

; 3m ; 3 B (4 3
sen 5 L 5 = cos tu 5

Se aplica la transformada de Laplace basica.

S _ 3ms
s24+1

e 2
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Ejemplo 11

Resolver el PVIy/t — 5yr + 6y = f(t) sujeta ala condicién inicial.

1 0<t<1
y(0) =0 A y'(O)zldondef(t):{O > 1

Solucion

se escribe f(t) como funcién escalén unitario.

f@)=1—p(t—-1)
Vamos a resolver el PVI.
y —5yl+6y=1—p(t—1)

Se utiliza la transformada de |la primera derivada (teorema 3) para el
lado izquierdo y la transformada basica (teorema 1) para el lado
derecho como sigue.

s2Y (s) — sy(0) — y/(0) — 5sY (s) + 5y(0) + 6Y (s) = % — %e_s

Se reemplazan las condiciones iniciales.

1 1
s°Y(s) —s—1—5sY(s) +5+6Y(s) = S ge_s

factor comin Y (s) y se despeja.
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1 1
Y(s)(s?—5s+6)=-+s—4—-e*
s s

Se operan los términos semejantes al lado derecho.

—S

2 _4s5+1 1
Y(s) (32—58—#6):&——6
s s

Se despeja Y (s) y se factoriza el termino del lado izquierdo.

S —ds+1 1 e
69 696

Para aplicar la transformada inversa se debe hacer fracciones
parciales a los dos términos por separado.

Se descompone el primer término en fracciones parciales.

s? —4s+1 _é_'_ B n C
s(s—2)(s—3) s (s—2) (s—3)

Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
0,2A3

Para hallar los valores de A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacién por s (s — 2) (s — 3) y obtenemos.

s?—4s+1=A(s—2)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s—2)

Reemplazando las restricciones del dominio en la ecuacién y
obtenemos los valores de las constantes.

1 3 2
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Se descompone el segundo término en fracciones parciales, no vamos
a tener en cuenta el signo menos y e™? para hacer la fraccién parcial,

s6lo se vuelven a utilizar en la respuesta.

1 4 B
N (s —3)

s(s—2)(s—3) s (s—2)
Esta identidad es vélida para todos los valores de s excepto s =
0,2A3

Para hallar los valores de A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por s (s — 2) (s — 3) y obtenemos.

1=A(s—2)(s—3)+Bs(s—3)+Cs(s—2)

Reemplazando las restricciones en la ecuacion obtenemos:

6 2 3

ISP S DN DY S U I DO S U O
Yis) =52 {s}+2$ {3—2} 37 {3—3}
)
6 S 2 s—2 3 s—3

Aplicando la transformada inversa obtenemos:

1 3 2
y(t) — 6 + 56% — §€3t —
L1 o4y 1 54
- - - t—1
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Ejemplo 12

Resolver el PVI yir + 4y = sentu(t — 27) sujeta a la condicidn
inicialy(0) =1 A ¢(0)=0

Solucién

Antes de evaluar el escalon se debe ajustar el angulo.

Z {sent u(t —2m)} = L {sen(t — 2m)u (t — 27)}

Se aplica laidentidad de sumay resta de angulos del seno.

Z {(sentcos2m — costsent) u (t — w)} = £ {sent u(t — 2m)}

1
s2+1

6—271'5

Z {sent u(t — 2m)} =

Se utiliza la transformada basica (teorema 1) para el lado derecho y
se iguala al resultado que obtuvimos del escalon.

1
s2Y (s) — sy(0) — y/(0) +4Y (8) = ———e 27
s24+1
Se reemplazan las condiciones iniciales.
1
2Y . 4Y — —27s
s°Y (s) — s+ 4Y (s) 211¢

Se saca factor comun Y (s) y se despeja.
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1

Y 2 4) = —27s
(s)(s + ) 5+—32+1e
Se despeja Y (s)
1
Y(s) — S —27s

_|_
s2+4  (s2+4)(s2+1)
Se descompone el ultimo término en fracciones parciales.

1 _As+B Cs+ D

(s2+4)(s2+1) 52 +4 * s2+1

Para hallar los valores de A, B A C, multiplicamos ambos lados de
esta ecuacion por (s +4) (s? + 1) y obtenemos.

1= (As+ B) (s*+1)+ (Cs+ D) (s*+4)
Aplicamos propiedad distributiva.
1=As*+ As+ Bs?+ B+ Cs®>+4Cs + Ds* + 4D

Construimos un sistema de ecuaciones.

A+C =
B+ D
A+4C
B+4D =

I
—_ o oo

Para resolver el sistema de ecuaciones se puede igualar la ecuacién 1
con la 3 y la ecuacién 2 con la 4 y hacerlo por el método de
eliminacion.
Se multiplica la ecuacién 1 por (—1) y la sumamos a la ecuacién 3
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=4 - C=0

A +4C =0

3C =0
Obtenemos el valorde la C C=0
Reemplazando en la ecuacién 4 obtenemos A=0

Ahora se multiplica la ecuacion 2 por (—1) y la sumamos a la ecuacién
4

=B - D=0
B+4D =1
3D =1
1
Obtenemos el valor de la D D= 3
., 1
Reemplazando en la ecuacion 1 obtenemos B =— 3

Con los valores de la constante procedemos a evaluar la
transformada inversa.




Antes de aplicar el teorema 2$$ se debe ajustar el término de la
mitad.

Y(s)=$_1{3214}+

_L -1 2 1 -1 L —27s
((3)2‘2 {s2+4}+3$ {32+1}>e

Aplicando la transformada inversa obtenemos:

y(t) = cos2t +
[—%sen2(t — 2m) + 3sen (t — 2m)] p (t — 2)

En el siguiente video, realizado por Jaime H. Ramirez Rios, podras
observar un ejemplo de Traslacidon en el gje t.

Veren (BB YouTube
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4.5.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.5

2. e tult
3. L{cos2tp(t

4. < {sentp: (t

1. Lt 4)p(t

Ejercicios de repaso seccion 4.5

Encuentre f(t) = < ' F(s) o F(s)

1)

2)

a

T
2
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4.6 Derivada de una transformada

Teorema: Derivadas de transformadas
SiF(s)=2f(t)A\n=1,2,3,...entonces.

L) = (1) F(s)

Ejemplo 1

Evaluar £ {tcosh2t)}

Solucion

Para aplicar derivada de una transformada debe estar la variable "t"
multiplicando cualquier funcién. Se determina el valor de la n para

saber cuantas veces se debe derivar. Enestecason = 1

i S
ds s2 —4

s*—4) (1) — (s) (2s)
(s = 4)°

& {tcosh2t)} = (—1)

Z {tcosh2t)} = (1) - (

Propiedad distributiva.
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s — 4 — 22
(s2 —4)°

Z {tcosh2t)} = (—1) -

Agrupando términos semejantes.

s+ 4
(s2 —4)°

Ejemplo 2

Evaluar & {t*sen3t)}
Solucién

n = 2 se debe derivar dos veces.

, d> 3

& {t?sen3t)} = (—1) 12719

Se realiza la primer derivaday se escribe de la siguiente forma.

d (s +9) (0) - (3) (25)

A4 {t236n3t }

ds (s2 4 9)°
d —6s
g {t236n3t } ds m
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Se realiza la ultima derivada.

(s +9)° (—6) — (—6s) [2 (s +9) (25)]

2 _
& {t’sen3t)} = (= 1 0)°
Factor comun.
A {t2sen3t)} - (82 i 9) [(82 - 9) L9 - (_2482)}
(s2 4+ 9)*
a2 2
& {tQSenBt)} _ 6s 54 +324s
(s2+49)
Agrupando términos semejantes.
185 — 54
(s2 + 9)3

Ejemplo 3

Evaluar & {t3e_5t}

Solucion
n = 3 se debe derivar tres veces.

& 1
ds® s+ 5

£ {t3e} = (-1)
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Primera derivada.

& -1
ds® (s +5)°

K% {t3e—5t} — _

Ahora se realiza la segunda derivada.

d 2 5
) B
ds (s +5)
Simplificando.
2
g{t3e—5t} — _i -
ds (s +5)

Tercera derivada.

—2P@+ﬁf]
(s +5)°

K% {t3e—5t} —_ _

Simplificando obtenemos la solucion.

6
(s +5)

4

Como hay un producto y aparece Euler también lo podemos resolver
como traslaciénen el eje s

ZL{e 3} = L {t3]s 515}

6

‘g{gﬁﬁ}:(s+5f
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Ejemplo 4

Evaluar & {te* sen6t }

Solucién
n = 1 se debe derivar unavezy se hace traslacién en el eje s

da 6
ds (s—2)°+36

A {te%senﬁt} =(-1)

—6[2(s — 2)]

A {te tsenﬁt} = — {(8 B 2)2 N 36]2

La soluciéon es:

12 (s — 2)
[(s _ 2% 4 36} :

Ejemplo 5

Evaluar & {tsenkt}
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Solucion

n = 1 se debe derivar una vezy se hace traslacion enel eje s

d k
Z {tsenkt} = (—1)1£ 2
Z {tsenkt} = —LZSE
(s2 + k2)
La solucion es:
2ks
(52 + K?)°
b Ejemplo 6

Resolver el PVI y” + 16y = cos4t sujeta a la condicién inicial
y(0) =0 A ¢(0) =1

Solucion

Se utiliza la transformada de la segunda derivada (teorema 3) al lado
izquierdo y la transformada basica (teorema 1) al lado derecho.

s
s2 + 16

s2Y (s) — sy(0) — y/(0) + 16Y (s) =

Se reemplazan las condiciones iniciales.
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S
s2 + 16

s’Y (s) — 1+ 16Y(s) =
Factor comin Y (s) y se despeja.

+1

Y(s) (s*+16) = 216

Se opera el lado derecho.

24+ s+ 16

Y(s) (s*+16) = — T

Se despeja Y (s)

s2+s+16

Yis) = (s? + 16)2

Se descompone el lado derecho en fracciones parciales.

s2+3+16_As+B+ Cs+ D
(s2+16)° s$24+16 (52 + 16)°

- ., 2 .
Se multiplica ambos lados de la ecuacion por (32 + 16) para quitar
denominadores.

s$°+s+16= (As+ B)(s°+16) +Cs+ D
Propiedad distributiva.

s2+s+16 = As3 +16A4s + Bs?2+16B +Cs+ D

Se arma un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas para
hallar el valor de las constantes.

385



A = 0
B = 1
16A+C = 1
16B+D = 16

Los valores de las constantes son:

A=0 B=1 C=1 D=0

- ) ()

Se debe ajustar el primer término y el segundo término antes de
aplicar la transformada inversa, para eso se utiliza el resultado del
ejemplo 5 para ajustar el segundo término.

1 4 1 8s
_ L1 L1
Y(S)—4$ {s2+16}+8$ {(s2+16)2}

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion.

1 1
y(t) = Zsenélt + - tsendt

Ejemplo 7

Resolver el PVl y' 4+ y = tsent sujeta a la condicién inicial y(0) = 0
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Solucion

Al lado derecho hay unatraslaciéonenel eje s

d 1
tsent = (—1)1 —
sent = (—1) ds s2+1
—2s
tsent = -
(s*+1)
28
tsent = —
(s> +1)

Se utiliza la transformada de la segunda derivada (teorema 3) al lado
izquierdo y se iguala con el resultado de la traslacion.

2s

sY(s) —y(0) +Y(s) = W

Se reemplazan las condiciones iniciales y se saca factor comun.

2s
Y(s)(s+1) = m
Se despeja Y (s)
Y (s) = 2s

(s +1)(s%+ 1)2
Se descompone el lado derecho en fracciones parciales.

2s A Bs+C Ds + F

= + +
(s+1)(s2+1)2 s+1 s2+1 (32+1)2
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Se multiplica ambos lados de la ecuacion por (s + 1) (s? + 1)2 para
quitar denominadores.

2s:A(32+1)2+(B5+C)(3+1)(s2+1)+(Ds+
E)(s+1)

Propiedad distributiva.

2s = As* + 245>+ A+ Bs*+ Bs2+ Bs® + Bs+(Cs®>+ Cs +
Cs2+C+Ds?2+Ds+Es+ E

Se arma un sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas para
hallar el valor de las constantes.

A+ B = 0
B+C = 0
2A+B+C+D = 0
B+C+D+E = 2
A+C+E = 0

Los valores de las constantes son:

A= L B—1 _ 1 D=1 E=1
9 T2 9 - -

1 1 1 s
Y(s)= -~ =7 -
(8) = =3 {3+1}+2 §+1}

1 1 s 1
_3—1{ }+$—1 - _|_$—1 -
2 2+ 1 (s2 +1)° (s2+1)°

Para el ultimo término no hay ninguna transformada en las tablas,
entonces lo unimos con el tercer término.
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= IR R E
2 + 2 = 2
s+1  (s2+1) (s2+1)

Agrupando términos semejantes.
1.2, 1
35" T3
(s2+1)°
Factor comun.

-5 (-1
(s2 +1)°

Y(s):—l.fl{ = 328 }+

Iy
2
P ° —1
(32+1 2 s2+1

Se ajusta el tercer término.
1 1 1 S
Y(s)=—=-%"1! — -1
()= =3 {s+1}+2 {§+1}+

L {2_} Ly {_—1}
2 (s?+1) 2 (s*+1)

Aplicando la transformada inversa obtenemos la solucion.

()= —=e '+ 1cosi? + 1tsenif — 1tcost
P=7a0 T 2 2
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4.6.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.6

1.

b

w

»

o

10.

Ejercicios de repaso seccion 4.6

Evaluar las tranformadas

£ {tcos2t}

# {tsenh3t}
& {t*senht}
& {t*cost }

& {te*'sen6t }
& {te *cos3t }

Enlos ejercicios 7 a 10 resolver el PV

yl + y = tsent sujeta a la condicion y(0) = 0
Yyl — y — te'sent sujeta a la condicién y(0) = 0
y!t + 9y — cos3t sujetaalacondiciony(0) =2 A gy (0) =5

ylt + y — sent sujetaalacondiciény(0) =1 A y'(0) 1

400
ﬁ’& Respuestas
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4.7 Transformada de integrales

La transformada de Laplace de una solucién desconocida de una ED,
puede reconocerse algunas veces como el producto de las
transformadas de dos funciones conocidas.

Ejemplo 1

resolver el PVl y/f + y = cost sujeta a la condicién inicial y(0) = 0
A y'(0)=0

Solucion

Reemplazando el teorema 1y el teorema 2

S

sV (s) = sy(0) — 91(0) + Y (s) = 5=

Se reemplazan las condiciones iniciales.

s
s?Y (s) +Y(s) = o
Factor cominY (s)
Y(s)(s*+1) = 5 i
s +1

Se despeja Y (s)

s
Y(s) = =1 1)

391



Se descompone el lado derecho en fracciones parciales.

S _As+B+Cs—|—D
(s2+1)*  &+1  (s2+1)°

Se multiplica ambos lados de la ecuacion por (32 + 1)2 para quitar
denominadores.

s= (As+ B)(s*+1)+Cs+D
Propiedad distributiva.

s=As*+As+ Bs2+B+Cs+ D

Se arma un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas para
hallar el valor de las constantes.

A = 0
B = 0
A+C =1
B+D = 0

Los valores de las constantes son:

A=0 B=0 C=1 D=0 E=1

Y(s)=%¢~ {m}

No hay una transformada que nos ayude a resolver el ejercicio. Debe
haber una forma de combinar las 2 funciones sent A cost para

obtener y(t) cuya transformada sea el producto de sus

transformadas.
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Pero y(t) no es el producto de cos t por sent debido a que:
1
Z {cost sent}g{ 3 sen2t}

Evaluando la transformada.

1 S
s?+4 7&(82+1)2

Se puede concluir que:

Z {costsent} # L { cost} L { sent}

El teorema que nos ayuda a resolver el problema indica que la
funcion:

fo g(t — 7)dr
Tiene |la propiedad.
Z{h(t)} = H(s) = F(s) - G(s)
La funciéon de t definida como la integral.
fo g(t — 7)dr
Dependesélode f A g,y se conoce como laconvolucionde f A g

Se representa como f * g, de tal forma que su transformada es el
producto de las transformadasde f A g.
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Para terminar el ejemplo 1 debemos tener en cuenta que:

La convolucionde sent A cos tes.

sent * cos t ngse?’LTCOS(t—T)dT

Aplicando la identidad de producto a suma.

senmx.cosne = % (sen [(m —n) x| + sen [(m + n) z])
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fotsenfcos(t—f)dT =
Ef(fsen(T—t—i—T)—i—sen(T—i— t—71)dr
Agrupando términos semejantes.

1 ¢ d

§f0 sen (217 —t) + sen(t)dr

Integrando obtenemos.

1

5 [—3cos (21 —t) + sen (t) T]g

Reemplazando los limites de integracion.

. K ~5eos (1) —i—sen(t)t) - (—%cos( ) —l—sen(t)())]

Ahora evaluamos.

1 —lcos(t)—l—tsent—i— lcos(t)
2 2 2

Agrupando términos semejantes obtenemos la solucion.

-t sent
2

La solucién del ejemplo 1 es:

1
y(t) = §t sen t

395



Ejemplo 2

Evaluar & {2 * t*}
Solucidén
2 2!
Li2xt?2 =2 2
{ * } s &
4
o
Ejemplo 3
Evaluar & {e~% * senh3t}
Solucién
) 1 3
,2”{6 2t*senh3t} =212 29
3

(s+2) (s> —9)
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Ejemplo 4

Evaluar & {f(f cos7‘d7‘}

Solucion

La funcion f(7) = 1y lafuncién g(t — 7) = cosT por tanto, se aplica
el teorema de convolucion.
1 s

f{fotco.STdT}:g-SQ_l_l

Al multiplicar los dos resultados obtenemos la solucion:

s2+1

Ejemplo 5

Evaluar & {t fot seanT}

Solucion

La funcion f(7) =1 y la funcién g(t — 1) = senr, se aplica el
teorema de convolucién, pero afuera de la integral hay una t, por.

397



tanto, también se debe aplicar |a derivada de una transformada.

1 d 1
& {t f(f sem'dT} =< (—1) a1
t 1 —2s
.,?{tfoseanT} = ;(—1) W

Al multiplicar signos y simplificar obtenemos:

2
(s +1)°

Ejemplo 6

Hallar la convolucionde f(t) = sen 2t A g(t) =€

Solucion

Para resolver el ejercicio debemos aplicar el teorema de convolucion
integrando las dos funciones.

t o
sen2t*et:f0 et~ sen 27 dr

Aplicando propiedades de potenciacién.

¢ B t
fo el - e "sen 2T dr = €t fo e Tsen 2T dT
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Recuerde laintegral.
cos’t = [ e"*senbrdr = asenbxr — bcosbx) + ¢

Reemplazamos los valores teniendo en cuentaque:a = —1 A b = 2,
obtenemos:

. t
e’ fot e "sen 27 dr = €' (e? (—sen 21 — 260827')]
0

Ahora debemos evaluar la integral reemplazando los limites de
integracion.

et [(%_t (—sen 2t — 2cos2t)> - (%O (—sen 0 — 20030))]

Evaluando obtenemos.

ot [(%t (—sen 2t — 2cos2t)> - (é (—2)>]

Operando el dltimo término.

e’ 2
el [(7 (—sen 2t — 20082t)> + 5]

Aplicando la propiedad distributiva obtenemos la solucién.

2 2 2
—et — —sen 2t — gcos2t

5 5
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4.7.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 4.7

Ejercicios de repaso seccién 4.7
Resolver la transformada de integrales

1. L{1=xt}
2. ZL{t?«te'}
3. e ' =elcost}

4. £ {e* «sent}
5.z { [y edr}

6. #{[, cosrdr|

7. #{[y e cosrar}
8. 2{[ rsenrdr}
0. Z{[ retTdr}

10. & ! sentTcos(t — T)dr
{5

400
@g Respuestas
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4.7.2 Ejercicios y respuestas del capitulo 4

Ejercicios de repaso Capitulo 4
Resuelva la ED dada.

1.y — 4y = 6e* — 3e ! sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) 1
2.y +y = v2senv/2t sujetaalacondicion y(0) = 10 A y'(0) =0

3. yn+ 9y = e'sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =0

4, yn — 4y + 4y = t* sujetaalacondiciony(0) =1 A y'(0) =0

5 yn— 6yl + 13y — Osujetaalacondiciony(0) = 0 A y'(0) 3

6. 2ym+ 20y + 51y = Osujetaalacondiciony(0) =2 A y'(0) =0

7. yM— yl = e'cost sujetaalacondiciony(0) =0 A y'(0) =0

8. ym— 2y + 5y — 1+ tsujetaalacondiciony(0) =0 A y'(0) =4

9. yr+y— f(t)sujetaalacondiciony(0) — 0 donde f(t) { li 0 ;—j f 1
. t, 0<t<1
10.  yf + 2y — f(t) sujetaalacondicién y(0) — Odonde f(t) 0 P
o
\~ Respuestas
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Capitulo 5

SERIES DE FOURIER







5.1 Funciones ortogonales

Las series e integrales de Fourier establecen un tema clasico del
analisis matematico. Aparecen en el siglo XVIII como resultado del
estudio de las vibraciones de una cuerda, las series de Fourier han
contribuido al desarrollo de los conceptos basicos del analisis -
funcion, integral, serie, convergencia y se han obtenido por los
trabajos de varios matematicos sobre series trigonométricas.

Las series de Fourier son series de términos coseno y seno y surgen
en la tarea practica de representar funciones periddicas generales.
Como aplicacién constituyen una herramienta muy importante en la
solucion de problemas en los que intervienen ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales.

Otra propiedad esencial de las funciones es generalizar el concepto
de ortogonalidad, el concepto de producto interno de vectores
pierde su interpretacién geométrica en las funciones. Pero dicho
concepto se ha generalizado y es comun considerar una funciéon como
un vector. Entonces se puede decir que dos funciones distintas son
ortogonales cuando su producto interno es cero, este producto
interno es en realidad una integral definida. Este concepto se aplica
en movimientos amortiguados de una masa “m” en un resorte y en
oscilaciones amortiguadas forzadas.

Producto interno de funciones:
El producto interno de dos funciones f; A fs en

un intervalo [a, b] es el nimero.

(f1, f2) = f fi(z) f2(z)dz
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ﬁ Ejemplo 1

3

demostrar que las funciones fi(z) =xz® A fa(z) =2* son

ortogonales en el intervalo [—1, 1]

Solucion

Se debe demostrar que el producto interno entre las dos funciones es
cero.
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f17f2 f 1L 3daj

Obtenemos laintegral.
611

1 5 _Z

f_la: dr = 5

-1

Evaluando los limites.

)
6 6

Como el producto interno de las funciones es cero,
gueda demostrado que las funciones son
ortogonales

Ejemplo 2

demostrar que las funciones fi(z) = cosz A fa(z) = sen’z son
ortogonales en el intervalo [0, 7]

Solucién
(f1, f2) = [, coszsen’zdx

Se integra por sustitucion.

U = Sentc du = cosxdzx

407



x - U sen’zx
f coszsen’zdr zf widu =— =

0 0 3 3

0
Evaluando obtenemos.
3 3
sen’m sen’(
— =0-0=0

3 3

Las funciones son ortogonales

Conjuntos ortonormales: la norma o longitud ||u|| de un vector w, se
puede expresar en términos del producto interno. La expresidn
(u,u) = Huz’l se llama norma cuadrada, por lo que la norma es
|u|| = v/ (u,u). De igual modo la norma cuadrada de una funcion ¢y
es || (2)||> = (¢n, @n) Y asi la norma o su longitud generalizada es
|l ()| = v/ (@n, ¥n). En otras palabras, la norma cuadrada y la
norma de una funcién ¢, en un conjunto ortogonal {¢,(z)} son,
respectivamente.

le (@)))* = [} @2 (2
o (x H—w o2 (
~* Ejemplo 3

Demuestre que el conjunto {1, cosz, cos2z, ...} es ortogonal en el
intervalo [—, 7] y encuentre las normas de cada funcién.
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Solucion

Se debe demostrar que el producto interno de las funciones
{vo(x), p1(x), p2(x)...} es cero, donde:

vo(x) =1, p1(x) = cosz, ps(x) = cos2z, p,(x) = cosnz...

Primero se demuestra que (), ¢, (x) = 0, es decir, el 1 con todos
los cosenos.

n 1 "
(po(x), pn(z)) = [ _Ll.cos(nz)dr = —=sen(nz)| =
n —T

1 1
——senmz + - sen (—7x)

n
Recuerde que: sen (—x) = —senx

w 1 1
J__1l.cos(nz)dx = — gsen(ww) — gsen(mc) =0

Ahora se debe demostrar que cada coseno es ortogonal con los otros
cosenos, es decir,m # n

(om(2), pn(x)) = [7, cos(mz)cos(nz)dz

1
Recuerde que: cosAcosB = 3 lcos(A + B) + cos(A — B)]

% f:r [cos(m + n)x + cos(m — n)z| dz

1 (m+n) @+ —— (m—n)a|
2(m+n)86nm n)r 2(m_n)86nm n)r

—Tr
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1 1
—_ +
2 (mljL n) sen (m +n)m+ 2 (ml— n)

2(m —n)

sen(m —n)m —

sen (m +n)m+ sen(m—n)m =0

2(m+n)

Queda demostrado que el conjunto de funciones es ortogonal. Ahora
se deben hallar las normas de {py(z), ¢1(x), p2(x)...}

Primero se halla la norma de () donde.
le @)l = /S, 03 (z) da

le @)l = /ST, 12de = \Ja|", = /7 — (—7) = V21

Solo falta hallar las normas de los cosenos. Para hacer todas las
combinaciones asumimos m = n

e (z)| = \/f; 02 (z)dz Reemplazando obtenemos.

lo @)l = /S, cos? (ne) da

cos Qnm
@l =/ J7, 2 )z

|w<>¢—f$?ﬂ

-7

|| (w)H _ T sen2nm o n sen2nm
PEIT=AI\ 3 4 2 4
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@)l =55 =vr

Lanormade ||1|| = V27 ylanormade

lcos(nz)|| = v/7

Ejemplo 4
, nm
Demuestre que el conjunto {sen—x} con n=1,2,3,4... es
p
ortogonal en el intervalo [0,p] y encuentre las normas de cada
funcion.
Solucién

Se debe demostrar que el producto interno de las funciones
{e1(x), p2(z), p3(x)...} es cero, donde:

o (z) = {sengw}, o (z) = {sen2—7rw},

p

p3(z) = {Sen%x}, Pn() = {sennlw}

p

Se debe demostrar que cada seno es ortogonal con los otros senos,
esdecir,m # n

(v0(2), on(z))
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mm mm

p
(om(z), on(z)) :/ sen—zax sen—=zx dz
0 p p

paraintegrar se aplica la identidad de producto a suma.

sen(mx)cos(nzx) = % [cos(m — n) x + cos(m + n) z]

1 [P —
1 / [coswﬁmww dp —
0

2 p p
D (m—n)7 P (m+n)m |°
sen T — sen z| =
2(m—n)w p 2(m+n)m D 0
p p
2(m_n)ﬂ_sen(m n)mw 2(m+n)7rsen(m+n)ﬂ
sen 0 + P sen 0 =10
2(m—n)m 2(m+n)w

Normas de los senos. Para hacer todas las combinaciones asumimos
m=n

lon (z)| = \// senzmr rdr = \/ / 1— cos2—a:) dx
psenQ—a:
I 2 p psen(2nm)\ 0 psen0
Adnm 2 Adnm 4dnm

[2
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5.1.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 5.1

Ejercicios de repaso seccion 5.1
Demuestre que las funciones son ortogonales en el intervalo indicado

1 filz) =z fo(z)=2" [-2,2]
2 filz) =2 fole)=2"+1 [-1,1]
3. filz)=e" foz)=ze e [0,2]

4. filz) = cosz folz) = sen’z [0, 7]

5 filz) =z folz) = cos2z {g,g]

6. filz) =€ fo(z) = senz E’%—]

En los ejercicios 7 a 12 demuestre que el conjunto dado de funciones es
ortogonal en el intervalo indicado. Encuentre la norma de cada funcion en el
canjunto

7.  {senz,sendz, senbz,...} [U, g}

T
8. {cosz,cosdz, cosbz, ...} [0, —}

400
ﬁ}i@ Respuestas
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5.2 Series de Fourier

0, —rT<z<0
T—zx, 0<zxz<m

Desarrolle la serie de Fourier f(z) = {

Solucioén
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Para desarrollar la serie de Fourier debemos encontrar los
coeficientes a,, a,, A\ b,, teniendo en cuenta que la serie esta definida

por tramos.

a, = % (f° 0dz + [] (7 — z)d)

1 1 o |
a, = ;fo (m —x)dr = p (7ra:—7> 0
2 2
o =2 l(m2_T) ol 21 (™
m 2 T\ 2
o
a4 =5
1 ™
anp = — {fir Ocos " zdz + Jo (7 —x) cosﬂxdw}
T T T
1 on
an = = [y (m — z) cos(nz)dx
0
Se integra por partes.
u=(m—x) dv = cos(nz)dx
du = —dz V= sen(ne)
n

~~

_ 1 ..
a, = m — @) sen(na) + ﬁfo sen(nx)dz

n
]
0

0 1 [ (m—=z)sen(nz) cos(nz)
"oor n n?
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Reemplazando los limites de integracion.

((71' — 1) sen(nr) cos(mr)) B ((w —0) sen0 coso>

nmw n2m

nmw n2m

Recuerde que cos(nm) es —1 cuando n es impar, es decir n =
1,3,5,7,...yesigual al cuandon es par, es decir,n = 2,4,6,8, ...y
sen(nm) =0

Evaluando obtenemos.

(1 1
ap = —
" n’r  n’w
1—(=-1)"
BEEETC
nim
Lreo nm r nm
b, = - {f_w Osen7mdm + [y (7 —x) sen7xdaz
b ! [ (m — z) sen(nz)dz
= — m —
Se integra por partes.
u=(m—x) dv = sen(nzx)dz
cos(nx)

du = —dz v=—
n

b, = — (v — z) cos(nz) _ % [, cos(nz)dz

n
]
0

b 1 | —(m—x)cosnz  sen(nz)
"on n n




Reemplazando los limites de integracion.

b (— (1 — ) cos(n) sen(mr)) B

nmw n2m
—mcos(0)  sen(0)
nmw n2m
Evaluando obtenemos.
by = —
nmw
1
b, = —
n

La serie de Fourier es:

f@) =7+
D et . _n(2;1) cos(nz) + ;sen(naz)

0 T <x<0
Desarrolle la serie de Fourier f(x) = ’ 2
(=) {cosx, 0<z<3
Solucion

Para desarrollar la serie de Fourier debemos encontrar a,, a,, A b,
teniendo en cuenta que la serie esta definida por tramos.
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Q

Q

I
2| =
R

/ Odw+/ cosmdm)
. 0

2

T
2

2 [3 2
aoz—/ cos x dr = — (sen x)
™Jo T 0
2 2
o = — [(senZ — sen 0) — 0] = -
1 /% N
anp = — cos T cos — dx
2 /0 2
2 3
a, = —/ cos(z)cos (2nz) dz
T Jo

1
Recuerde que: cos AcosB = 3 [cos(A — B) + cos(A + B)]

21

an = —5 /05 (cos[(1 — 2n) z] + cos[(1 + 2n) z]) dx

b
0
an =

1 Ksen(l —2n)3% sen(1+2n)g) B (sen(O) N sen(O))]

1-—2n + 1+ 2n 1—2n 1+ 2n
1 —1)" -1 2(—1)t1
I R GV e N B Vi
m|\l1—-2n 142n 7 (1 — 4n?)

418
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oo 1—2n 1+ 2n




N2

nmx

dx

COS T sen —
2

o

o
3
I

o
NR

cos(zx)sen (2nzx) dz

SHE RN

Recuerde que: senA.cosB = % (sen[(A — B)] + sen [(A + B)])

b, = z% /2 (sen[(2n — 1) z] + sen[(2n + 1) z]) dx
TaJo
1 cos(2n—1)zx cos(2n+1)a:72_r
b, =—|— —
7r 2n — 1 m+1 |,
b, =
1 cos(2n—1)7 cos(2n+1) 3 cos (0)  cos (0)
7'(' 2n —1 2n +1 2n—1 2n+41
by — = [0— (=1 G I
0 2n—1 2n+41
.
7 (4n? — 1)

La serie de Fourier es:
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5.2.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 5.2

» . w " - E
Ejercicios de repaso seccion 5.2
Encuentre la serie de Fourier de f enelintervalo dado
0, - m<x<0
1. f(m) { 11 0<z<m
1, - mr<z<0
2 @) {2, 0<z<n
1, l<z<0
s @) {m? 0<z<l
0, ~“1<z<0
4 f@) {m 0<z<1
5. flz)==z+m, T<T<T
g@i@ Respuestas
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5.3 Series de Fourier de senos y de cosenos
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Funciones pares e impares.

f(z) = z? espar,yaque f(—z) = (—2?) = 2* = f(z)

f(z) = 2® esimpar,yaque f(—z) = (—2%) = —2® = — (=)
Propiedades de funciones pares e impares

a) El producto de dos funciones pares es par.

b) El producto de dos funciones impares es par.

c) El producto de una funcion par y una impar es impar.

d) La suma (diferencia) de dos funciones pares es par.

e) La suma (diferencia) de dos funciones impares es impar.

f)Si f es par, entonces [*_ f(z)dz =2 [’ f(z)d=z

g) Si f esimpar, entonces [* f(z)dz = 0

Ejemplo 1

Desarrolle la funcion f(z) = x —2<z<?2

Solucion

Para desarrollar la serie de Fourier es importante graficar para saber
sila funcién es par o impar.
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La grafica nos muestra que es
R una funcion impar, entonces es
una serie de senos, solo se
debe hallar b_n.

22 nmw

2 nm
b, = 5 i wsendew = /5 a:sen?wdm
Es unaintegral por partes.
u==c dv = senn—;xdw
2
du = dx v = ——cosn—ﬂ-x
nm 2
fg nmw dp — 2x nmw 2 fz nm J
g TSen 9 x :c——mrcos 2 x—l—mr g COS 2 rax
2
2 nmw —2x nmw 4 nmw
by = [, wsendex = ——cos -z + —sen—t 0
—4 4 0 4
b, = | —cosnm + sennmw | — | —cos0 + sen0
nmw n2m?2 nmw n2m?2
" nmw Y
4 1 n+1
fla) =23, E)eny
T - n 2
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Desarrolle la funcién f(z) = |sen x| —rT<z<T

Solucion

Para desarrollar la serie de Fourier es importante graficar para saber
sila funcién es par o impar.

2

La grafica nos muestra
f(x) = [senx]| .,
1 gue es una funcién par,
entonces es una serie
de cosenos, se debe
hallar ag, a,

T 0 ™

-1

2 r
ap = — J, senx dx = ——cosx
T s 0
2 4
ag = —— [(cos) — (cos0)] =—
T s
2 nmw 2
R BT de =2 d
an = — Jy sen x cos —ede =— Jy sen x cos(nz)dzx
21
ap = —5 Jy (sen[(1+n)z] + sen[(1 —n)x]) dx
. 1 _cos(l—i—n):/v_cos(l—n):/v7r
"o 1+n 1—n 0
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Gns_mllone). ()

an=;[(§ii+‘:£)+( )

En la siguiente escena interactiva, disefiada por phet.colorado.edu
podras crear las ondas de una serie de Fourier.

07
Fourier: Creando Ondas

B e
]

Discreto

<» &2 PhET :
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5.3.1 Ejercicios y respuestas de la seccion 5.3

L] L] L] " r E
Ejercicios de repaso seccion 5.3
Desarrolle cada funcion dada en una serie adecuada de cosenos o de senos.
0, ~m<z<0
L {1, 0<z<nm
1, —n<z<0
2 f) {2, 0<z<T
I, ~“1<z<0
3 Jl) {m 0<z<1
0, ~l<z<0
v Je) {::': 0<z<1
5 flz)=z+m, T<L<T
@g Respuestas
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5.3.2 Ejercicios y respuestas del capitulo 5

o7l

Ejercicios de repaso Capitulo 5
Encuentre la serie de Fourier de f o la serie de senos y de cosenos en el intervalo dado

1, d<xz<0
L f(@) {lim 0<z<5

24z, -2<z<0
2. f) { 2. 0<z<?

0, Tz
5. ) {e* 1, 0<z<xw

4. f(z) =3 - 2z, T<T<T
5 flz) =€, T<T<T
0, 2<z<0

6. f(z) r, 0<zr<l
1, 1<z<?

0, 2<x <1

2, 1<z<0
7 I@) 1, 0<z<l
0, 1<z<?2

400
<’§%3Respuestas
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Lista de escenas interactivas.
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4. Campo direccional de UNAED ... e e eaeene 38
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14.Variables SEPArabIEs ... eee e eeeeeeme e ee e eaeene 66
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