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Prefacio

En este libro se estudia la existencia y construccién de deltoides con
proporciones aureas. Se incluyen escenas interactivas del Proyecto
Descartes que ayudan a realizar la construccién paso a paso de las
figuras estudiadas y a una mejor comprensién de sus propiedades.

El primer capitulo es una introduccién sobre el nimero de oro, su
historia, sus propiedades y su representacion grafica. Se calculan
también las primeras potencias del nUmeros de oro y se observa su
relacion con la sucesién de Fibonacci.

El segundo capitulo trata sobre el rectangulo de oro, simbolo de
armonia y belleza. Se estudia su construccion y sus propiedades. Se
representan algunas figuras y curvas que se pueden inscribir en él y,
gue por este motivo, reciben la denominacién de aureas.

En el tercer capitulo se estudian tridangulos isdsceles con
proporciones aureas, se calculan sus elementos y se observa su
presencia en el pentagono regular y en el decagono regular. Asi
mismo se estudian las proporciones dureas en estos dos poligonos
regulares.

El cuarto capitulo estudia los cuadrilateros con proporciones aureas,
el rombo de oro, el romboide, trapecios isésceles y escalenos vy
trapezoides. Se estudian sus elementos y la forma de construirlos.

Y los capitulos quinto y sexto, que le dan titulo al libro, tratan sobre
un tipo particular de trapezoide, el deltoide, un trapezoide con dos
parejas de lados consecutivos iguales. Se estudian deltoides convexos
y céncavos inscritos en un rectangulo aureo. Y se estudia también la
existencia de deltoides que, aunque no estdn inscritos en un
rectangulo de oro, verifican que sus lados y sus diagonales estan en
proporcion aurea.
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1.1 Introduccion historica

Su descubrimiento se remonta al siglo V a. C., en la época de la Grecia
Clasica, en la que era utilizado en arquitectura y escultura. Sin
embargo, la primera documentacién escrita sobre el nimero de oro
data del siglo Ill a. C. La tercera definicion del libro VI de los
"Elementos" de Euclides (325-265 a.C.), es la siguiente:

"Se dice que una recta esta dividida en media y extrema razén cuando
la longitud de la linea total es a la de la parte mayor, como la de esta
parte mayor es a lade la menor".

Esta razén o proporcion es lo que hoy conocemos como proporcion
aurea o numero de oro.

Euclides también demostré que esta razén no puede expresarse
como cociente de dos numeros enteros, es decir, que no era un
numero racional, sino irracional.

En el ano 1509 Luca Pacioli (1447-1517) publica un tratado sobre el
nimero de oro, titulado "La Divina Proporciéon”, asignandole este
calificativo de "divino".

El calificativo "dureo" se debe al matematico aleman Martin Ohm
(1792-1872), quién se refiere a este niimero como "secciéon dorada"
en su obra "Las matematicas puras elementales" de 1835.

El simbolo, ¢, vigésima primera letra del alfabeto griego, con el que lo

conocemos en la actualidad, fue propuesto por el ingeniero
norteaméricano James Mark Barr (1871-1950), como inicial del
nombre del escultor griego Fidias (490-431 a.C.), uno de los
arquitectos del Partenon de Atenas, una de las obras mas
importantes en las que se utiliza la proporcién aurea.



1.2 Calculo del niumero de oro

Vamos a dividir un segmento de longitud una unidad en dos partes,
de forma que la razén entre la parte mayor y la parte menor sea igual
a la razén entre el total y la parte mayor. A esta forma de dividir un
segmento se le conoce como proporcién o seccion aurea.

1

x 11—
De la condicion impuesta para la division del segmento, se obtiene:

== 5 2P=1-2z = :132—|—a:—1=O

Esta ecuacioén tiene como soluciones:

~1++/5 —1-+5
:T>O y x=T<O

Z

La solucién valida es la solucién positiva.

—1+5 “1+v5 3-+V5
T = 5 - l1l—xz=1- 5 = 5

Si

El nimero de oro, ¢, es la razén entre la parte mayor y la menor:

~1++/5
x 5 —1++6  (-1+5)(3+V5)

P12 3-v5  3-v5  (B-vH(B+H)
2
 -3+2V5+5 2+2V5  1+4/5
¢= 9—5 42

10



El nimero de oro es un nimero irracional, es decir, estad formado por
infinitas cifras decimales no periddicas.

A continuacion, se expresa el nimero de oro con sus mil primeras
cifras decimales, que se han calculado utilizando el programa
Mathematica:

¢ = 1.6180339887498948482045868343656381177203091798057

628621354486227052604628189024497072072041893911374847
540880753868917521266338622235369317931800607667263544
333890865959395829056383226613199282902678806752087668
925017116962070322210432162695486262963136144381497587
012203408058879544547492461856953648644492410443207713
449470495658467885098743394422125448770664780915884607
499887124007652170575179788341662562494075890697040002
812104276217711177780531531714101170466659914669798731
761356006708748071013179523689427521948435305678300228
785699782977834784587822891109762500302696156170025046
433824377648610283831268330372429267526311653392473167
111211588186385133162038400522216579128667529465490681
131715993432359734949850904094762132229810172610705961
164562990981629055520852479035240602017279974717534277
759277862561943208275051312181562855122248093947123414
517022373580577278616008688382952304592647878017889921
990270776903895321968198615143780314997411069260886742
962267575605231727775203536139362...

Como no es un decimal exacto, la mejor forma de utilizarlo para hacer
calculos con la mayor precisidon es con su expresion matematica v,
cuando haya que expresarlo en forma decimal, escoger el nimero de
decimales apropiado para cada situacion.

11



1.3 Division de un segmento en larazén aurea

En la siguiente escena de Descartes puedes seguir paso a paso la
division de un segmento, con reglay compas, en la razén aurea.

4 [
— o
- -—-:'JC
o |
A M X B
La razdn entre los segmentos AX y XB es el niimero de oro.

Se verifica que: AX_AB
XB AX

o s
Pasos de la construccion = 7

J

o

Se verifica que la razén entre la parte mayor y la parte menor en las
gue se ha dividido el segmento es igual a la razén entre el segmento
completo y la parte mayor. Al dividir el segmento de esta forma, estos
cocientes coinciden con el nimero de oro, segin se ha visto

anteriormente.

AB AX

AX_XB_¢

12
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Demostracion

Aplicando el Teorema de Pitagoras

—2 —2
E2:E2+B—C2:E2Jr A43 _ SiB

Por otra parte:

AC" = (AD +DC)’ = (AX + BO)” = (AX + ATB>

AC —AX + AX- AB+ATB
Se igualan las dos expresiones de Ezz
51‘13 —AX + AX- AB+ATB

Se agrupan los términos semejantes:

AB - AX +AX-AB — AB _AX-AB=A4X’

Se saca factor comun y se sustituye la expresiéon del paréntesis:

AB.(AB - 4X) = 4X' — AB-XB=AX-AX
Finalmente se obtiene la relaciéon buscada:

AB AX
AX XB

13



1.4 Representacion grafica del nimero de oro
El ndmero de oro es un numero algebraico. Esto significa:

e Es solucion de una ecuacién algebraica con coeficientes racionales,
se obtiene como una de las solucionesde z?> —z —1=0:

()= 4 (D) 1445

€r =
2-1 2

e Se puede representar graficamente con regla y compas, como se
puede comprobar en la siguiente escena del proyecto Descartes:

g
&

P —

b | =

0 12 1 >

Este arco corta a la recta real en el nUmero de oro.

. . rFy
Pasos de la construccion v 5

- J

El ndmero \/5 también es algebraico. Sin embargo, otros nimeros
irracionales como 7 y e se dice que son trascendentes porque no

verifican estas condiciones.
14
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1.5 Potencias del nimero de oro

Se van a necesitar, en calculos de capitulos posteriores, potencias de
exponente positivo y negativo del numero de oro. Vamos a calcularlas
en este apartado para, cuando aparezcan, utilizar directamente su

expresion.

1.5.1 Potencias de exponente entero positivo

El nimero de oro se ha obtenido como solucion de la ecuacién:

?—z—-1=0
Sustituyendo el valor de ¢ en la ecuacion se obtiene el valor de ¢*:
P—-0p—1=0 — P=9¢+1
Calculamos algunas potencias mas:
=0 =¢-(¢+1)=¢"+to=(p+1)+¢=2¢+1
¢'=90-0"=¢-20+1)=20"+¢=2(¢+1) +¢=3¢+2

P=¢-¢"=¢-(30+2)=3>+2p=...=54+3
P =0¢-¢"=¢-(5¢+3)=5¢*+3p=...=8p+5

Calculando mas potencias, se puede observar:

e Tanto los nimeros que multiplican a ¢ como los que no, son los
términos de la sucesion de Fibonacci.

e Cada potencia se obtiene sumando las dos anteriores.

15



1.5.2 Potencias de exponente cero y entero negativo

Como ¢ # 0 severificaque ¢° = 1.

Veamos las potencias de exponente negativo:

Dividiendo por ¢ enlaigualdad ¢?> = ¢ + 1, seobtiene:

? ¢ 1 1 L1
F_¢, 2 —14- -1
§ T T 0TIty 7 o =50

A partir de este valor, se pueden calcular el resto de potencias de
exponente negativo:

G =g =(0-1) (91 =@ -20+1=2-¢

=0 =(4-1)-2-¢)=—¢"+36-2=2¢-3

o =¢1 9P =(¢-1)(20—-3)=2¢"—5p+3=5-3¢
$ =0l pt=(p-1)-(5-3¢)=...=5¢—8

Calculando mas potencias, se puede observar:

¢ Tanto el valor absoluto de los nimeros que multiplican a ¢ como el
de los que no, son los términos de la sucesiéon de Fibonacci.

e Cada potencia se obtiene sumando las dos anteriores, igual que
sucede con la sucesion de Fibonacci, en la que cada término se
obtiene sumando los dos anteriores.

¢z:¢z—1+¢z—2’ ZEZ

16



Potencias de ¢

¢t =4
¢ =¢+1
P> =2¢+1
¢* =3¢+ 2
¢° =5¢+3
#° =8p+5
¢" =134 + 8
¢* =21¢ + 13
¢° = 34¢ + 21
10— 55¢ + 34
' = 89¢ + 55
¢'2 = 1444 + 89
¢! =233¢ + 144

Pl = 377¢ + 233

g l=¢-1
¢ =—¢+2
¢ 3 =243
$p4t=-3p+5
¢ =548
¢ %= —-8p+13
¢ =139 —21

¢ 8= —21¢ + 34
—9 = 34¢ — 55
¢~ 10 = —55¢ + 89
¢ 11 = 89¢ — 144
¢ 12 = —144¢ + 233
¢~ 13 = 233¢ — 377

¢4 = —377¢ + 610

17
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El rectangulo de oro







2.1 Rectangulodeoro

A un rectangulo, cuyos lados estan en proporcién aurea, se le conoce
como rectangulo aureo o rectangulo de oro.

i

Es un rectangulo muy utilizado desde siempre en arte, buscando el
modelo de perfeccion y belleza, pues es considerado como el
rectdngulo mas armonioso a la vista de todos los que se pueden
construir.

El ejemplo mas antiguo de construccioén en el que aparece el nimero
de oro es la Piramide de Keops o Piramide de Guiza, en Egipto, cuya
construccion finalizé alrededor del afio 2600 a. C. En esta piramide la
altura de una cara entre la mitad de la arista basica coincide con el
numero de oro, es decir, el rectangulo de lados la altura de una caray
la mitad de la arista basica seria un rectangulo aureo.

Sin embargo, el ejemplo mas importante es el Partenén de Atenas,
del siglo V a. C., cuya fachada principal se puede inscribir en un
rectangulo dureo. Esto supuso que se represente el nimero de oro
con laletra griega ¢, inicial de uno de los arquitectos que colaboraron

en su diseno. Sin embargo, también existen estudios que dudan que
ese ajuste sea perfecto.

Aunque se suele decir que tanto el DNI como las tarjetas de crédito
son rectangulos aureos, en realidad no lo son. Sus medidas son 85.6 x

53.98 mmy larazénentrelos ladoses 1.58577.
21



2.1.1 Construccion de un rectangulo aureo

Se puede construir un rectangulo de oro a partir de un cuadrado
cualquiera, utilizando un procedimiento similar al utilizado para la
representacion grafica del nimero ¢.

En la siguiente escena de Descartes puedes seguir los pasos para la
construccion de un rectangulo de oro.

/
&1

o A
Pasos de la construccion = 8

- J

Demostracion

Si se representa por x la longitud del lado del cuadrado, la longitud
del segmento MB es z/2. Aplicando el Teorema de Pitagoras en el
triangulo rectangulo MBC, se puede calcular la longitud del lado
MC:

22
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2 2 2
- T T 5% \/B:B
MC \/x +(2> \/z +4 \/ 1 5

De la construccién se deduce que MC = ME.

El lado mayor del rectangulo mide:

+\/3w:w+\/3:c:w(1+\/5)
2 2 2

AE = AM + MFE =

N8

La razén entre los lados del rectangulo es el nUmero de oro:

_ z(14++5)
AE  — 5 1+4++5
D« 2z °

2.1.2 Propiedades del rectangulo aureo

¢ Si se divide un rectangulo de oro en dos rectangulos iguales, los dos
rectangulos obtenidos no son rectangulos aureos.

1
O O 1 1
o2 | 0/ 2
12 1/2
o _ 12,
=24 5= =2-24

23



e Si aunrectangulo de oro se le anade un cuadrado, cuyo lado mide la
longitud del lado mayor, se obtiene otro rectangulo de oro.

1 1 o d+1
) ) )
¢o+1 1
—— =14+-=1+(¢—-1)=¢
¢ ¢

e Si aunrectangulo de oro se le quita un cuadrado, cuyo lado mide la
longitud del lado menor, se obtiene otro rectangulo de oro.

O 1 a—1 d— 1

11
o-1 1/¢

e Perimetro y superficie. En el rectangulo de oro cuyos lados miden ¢
y 1 unidades, se verifica que:

=¢

P=2¢+2=2(¢p+1)=2¢2~524u
S=¢-1=¢~ 1618 u?

En cualquier otro rectangulo semejante, el perimetro se obtiene
multiplicando por la razén de semejanza y la superficie por el

cuadrado de larazén de semejanza.
24



2.1.3 Figuras inscritas en un rectangulo aureo

Si el rectangulo dureo se considera que es el rectangulo con las
mejores proporciones, se puede considerar de igual forma cualquier
figurainscrita en un rectangulo de oro. Veamos algunas:

Espiral de Durero

Utilizando la primera de las propiedades de la pagina anterior, la
espiral que se va construyendo de forma indefinida, siempre estara
inscrita en un rectangulo aureo.

a b

a+b

-

Rombo aureo

Si en un rectangulo aureo se unen los puntos
medios de sus lados, se obtiene un rombo
cuyas diagonales guardan la proporcion del
nimero de oro. Este rombo se conoce como
rombo de oro o rombo aureo.

o

Se pueden ampliar todas las imdgenes de este
apartado pulsando con el ratén sobre ellas.

25
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Elipse aurea

Al inscribir una elipse en un rectangulo aureo, el cociente entre las
longitudes del eje mayor y del eje menor coincide con el nimero de
oro. Esta elipse se conoce como elipse de oro o elipse aurea. En la
imagen se puede observar la elipse, su ecuacidon y sus elementos.

(0,1)

F' (=, 0 F: (/o0
(oo VD | A

Hipérbola aurea

(0,0)

Si construimos una hipérbola con el eje real igual al eje mayor de |la
elipse y el eje imaginario igual al eje menor de la elipse, sus asintotas

coinciden con las diagonales de un rectangulo aureo.

F'o(=/o+2,0) ¢} (=, 0) (@,0) 1o F: (/o+2,0)

26
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Parabola aurea

No se puede inscribir una parabola en un rectangulo aureo al no ser
una curva cerrada. La pardbola y = ¢- 2%, paraxz =0y z = 1 pasa

por dos vértices opuestos de un rectdngulo aureo. ;Se le puede
llamar parabola durea?

(1.0)

y =|px?

d:y=—¢/4

Lemniscata durea

Siinscribimos una lemniscata en un rectangulo de oro, se obtiene una
lemniscata de oro o lemnicata aurea. Se podria hablar también del
simbolo de oro del infinito.
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2.2 Rectangulo de proporcion v/2

Aunque no tiene relaciéon con el nimero de oro, un rectangulo muy
interesante por su uso frecuente, es el rectangulo cuyos lados estan
en proporcion v/2.

En la siguiente escena de Descartes puedes seguir los pasos para la
construccion de un rectangulo de razéon \/5

4 |
(5
D F [
E —
=: 2
AD \/
A E
La razon entre la base y la altura es \/5
> A
Pasos de la construccion ==y

- J
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Es el formato de los tamanos de papel utilizados y que se conoce
como formato DIN, serie A. El mas habitual es el A4 que corresponde
al folio La hoja completa corresponde al formato AO de dimensiones
1189 x 841 milimetros y de aproximadamente 1m?.

A2

A1 594 x 420 mm
841 x 594 mm A
A3 297 x 210
Ab
420 x 297 mm A5 148 % 105
210x148 | - AS

e Si se divide un rectangulo de proporcion v/2 en dos rectangulos
iguales, los rectangulos obtenidos tienen también proporcién v/2.

V2/2  V2/2

1 2 2:v2
ﬁ/fﬁ:ﬂ-ﬂ‘ﬁ
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Capitulo ||

Triangulos
con proporciones aureas







3.1 Tridangulos con proporciones aureas

;Existe el triangulo de oro? Se puede pensar en un tridngulo cuyos
lados estén en proporcion aurea, es decir cuyos lados midan 1, ¢y ¢2.

.;
3
h°

En cualquier triangulo se verifica que la suma de las longitudes de dos
lados cualesquiera es mayor que el tercero. En este caso:

14 ¢ =¢°
Por tanto, no es posible construir un tridngulo con estas medidas.

3.1.1 Tridangulo is6sceles con proporciones aureas |

No existe un tridngulo escaleno con proporciones aureas, pero si
existe un triangulo isésceles en el que la razén entre las longitudes de
los lados iguales y del lado distinto es el niUmero de oro, es decir, un
triangulo semejante al tridngulo cuyos lados miden ¢, ¢ y 1.




Vamos a calcular los angulos. Calculamos en primer lugar el angulo «
con el teorema del coseno:

12 = ¢? + ¢ — 2¢ - ¢ - cos(a) = 2¢* — 2¢?*cos(a)

202 -1  2(p+1)—1 26+1 2++/5

050 = o T Ta(pr1) 2642 3445
C2+V5 34V 1445 #
o) = R 3 e 4 2
o= arccos(l _|_4\/§> = 36°

Calculamos ahora los dngulos iguales:

180°— o 180° — 36°
at28=180 — f=—p— = 5 = 72°

El tridangulo buscado es cualquier tridngulo semejante al de la figura
siguiente:

Calculamos el perimetro y superficie:

P=2p+1=¢*~424u

h2:¢2_1:4¢+3
4 4
VAo +3
h=-1" -
2
S:%-l- V4q;+3: V4q;+3%0.77u2
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3.1.2 Tridngulo isdsceles con proporciones aureas ||

Existe un tridngulo isésceles en el que la razén entre las longitudes
del lado distinto y de los lados iguales es el nimero de oro, es decir,
un tridngulo semejante al triangulo cuyos lados miden ¢, 1y 1.

@
Calculamos en primer lugar el angulo a: con el teorema del coseno:

¢ =124+12-2-1-1-cos(a) = 2 — 2cos(a)

):2—¢2:2—(¢+1):1—¢_1—\/5

2 2 2 4
1 —
o= arccos( 4\/5> = 108°

Calculamos ahora los dangulos iguales:

180° — o 180° — 108°
2 a 2

cos(a

a+28=180° — fB= = 36°

El tridangulo buscado es cualquier tridangulo semejante al de la figura
siguiente:

P=¢+2~3.62u
G0 V3=d
4

1

_ ~ 0.48 u>
]
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3.1.3 Dos triangulos rectangulos interesantes

e Se ha comprobado anteriormente que no existe un tridngulo cuyos
lados midan 1, ¢ y ¢2. Sin embargo, vamos a estudiar un triangulo

rectangulo cuyos catetos miden 1y ¢.

Calculamos la longitud de la hipotenusa con el Teorema de Pitagoras:

2= +12=(p+1)+1=¢+2

a=+o+2~19u

1

Calculamos ahora los angulos agudos:

tgla) =-=¢

ot =[O

a = arctg(¢p) = 58°16' 57.09”

B =90°— 58°16' 57.09" = 31°43' 2.91"

El triangulo rectangulo es:

31° 43" 2.91"

P=¢+1++/p+2~452u

m ) ]_ .
v ‘ S = T¢ ~ 0.81 w2

58° 16' 57.09"
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e Vamos a estudiar otro triangulo rectangulo de forma que uno de
sus catetos mide 1y la hipotenusa mide ¢ unidades.

Calculamos la longitud del otro cateto con el Teorema de Pitagoras:

1

Los lados de este triangulo

=gt 1= (p+1) ~1=¢

b=+od~127u

rectangulo estan en progresion

geométrica de razon 1/¢. Vamos a calcular los datos que faltan:

B =090°—

tg(a) = @ = V¢

a = arctg(y/P) = 51°49’ 38.25"

51°49' 38.25" = 38°10' 21.75"
1- V¢

P=¢+1++/d~38u S§=""=~0.64u"

En este tridngulo rectangulo, la
interpretacion geométrica del
Teorema de Pitagoras nos
proporciona una comprobacion
geométrica del wvalor del
cuadrado del nimero de oro.

¢ =¢+1

2

o =p+1
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3.2 El pentagono regular

Empezamos recordando la construccion de un pentagono regular
inscrito en una circunferencia.

4 |
5l
B
G J
L]
H \\___‘____P,«-/ |
Los puntos B, G, H, |, J, son los vértices del pentagono regular.
> A
Pasos de |a construccion  E=Sis
- J

Si la longitud del radio de la circunferencia es 1 unidad, el lado del
pentagono regular, utilizando el teorema del coseno, mide:

a:2:12—|—12—2.1-1-cos(72°)

Vi1 545
4 2

?=3-¢ — xT=+3-—¢
38

?=2-2.
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Si necesitamos una longitud determinada del lado del pentagono, se
puede construir a partir del procedimiento anterior por semejanza,
pero también es posible construir graficamente, con regla y compas,
un pentagono regular conociendo la longitud del lado.

-

|
5 (=]
E C
A B
Uniendo los vértices A, B, C, D y E se obtiene el pentagono regular.
> A
Pasos de la construccion 5
(N J

Silalongitud del lado del pentagono regular es 1 unidad, el radio de la
circunferencia, utilizando semejanza de tridngulos, mide:
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Los angulos interiores de un pentagono regular miden 108°.

Un pentagono regular tiene 5 diagonales de igual longitud. Cada una
de ellas es paralela auno de los lados.

Si dibujamos un pentagono regular cuyo lado mida una unidad,
utilizando lados y diagonales se pueden construir los tridngulos con
proporciones aureas de los apartados anteriores.

ANVA
1

Si la longitud del lado es distinta de 1, el cociente entre la longitud de
la diagonal y la longitud del lado coincide con el nimero de oro.

Ademas existen otros triangulos semejantes a los dos anteriores.
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3.3 El decagono regular

Empezamos recordando la construccion de un decagono regular
inscrito en una circunferencia.

4 |
=l
Uniendo los puntos, se obtiene el decagono regular.
> A
Pasos de la construccion E=Rl
- J

Si la longitud del radio de la circunferencia es 1 unidad, el lado del
decagono regular, utilizando el teorema del coseno, mide:

2?2 =124+12-2.1-1- cos(36°)

r? =2 —2c05(36°) =2 —¢p = —

w:%:qﬁ—l
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Si necesitamos una longitud determinada del lado del decagono, se
puede construir a partir del procedimiento anterior por semejanza,
pero también es posible construir graficamente, con regla y compas,
un decagono regular conociendo la longitud del lado.

-

Trasladando la distancia AB a la circunferencia
se obtiene el decagono regular.

o rF Y
Pasos de la construccion = 8

- J

Si el lado del decagono regular es 1 unidad, el radio de la
circunferencia, utilizando semejanza de tridngulos, mide:
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Los angulos interiores de un decagono regular miden 144°,

Un decagono regular tiene 35 diagonales de cuatro longitudes
distintas. Cinco de ellas coinciden con diametros del decagono y hay
diez de cada unade las restantes.

<

Vamos a calcular la longitud de las cuatro diagonales distintas en un
decagono regular cuyo lado mide una unidad.

e Se calcula d; aplicando el teorema del coseno:
di?=124+12-2.1-1cos(144°) = 2 — 2cos(144°) = ¢ + 2

dl=¢+2=¢+1 — di=+d+2=+1+1
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e Se calcula dy aplicando el teorema del seno:

d2 1 sen(126°)

— dy = —~" 7 _ 1 = @2
sen(126°)  sen(18°) - sen(18°) - ¢

e Se calcula d3 aplicando el teorema del seno:

d3 B 1 sen(108°) = ——r
sen(108°)  sen(18°) - b= sen(18°) 49+3

e Se calcula dy4 aplicando la definicion de las razones trigonométricas
enun triangulo rectangulo:

1 1
72°) = — dy=—-< =2
cos(72) dy oo cos(72°) ¢

Anteriormente se demostré que si la longitud del lado de un

decagono regular es una unidad, el radio de la circunferencia
circunscrita es ¢. La diagonal dy es el didmetro de la circunferencia

circunscrita, por tanto, su longitud es 2¢.

Una vez conocida la longitud de la diagonal ds se puede ver con
mayor claridad la longitud de la diagonal d3 aplicando el Teorema de
Pitagoras en este ultimo triangulo rectangulo:

d?=ds? +12 — d? =ds—1
d? = (2¢)? —1=4¢> —1=4(¢p+1)—1=4¢+3
ds® =4¢+3=(3¢+2) + (¢ +1) = ¢* + ¢* = ¢*(¢* + 1)
dy = VA +3 = /P (F+1) = oV’ +1=6Vp +2

a4



Al dibujar las diagonales de un decagono regular, se pueden construir
varios triangulos con proporciones aureas.

¢ Algunos ejemplos semejantes al triangulo del apartado 3.1.1.

,,,,,,,,,,,,,

e Algunos ejemplos semejantes al triangulo del apartado 3.1.2.
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Capitulo |V

Cuadrilateros
con proporciones aureas







4.1 Rombo de oro

Ya se ha visto en el apartado 2.1.3 como se construye el rombo de
oro. Vamos a conocerlo con mas detalle.

1
Empezamos calculando el lado aplicando el ;
Teorema de Pitagoras: /i

2 2 )
l2 = q_5 + l — ¢_2 + l _ ¢2 +1 o2
2 2 4 4 4 o

(p+1)+1 ¢+2
4

12 = =
4

2 2
= ¢+ = ¢2+ ~ 0.95 u

[

4

Calculamos ahora los angulos:

B /2 B

tg(Z) =229 - £ =qaret

(D) =485 = 2t
B = 2arctg(¢) = 116°33' 54.18"

o = 180° — 116°33' 54.18" = 63°26' 5.82"

Y por ultimo, calculamos el perimetro y la superficie:

Vi 2
P=14. ¢+ =2v/¢0+2=38u

9
S:¢'1—§z0.81u2
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4.2 Romboide con proporciones aureas

Un romboide con proporciones aureas debe ser un romboide cuyos
lados midan ¢ y 1, pero se pueden construir infinitos romboides con

estas longitudes de sus lados dependiendo de los angulos interiores.
Vamos a buscar un romboide que verifique también que el cociente
de sus diagonales sea el nUmero de oro.

En la siguiente escena de Descartes puedes construir romboides cuyos
lados tengan estas longitudes, modificando el valor del dngulo agudo en la
barra inferior. Encuentra el romboide en el que el cociente entre las
longitudes de las diagonales se aproxima mds a ¢.

g
&

2=239 5 1075

d 1.1532

Als5.0

J

En la escena anterior se ha podido encontrar el romboide buscado,
vamos a determinarlo ahora realizando céalculos para obtener el valor
del angulo agudo.
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Se verifica que:
a+ =180 — [B=180°—«
cos(B) = —cos(a)
Aplicando el teorema del coseno:
D? = ¢ +1 — 2¢cos(B) = ¢* + 1 + 2¢cos(a)
d? = ¢? + 1 — 2¢cos(a)
El cociente de las diagonales debe ser el nimero de oro:

D D?  ¢*+142¢cos(a)  ,
a-¢ 7 d?2 ¢+ 1—2¢cos(a)

& + 1+ 2¢cos(a) = ¢* + ¢? — 2¢3cos(a)

1+ 2¢cos(a) = ¢* — 2¢*cos(a)
Se sustituye ¢* por 3¢ + 2y ¢3 por2¢ + 1 :
1+ 2¢cos(a) = (3¢ + 2) — 2(2¢ + 1)cos(a)
(6¢ + 2)cos(a) = 3¢ + 1
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36+1 1 1 )
cos(a) = 6612 2 — a= arccos(i) = 60

B =180° — a = 180° — 60° = 120°
La longitud de las diagonales es:
D = /#? + 1+ 2¢cos(60°) = \/¢2 + 1+ ¢ = /2¢ + 2 = /2¢
d= /¢ +1—2pcos(60°) = /> +1— ¢ =

Calculo del perimetro:

P=2¢p+2=2(¢p+1)=2¢>~524u

Para calcular la superficie se necesita calcular previamente la altura:

60° 120°

| S

sen(60°) = % =h — h=sen(60°) =

Calculo de la superficie.

S genog Y30
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4.3 Trapecios con proporciones aureas
4.3.1 Trapecios isosceles
Existen tres trapecios isdsceles con proporciones aureas.

e Empezamos estudiando el trapecio cuyos lados miden 1, ¢, ¢ y ¢2.

-
&
Ty
- J
1 ,
— - Vamos a calcular los angulos.
3 ) 5/2 B
& ) é cos(@) == =3
o a = arccos(1/2) = 60°
0/2 1 0/2 B = 180° — 60° = 120°
=0+ 1
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Este es el trapecio isésceles alreo.
1
120°  120°
[} (]

s 60° 60°

h*

Calculamos ahora la altura con la figura de la pagina anterior:

V3

h
sen(60°) = — — h=¢-sen(60°) = -

¢

Y ahoraya se puede calcular el perimetro y la superficie.

o~14u

P=1+¢+¢+¢>*=3¢0+2=¢*~6.85u

(3¢ +1)V3
4

(p+1)+1 /3
2 2

S = ~ 2.53 u?

¢ =

La longitud de la diagonal también tiene relacién con ¢.
1

d? = ¢* + 1 — 2¢cos(120°)

120°
d ¢ d>=¢? +1+ ¢ =2¢7

o =o+1 d:¢\/§%2.29u
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Existen otros dos trapecios isdsceles con proporciones aureas:
e Uno cuyos lados miden ¢, 1,1y q§2.

o

3
Altura: h = % ~ 0.87 u. Diagonal:d = $v/2 ~ 2.29 u

P=1+14+¢+¢*=2+¢d+(p+1)=2¢0+3~624u

_ Pt V3 (20+1)V3 _ ¢*V3

- 2
5 5 1 1 ~1.83 u

S

e Y otro cuyos lados miden 1, ¢2, ¢% y ¢.

1
96° 46’ 43.15"
h=~26u
d~ 291 u
¢* ¢ P=342~T785u
S ~ 3.4 u?

_ 83713716.85"

) 55


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Deltoides_con_Proporciones_Aureas/images/im34_5.png

4.3.2 Trapecios escalenos

e Un trapecio escaleno con proporciones aureas debe ser un trapecio
cuyos lados midan 1, ¢, ¢ y ¢3. Empezamos construyendo el que

tiene por bases ¢ y 1.

g
&7

.. A
Pasos de |la construccion = 6

- J

Vamos a calcular los angulos. Se traza una paralela al lado AD por el
vértice C que corta al lado AB en el punto E. Se calculan los angulos
a 'y B del tridngulo EBC, que coinciden con los angulos o y 8 del
trapecio ABC' D. Los angulos § y 7y son los suplementarios de ay 3.

C

a
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Aplicando el teorema del coseno:

PP+ (29 —(¢°)?  #+44° -9 20+3
N 2-¢-2¢ N 4?2  4¢+ 4

cos(a)

2¢ + 3
4¢+ 4

a= arccos( ) = 53°27'8.36"

§ = 180° — 53°27' 8.36" = 126°32' 51.64"

(%) + (2¢)> — ¢* @' +4¢° — ¢ 64 +5

cos(B) =

2. (42)-2¢ 4¢3 - 8¢ +4
_ 66 + 5 oo AR/ "
ﬂ—arccos(8¢+4> = 29°46' 8.49

v = 180° — 29°46’ 8.49” = 150°13' 51.51"
Este es el trapecio escaleno aureo.
126° 32' 51.64" 1 150° 13" 51.51"
. . L e
53° 27 8.36" ¢’ 20° 46" 8.49"
Calculo del perimetro:

P=1+4+¢+¢@+¢’=1+¢+(¢+1)+(20+1) =49 +3~
9.47 u
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Calculo de la superficie. La altura del trapecio es igual a la altura del
triangulo EBC que pasa por el vértice C.

C

a

, L

E & —1=2¢ B
sen(a) = % —  h=¢-sen(53°27'8.36") ~ 1.3 u

13— 1+ (2¢+1)

1.3=¢*-13~344°
2 2

Existen otros dos trapecios escalenos con proporciones aureas:

e Uno cuyas bases miden ¢° y ¢.

101° 0 56.56" @ 157° 58" 46.87"
78% 59 23 44" ¢’ 29°1"13.13"

Altura: h ~ 0.98 u
P=14+¢+¢*+¢*=4¢+3~947u

PP+
2

S . 0.98 ~ 2.87 12
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e Y otro cuyas bases miden ¢? y ¢2.

2]
If_.:'_

| [~ 108° 144°

S
\ 72

¢+ 2
2

P=1+¢+¢*+d =4¢p+3~947u

g_ 9+ Vé+2 _¢'Vo+2
2 2 4

Altura: h = sen(72°) = ~ 0.95 u

~ 3.26 u>

Como el trapecio escaleno tiene 4 lados de distinta longitud, existen
C42 = 6 posibilidades para elegir las bases. En los ejemplos

anteriores se han construidos trapecios cuyas bases son:
Pyl PPye  Hy¢?
Faltarian los casos:
Pyl Pye  pyl

Pero es imposible construir trapecios escalenos con estos cuatro
lados, eligiendo estas parejas para las bases.
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4.4 Trapezoides con proporciones aureas

Un trapezoide con proporciones dureas debe ser un trapezoide cuyos
lados midan 1, ¢, ¢? y ¢3. Se pueden construir infinitos trapezoides,

tanto convexos como céncavos, con estas longitudes de sus lados.

A continuacion se indica la forma de construirlos utilizando
procedimientos similares en los que cambia la posicidon de los lados.

En algunos casos se puede observar que existen dos soluciones,
obteniéndose un trapezoide convexo y otro céncavo.

En otros casos se puede comprobar que se obtienen los trapecios
escalenos del apartado anterior.

Y en otras situaciones no es posible construirlos como se detalla en el
procedimiento.

- e - (m] |
# ~ #
¢ 5 &
# % r
N % ’
] 4 “

El pnligomj':-ﬁBCD es un trapezoide
cuyos lados miden 1, ®, ®° y &°,

'
- [

o DO o B

- J
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El puhgonu ABCD es un.trapezmde
x:uyos lados miden 1, ®" \dlz g D7,

A ’ Y

(" |
A ' '
El pnhgnrm ABCD es un trapezmde
. qugomados miden 1, @, ®° y ®’,
‘ ’ rF s : - A
~ Y,
-

45
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Capitulo V

Deltoides
con proporciones aureas







5.1 Deltoides

Un deltoide es un trapezoide con dos parejas de lados consecutivos
deigual longitud. Puede ser convexo o concavo.

Las diagonales de un deltoide son dos lineas perpendiculares, siendo
una de ellas la mediatriz de la otra; en el caso del deltoide cdéncavo,
prolongando la diagonal interior. Una de las diagonales es el eje de
simetria de |la figura. Esto supone que el area de un deltoide se puede
calcular de forma similar al area de un rombo, como el semiproducto
de las dos diagonales.

Si unimos los puntos medios de los lados de un rectangulo aureo se
obtiene un rombo inscrito en un rectangulo de oro, conocido como
rombo de oro, que ya se ha estudiado anteriormente. El cociente
entre las longitudes de sus diagonales es el nimero de oro. Pero si
intentamos inscribir en un rectangulo de oro una figura no regular,
como es un deltoide, nos encontramos con infinitas posibilidades.
;Existen deltoides cuyos lados y diagonales estén en proporcién
aurea? ;Existen deltoides con proporciones aureas que no tengan
relacién con el rectangulo de oro?
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5.2 Deltoides pentagonales

Con tridangulos semejantes a los dos triangulos isdsceles con
proporciones aureas, se pueden construir dos deltoides, uno convexo
y otro céncavo, en los que aparecen proporciones aureas entre sus
lados y diagonales. Al ser deltoides que aparecen en el pentagono
regular, les llamaremos deltoides pentagonales.

5.2.1 Deltoide pentagonal convexo

Se escoge un triangulo semejante al primero de los tridngulos dureos
con razén de semejanza ¢. Se construye un deltoide uniendo el nuevo

triangulo y el segundo de los triangulos anteriores por el lado comun.

108°

d=¢

108° 108°

Se obtiene un deltoide convexo en el que la razén entre la longitud de
la diagonal menor y la longitud de los lados menores es el nimero de
oro. También es igual al nUmero aureo la razén entre la longitud de
los lados mayores y la longitud de la diagonal menor. Los angulos
miden 108°, 108°, 108°y 36°.

El perimetro de este deltoide es:
P=24+2¢=20+4~724u
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La diagonal menor coincide con el nimero de oro. La diagonal mayor
mide, aplicando el teorema del coseno:

D? =1+ ¢* — 2¢%cos(108°)

D2:1+(3¢+2)—2(¢+1)-%:4¢+3

D= +4¢+3~3.08 u

La superficie esigual a:

D-d_\/4¢+3-¢ \/(4¢+3)-¢2
S = = —
2 2 2
SZ—VH§+7%2.49u2

Este deltoide aparece al trazar las diagonales de un pentagono
regular y de otros poligonos regulares cuyo numero de lados es
multiplo de 5.
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5.2.2 Deltoide pentagonal concavo

Se escoge un triangulo semejante al primero de los tridngulos dureos
con razén de semejanza ¢. Se construye un deltoide concavo segln se

observa en la siguiente figura.

La razon entre la longitud de la diagonal menor y la longitud de los
lados menores es el nimero de oro. También es igual al nUmero aureo
la razén entre la longitud de los lados mayores y la longitud de la
diagonal menor. Los angulos interiores miden 252°, 36°, 36°y 36°.

El perimetro de este deltoide es:
P=2+2¢=2¢0+4~724u

La diagonal menor coincide con el nimero de oro. La diagonal mayor
mide, aplicando el teorema del coseno:

D? =1+ ¢* — 2¢2cos(36°)

D2:1—|—(3¢+2)—2(¢—|—1)-§:¢—|—2

D=+¢p+2=19u
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La superficie es igual a:

S

D.d

2

VO +2-¢ /i +3
N 2 N 2

~ 1.54 u?

Este deltoide aparece también al trazar las diagonales de un pentagono
regular y de otros poligonos regulares cuyo numero de lados es
multiplo de 5.

é |
T &

% *
: As——————B i
‘:u:‘ :-l-: o

Y * . B Lt D‘-_._\_ I

- o :
Estos dos arcos de circunferencias se cortan en el punto E.
y A
Pasos de la construccion  E=i&

- /
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5.3 Deltoides decagonales

Con dos tridngulos iguales de cada uno los tridngulos isdsceles con
proporciones aureas, se pueden construir dos deltoides, uno convexo
y otro céncavo, en los que aparecen proporciones aureas entre sus
lados y diagonales. Al ser deltoides que aparecen en el decagono
regular, les llamaremos deltoides decagonales.

5.3.1 Deltoide decagonal convexo

Se escogen dos tridngulos como el primero de los tridngulos isdsceles
con proporciones aureas. Se construye un deltoide uniendo ambos
triangulos por uno de los lados mayores como se observa en la figura
siguiente.

Se obtiene un deltoide en el que larazén entre la longitud de los lados
mayores y la longitud de los lados menores es el nimero de oro. La
longitud de los lados mayores es igual a la longitud de la diagonal
menor. Los dngulos miden 144°, 72°, 72°y 72°.

El perimetro de este deltoide es:
P=2+2¢=2(1+¢) =2¢° ~5.24 u

La diagonal menor coincide con el nimero de oro. La diagonal mayor
mide, aplicando el teorema del coseno:
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D2:1—|—1—2cos(144°):2—2(—§) =2+ ¢

D=v2+¢=19u
La superficie es igual a:

_D-d_$¥2-¢_VISF3 ., .
ju— — 2 —_— 2 ~~ .

S
2

Este deltoide aparece al trazar las diagonales de un decagono regular
y de poligonos regulares cuyo niumero de lados es multiplo de 10.

5.3.2 Deltoide decagonal concavo

Se escogen dos triangulos como el segundo de los triangulos
isdsceles con proporciones aureas. Se construye un deltoide uniendo
ambos tridngulos por uno de los lados menores como se observa en la
figura siguiente.
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Se obtiene un deltoide en el que larazén entre la longitud de los lados
mayores y la longitud de los lados menores es el nimero de oro. La
longitud de los lados menores es igual a la longitud de la diagonal
menor. Los dngulos miden 216°, 72°, 36°y 36°.

El perimetro de este deltoide es:
P=2+2¢=2(1+¢) =2¢° ~5.24 u

La longitud de la diagonal menor es igual a 1. La diagonal mayor mide,
aplicando el teorema del coseno:

D2:1+1—2cos(144°):2—2(—2) =2+9¢

D=2+¢~19u
La superficie esigual a:

_D-d_Vé+2-1_Vp+2
2 2 2

S ~ 0.95 u>

Este deltoide aparece también al trazar las diagonales de un
decagono regular y de otros poligonos regulares cuyo namero de
lados es multiplo de 10.
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Construccion de los deltoides decagonales

4 |
4
B
C D
A
El poligono ACBD es el deltoide decagonal convexo.
> A
Pasos de la construccion =gy
(S J
4 |
=1
C D
B
A
El poligono ACBD es el deltoide decagonal concavo.
A
Pasos de la construccion ==
- /
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5.3.3 Teselacion de Penrose

Una Teselaciéon de Penrose es una teselacién construida a partir de
un conjunto de figuras de forma que no existe un motivo basico que
permita su construccion mediante traslaciones. A este tipo de
teselaciones se les [lama teselaciones aperiddicas.

Este tipo de teselaciones supuso un reto entre los matematicos de las
décadas de los sesenta y setenta del siglo XX para encontrar un
nimero reducido de figuras que cubrieran el plano con esta
propiedad.

El fisico y matematico Roger Penrose, (1931- ) encontré en 1974, dos
figuras que permitian construir teselaciones aperiddicas. Estas
figuras son el deltoide decagonal convexo, cometa y el deltoide
decagonal céncavo, flecha.

Un ejemplo de una teselacién aperiédica con estos poligonos se
puede observar en la portada del libro. Otro ejemplo es el siguiente:
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5.4 Deltoides inscritos en un rectangulo aureo

5.4.1 Deltoide dureo convexo

Si intentamos construir un deltoide convexo inscrito en un rectangulo
aureo, es decir, cuyas diagonales estén en proporcion aurea, tenemos
infinitas posibilidades.

Vamos a distinguir dos casos, segun el eje de simetria del deltoide
coincida con su diagonal menor o su diagonal mayor.

El eje de simetria del deltoide es su diagonal menor

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides convexos
inscritos en un rectdngulo dureo, modificando el valor del control de la
barra inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul)
por el lado derecho del rectdngulo. Uniendo los puntos medios de cada
lado del rectdngulo dureo se obtiene el rombo de oro, que aparece
representado. Encuentra el deltoide en el que el cociente de las longitudes
de los lados se aproxima mds a ¢.

g
&

12 _1.0072

—=—"—_"—=1.1160
11 0.9025

Segunda coordenada del control grafico : 0.60

- J
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Todos tienen en comun que el cociente entre sus diagonales es el
nimero de oro. También todos tienen igual area, pero distinto
perimetro.

D-d ¢-1
2 1

2

S =

¢
—u
2

En la escena anterior se puede comprobar que no es posible construir
un deltoide convexo inscrito en un rectangulo aureo cuyos lados
estén también en proporcion dureay que tenga por eje de simetria su
diagonal menor; el cociente de las longitudes de sus lados seria
siempre menor que el nUmero de oro.

Vamos a comprobarlo analiticamente:

Si existe este deltoide, su lado menor, I1, debe ser mayor que ¢/2y su
lado mayor, [, debe ser menor que la longitud del segmento a.

2
a2:12+<§) :¢I5

VO +5

2

Y el cociente entre las longitudes del lado mayor y el lado menor seria
menor que el niUmero de oro:

b o _(V8T5)/2_VEFE 0

L o2 42 5

Luego no es posible construir el deltoide con las propiedades
exigidas.
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El eje de simetria del deltoide es su diagonal mayor

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides convexos
inscritos en un rectdngulo dureo, modificando el valor del control de la
barra inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul)
por el lado derecho del rectdngulo. Uniendo los puntos medios de cada
lado del rectdngulo dureo se obtiene el rombo de oro, que aparece
representado. Encuentra el deltoide en el que el cociente de las longitudes

de los lados se aproxima mds a ¢.

e

Segunda coordenada del control grafico :

12 _1.1180 _
11 0.7950

1.4064

&

1.00

-

J

En esta escena se puede comprobar graficamente que si es posible

construir este deltoide.

Todos tienen en comun que el cociente entre sus diagonales es el
numero de oro. También todos tienen igual area como los anteriores,

S = ¢/2 u?ydistinto perimetro.
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Vamos a determinar este deltoide dureo convexo, calculando la
longitud de sus lados y la medida de sus angulos

Calculo de la longitud de los lados:
1/2

Ly 5 ¢ — 2z +a*+ 4 2
O O L
ZB—l—Z
¢2_2¢x+w2+1:¢2 CU2 ¢2 2_+_¢_2
4 4 4
—_ 2_
x2(¢2—1)+2¢m+%:0
Se sustituye ¢? por ¢ + 1:
¢x2+2¢x+$20
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Se resuelve la ecuacién de segundo grado:

—2¢jzvq¢2+w¢3¢—%4) —2¢ £ /T + 4¢

2¢
__—2¢ /7¢2+4¢

Se sustituye 5 por ¢ — 1:

:—11\/—+¢—1——1

La soluciones son:

1613

1

"9

»M\I

6= 1+ /4¢+3

VA6 T3
2

I-BIOO

r1=—1+ ~054y x9=-1-— ~ —2.54

Con la primera solucion se obtiene el deltoide convexo buscado. En |a
segunda solucién el valor de x5 es negativo. Graficamente este valor

se debe representar por encima del lado superior del rectangulo
aureo obteniéndose un deltoide céncavo.

La longitud del lado [; es:

VIgF3\? (1)’
it (3) - ( 5) <)
( Va3 R i—¢+2—¢m

L=vé+2—/4p+3~0.74 u
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La longitud del lado [ es:

l§=(¢—m)2+(%>2:(¢ 4¢—|— ) +(%>
1
4

12 = <¢2+2¢+1—(¢+1)W+4¢:3> +

2=4¢+3 — (¢ +1)/40 + 3
b =46 +3— (¢ +1)Vip+3~1.19u

Calculo de la medida de los angulos:

A
R l2 l2 . 12
LS cos(A) = H_T ~ 0.0747
D ........... o B A = 85°43' 2.91"
| | W B4t
cos(C) = 2++ ~ 0.6466
Iy Ly 215
C = 49°43'2.91”
C . . 360—A-C
B=D= 5 =112°16"17.09"

Perimetro y superficie de este deltoide es:
P=2l; +2l,~3.85u

g_D-d_¢-1_¢ ,

2 2 2
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Construccion grafica del deltoide aureo convexo
inscrito en un rectangulo aureo

Se puede construir graficamente el deltoide dureo convexo siguiendo
los pasos:

1. Se construye el rectangulo dureo ABCD de 1 ude basey ¢ u
de altura.

2.Se traza la recta r que contiene al lado AD. Con centro en el
punto D, se traza una circunferencia de radio DC que corta ala
recta r en el punto E. Se representa el punto medio, F, del
segmento DE y el punto medio, G, del segmento FE.

3. Con centro en el punto A4, se traza una circunferencia de radio
AB que cortaalarectarenel punto H.

4. Se representa el punto I, punto mediode Gy H.

5.Se traza una semicircunferencia con centro en I que pasa por
los puntos G y H. Se prolonga el lado AB hasta cortar a la
semicircunferencia en el punto J.

6.Con centro en el punto J se traza una circunferencia de radio
AB que corta ala prolongacion del lado AB en el punto K.

7.Se traslada la distancia AK al lado AD mediante un arco de
circunferencia, obteniéndose el punto L.

8.Se traslada ahora la distancia AK al lado BC, obteniéndose el
punto N y se representan los puntos medios M y O de los lados

ABYvy DC respectivamente.

9. El cuadrilatero LM NO es el deltoide dureo convexo.
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En la siguiente escena de Descartes puedes seguir la construccién paso a

paso aplicando el procedimiento descrito:
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Pasos de |la construccion = 9

.
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5.4.2 Deltoide aureo concavo

Si intentamos construir un deltoide céncavo inscrito en un rectangulo
aureo, de forma que dos vértices opuestos del deltoide coincidan con
dos vértices consecutivos del rectangulo, y los otros dos vértices
estén situados en la mediatriz de los dos vértices anteriores, un sobre
el lado del rectangulo y otro en el interior del rectangulo, tenemos
infinitas posibilidades.

Vamos a distinguir dos casos, segun el eje de simetria del deltoide
coincida con su diagonal menor o su diagonal mayor.

El eje de simetria del deltoide es su diagonal menor

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides concavos
inscritos en un rectdngulo dureo, modificando el valor del control de la
barra inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul)
por el eje de simetria del rectdngulo. Encuentra el deltoide en el que el
cociente de las longitudes de los lados se aproxima mds a ¢.

g
&7

12 _1.2863 —1 4252

Segunda coordenada del control grafico : 0.60

- J
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En la escena anterior se puede comprobar que no es posible construir
un deltoide céncavo inscrito en un rectangulo aureo cuyos lados
estén también en proporcion aurea y que tenga por eje de simetria su
diagonal menor; el cociente de las longitudes de sus lados seria
siempre menor que el nUmero de oro.

Vamos a comprobarlo analiticamente:
Se calculalalongitud del lado [5.

2
o (3) 452

2
b= yf1+ &= \/¢2+_5

u

Para que la razén entre las longitudes de los lados del deltoide sea el
nuamero de oro, la longitud del lado menor, [1, debe ser:

ly Iy
_— l:_
L ¢ = b ¢
1 1+q§2_ 1 1 /2 19
"o I Ve Ta=VE-otg=y\g—¢
9 — 4 b
l{ = ~ 0.7 < =
! 2 2

Para poder construir el deltoide la longitud de este lado, 1, debe ser
mayor que la mitad del lado mayor del rectangulo aureo, ¢/2, por
tanto, no es posible construir el deltoide con las propiedades
exigidas.
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El eje de simetria del deltoide es su diagonal mayor

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides concavos
inscritos en un rectdngulo dureo, modificando el valor del control de la
barra inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul)
por el eje de simetria del rectangulo. Encuentra el deltoide en el que el
cociente de las longitudes de los lados se aproxima mds a ¢.

g
5

2 _1.6935

—=—_———"=2.1303
11 0.7950

Segunda coordenada del control grafico 1.00
- J

En esta escena se puede comprobar graficamente que si es posible
construir este deltoide.
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Vamos a determinar este deltoide dureo coéncavo, calculando la
longitud de sus lados y la medida de sus angulos

Calculo de la longitud de los lados:
1

1 2
3¢+ (3)

1 4¢2+1 _4p+5
4

V4
L ~1.69 u

l2—¢2

1
P+ - =
+4

Se calcula ahoral;:

L 1
o7 Ve

1
Se sustituye poie p2=2—-¢

/ 2 — 6 — \/6 —
I = 1—|—T¢= 4¢: 2¢%1.05u
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Calculo de la medida de los angulos:

[ [

L\ NA /i

Perimetro:

Superficie:

h E]

d

c0s(360° — A) =

cos(C) =

A

B=D=

A

B+ -17
213

~ 0.5436

A = 302°55' 40.59"

202

A

2+12-12

~ 0.8257

C = 34°20'38.67"

360 — A — C
2

P =2l +2l,~ 548 u

B=hryl

%
4

6-¢ 1
4 1

87

= 11°21'50.37"

1
R2=12_ =
1y
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Construccion grafica del deltoide aureo céncavo
inscrito en un rectangulo aureo

Se puede construir graficamente el deltoide aureo céncavo siguiendo
los pasos:

1. Se construye el rectangulo dureo ABCD de 1 ude basey ¢ u
de altura.
2.Se representan los puntos E y F', puntos medios de los lados

AB 'y DC respectivamente. El segmento AF es el lado mayor
del deltoide.

3. Se traza la semirrecta con origen en D que pasa por el punto A
y la semirrecta con origen en F' que pasa por el punto A.

4. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia de radio
AD que cortaalasemirrecta conorigen F',en el punto G.

5. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia de radio
AB que corta ala semirrecta con origen D, en el punto H.

6.Se unen los puntos G y H por un segmento y se traza una
paralela a este segmento por el punto F'. Esta paralela corta al
lado AD en el punto I.

7.Se representa el segmento EF. Con centro en A y radio AT se
traza un arco de circunferencia que corta a EF en el punto J.

8. El cuadrilatero AJ BF es el deltoide buscado.
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En la siguiente escena de Descartes puedes seguir la construccién paso a

paso aplicando el procedimiento descrito:
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Capitulo VI

Otros deltoides
con proporciones aureas







6.1 Deltoide convexo de lados 1y ¢

En el apartado 5.4.1. se han estudiado deltoides convexos inscritos en
un rectangulo dureo, es decir, deltoides convexos de diagonales 1y ¢.

En este apartado vamos a construir deltoides convexos de lados 1y ¢.

Si intentamos construir un deltoide convexo cuyos lados estén en
proporciéon daurea, por ejemplo, cuyos lados midan 1 y ¢, nos

encontramos que existen infinitas posibilidades.

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides cuyos lados
tengan estas longitudes, modificando el valor del control de la barra
inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul). En este
apartado vamos a estudiar deltoides convexos. Encuentra el deltoide en el
que el cociente entre las longitudes de las diagonales se aproxima mds a ¢.

4 (=
y=0+1 &

Convexo

y=4/®
Concavo
y=d-1

Segunda coordenada del control grafico : 2.00

- J

Todos tienen el mismo perimetro, g?fero distinta superficie.
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Vamos a determinar este deltoide dureo convexo, calculando la
longitud de sus diagonales y la medida de sus angulos

1 §:¢ ~+ D=¢-d

D—z=¢d—=x
Hay que resolver el sistema de ecuaciones:

[t 2
:L'2—|—d—:1
4 2

(6 -2+ G =&

Se desarrolla la segunda ecuacion:

2

d
¢2d2—2¢d:c+:c2+zz¢2:q§+1

Se resta a la expresion obtenida |a primera ecuacién, se simplifica por
¢y se despeja el valor de x:

_ ¢d® -1
2

P —2pde=¢ — o —-2dr=1 — =z

Se sustituye este valor en la primera ecuacion:

2 2 2 274 2 2
(qbd 1) _|_d_:1 . o“d* —2¢d* +1 d

|
2d 4 4d> + 4

Se quitan denominadores y se agrupan términos:

P2t — 2¢d? +1+dt =4d2 — (¢* + 1)d* — (26 +4)d> +1 =0
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Se sustituye ¢? por ¢ + 1y se obtiene la ecuacion bicuadrada:
(p+2)d* —2(¢p+2)d?>+1=0
Se resuelve la ecuacion:

o 2(0+2)+ /4P +2)? —4(4+2)
N 2(¢ + 2)

2 2<¢+2)i\/4<¢+2>2_ 4(¢ +2)
4(p+2)2  4(p+2)?

- 1 [o+1 ¢
d>=1+,4/1 —¢+2—1:|: —¢+2_1i\/m

Las soluciones de la ecuaciény el valor de x correspondiente son:

¢
Vo +2

d

di=4/1+

~136u — x1=0.73u

?
dy = 4/1 - —— ~0.39 — = —0.98
2 \/ NCES ‘ - ‘

Con la primera solucién se obtiene un deltoide convexo.

En la segunda solucién el valor de x5 es negativo. Graficamente este
valor se debe representar por debajo de la diagonal dy obteniéndose
un deltoide céncavo.
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Calculo de la medida de los angulos:

i (A) DA -dl o omar
coS = ~ 0.
1 1 2
D ; .......... (5B A =85°43'2.91"
- d 1 ]
. 2 2 d2
cos(C) = A L ~ 0.6466
| | 2¢?
[ 1]
C = 49°43'2.91"
. .. _A-C
C B=D= 360 5 ¢_ 112°16' 17.09"

Se obtiene un deltoide convexo semejante al deltoide convexo del

apartado 5.4.1. Los angulos son iguales y los lados son proporcionales
con razén de semejanza la longitud del lado menor:

Lh=vVéd+2—Vig+3~0.74u

Perimetro y superficie de este deltoide es:

P=2+26=2¢>~524u

_D-d_ ¢di-dy
2 2

S

~ 1.5 u?
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Construccion grafica del deltoide aureo convexo

1.Sea O el origen de coordenadas y r la semirrecta positiva del eje
de ordenadas. Se traza una circunferencia de con centroen O y
radio ¢ u que corta ala semirrecta en el punto A.

2.Se traza una recta perpendicular, s, a la semirrecta r por el
punto A. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta alarecta senel punto B.

3.Se traza la semirrecta t con origen el punto O que pasa por el
punto B. Con centro en el punto B, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta ala semirrectaten el punto C.

4. Se traza una paralela a la recta s por el punto C, que corta a la
semirrectar enel punto D.

5.Con centro en el punto D se traza una circunferencia de radio 1
que corta alasemirrectar enel punto E.

6. Se representa el punto F' simétrico de D respecto de E.

7.Se representa el punto G, punto medio de A y F'. Se traza una

semicircunferencia con centro en G que pasa por los puntos Ay
F.

8. Se traza la perpendicular a la semirrecta r por el punto E que
corta ala semicircunferencia anterior en el punto H

9.Con centros en los puntos EF y H se trazan arcos de
circunferencia con radio 1 que se cortan en el punto 1.

10.Con centros en los puntos £ y H se trazan arcos de
circunferencia con radio ¢ que se cortan en el punto J.

11. El cuadrildtero E I H J es el deltoide dureo convexo.
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En la siguiente escena de Descartes puedes seguir la construccién paso a

paso aplicando el procedimiento descrito:
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Pasos de |la construccion
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6.2 Deltoides concavos de lados 1y ¢

Si intentamos construir un deltoide concavo cuyos lados estén en
proporciéon daurea, por ejemplo, cuyos lados midan 1 y ¢, nos

encontramos que existen infinitas posibilidades.

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides concavos
cuyos lados tengan estas longitudes, modificando el valor del control de la
barra inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul). En
este apartado vamos a estudiar deltoides céncavos. Encuentra tres
deltoides en los que el cociente entre las longitudes de las diagonales se
aproxima mds a ¢.

"

Segunda coordenada del control grafico
N J

Todos tienen el mismo perimetro, pero distinta superficie.
P=2+2¢p=2(1+¢)=2¢*>~524u
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6.2.1 El eje de simetria es su diagonal menor

Dos de los deltoides tienen como eje de simetria la diagonal menor.
Vamos a determinarlos.

El cociente de sus diagonales debe ser el nimero de oro:

§:¢ ~ D=¢-d

Hay que resolver el sistema de ecuaciones:

D? 2 2
4+ — =1 | 2+ 28 ]
4 - 4 2 72
2  D* 5, 9°d 2
(d+$) +T:¢ (d+33) +T:¢
Se desarrolla la segunda ecuacion:
2d2
d2—|—2dx—|—w2+¢— :¢2:q5—i—1

4

Se resta a esta ecuacion la primera ecuacion y se despeja x:
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¢—d*

d+2dr=¢ — z=

2d
Se sustituye este valor en la primera ecuacion:
_d2 2 2d2 2_2 d2 d4 2d2
¢ LEP P oudrd P
2d 4 4d2 4

Se quitan denominadores y se agrupan términos:
¢ — 2¢d? + d* + ¢?d* = 4d?
(¢ + 1)d* + (—2¢ — 4)d> + ¢* =0
Se sustituye ¢? por ¢ + 1y se obtiene la ecuacion bicuadrada:
(p+2)d* — (29 +4)d®> +¢* =0
Se resuelve la ecuacion:

, 29 +2) = AG T 27— 4F($ 1 2)

d 2(¢ +2)
d2:2(¢+2)i\/4(¢+2>24¢2<¢+2>
26+2)  \46+2)?° 4+ 272
_ ¢’
d> =1+ 1—¢_|_2
5 _¢+1_ 1 _ 1
d°=1=+4/1 —¢+2_1:|: —¢+2 1:|:\/m
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Las soluciones de la ecuacién, el valor de = correspondiente y la
longitud de la diagonal mayor son:

~124u — x1=0.04u

1
dlz\/1+ —

1
Di=¢di =¢-4/1+ ~ 1.9986 u
e
d \/1 . 0.69 — 0.83
— — ~ U. u o = U. u
: Vo2 :
D od [0) \/1 L 1.11
= =¢- — ~1.11 u
o Vo2
Calculo de la medida de los angulos de la primera solucion:
D 1.9986 B
A
q [}
V4
b
. 1+1— D? -
cos(360° — A) = % ~ —0.9972 — A = 184°16' 57.09"
A 2 2 _ D2 A
cos(C) = ¢ +;b¢2 L ~0.2371 — C = 76°16' 57.09"
B-p=30"4"C_ 543901

2
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Perimetro y superficie:
P=2+2¢p=2¢>~524u

D-d_ ¢dy-dy
- =t

S ~ 1.23 u>

Calculo de la medida de los angulos de la segunda solucion:
D 1.11 B

———————————— . 14+1-—D2
\ /| cos(360° — A) = SRS 0.3792
\ / 2.1-1
bt A — 292°16 57.09"
2 2 2
0] ava 0] A ¢ + ¢ B ‘D2
Y cos(C) = ~ 0.7629
s (C) 207
C = 40°16' 57.09"
\i/ R R
v . . 360—-A_C
C B=D= 5 — 13°43'2.91"

Perimetro y superficie:
P=2+2¢0=2¢>~524u

_D-d_ ¢dy-dy
2 9

S ~ 0.38 u?
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Construccion grafica del primer deltoide concavo

1.Sea O el origen de coordenadas y r la semirrecta positiva del eje
de abscisas. Se traza una circunferencia con centro en O y radio
¢ que corta a la semirrecta en el punto A.

2.Se traza una recta perpendicular, s, a la semirrecta r por el
punto A. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta alarecta senel punto B.

3.Se traza la semirrecta t con origen el punto O que pasa por el
punto B. Con centro en el punto B, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta ala semirrectaten el punto C.

4. Se traza una circunferencia con centro en O y radio 1 que corta
a la semirrecta r en el punto D. Se traza el segmento que une
los puntos By D.

5.Se trazalarecta paralela al segmento B.D que pasa por el punto
C. Estarecta cortaalasemirrectar enel punto E.

6.Con centro en E se traza una circunferencia de radio 1 que
corta a la semirrecta r en el punto F'. Se representa el punto G
simétrico de E respectode F'.

7.Se traza la recta perpendicular a r por el punto F'. La
semicircunferencia que pasa por los puntos D y G corta a la
recta anterior en el punto H.

8.Se traza una circunferencia con centro en H y radio 1 y otra
circunferencia con centro en F vy radio ¢. Estas dos
circunferencias se cortanen los puntos I y J.

9. El cuadrilatero E'I H J es el deltoide dureo céncavo.
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Construccion grafica del segundo deltoide concavo

1.Sea O el origen de coordenadas y r la semirrecta positiva del eje
de abscisas. Se traza una circunferencia con centro en O y radio
¢ que corta a la semirrecta en el punto A.

2.Se traza una recta perpendicular, s, a la semirrecta r por el
punto A. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta alarecta senel punto B.

3.Se traza la semirrecta t con origen el punto O que pasa por el
punto B. Con centro en el punto B, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta ala semirrectaten el punto C.

4. Se traza una circunferencia con centro en O y radio 1 que corta
a la semirrecta r en el punto D. Se traza el segmento que une
los puntos By D.

5.Se trazalarecta paralela al segmento B.D que pasa por el punto
C. Estarecta cortaalasemirrectar enel punto E.

6.Con centro en D se traza una circunferencia de radio 1 que
corta a la semirrecta r en el punto F'. Se representa el punto G
simétricode D respecto de F'.

7.Se traza la recta perpendicular a r por el punto F'. La
semicircunferencia que pasa por los puntos E' y G corta a la
recta anterior en el punto H.

8.Se traza una circunferencia con centro en H y radio 1 y otra
circunferencia con centro en F vy radio ¢. Estas dos
circunferencias se cortanen los puntos I y J.

9. El cuadrilatero E'I H J es el deltoide dureo céncavo.
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6.2.2 El eje de simetria es su diagonal mayor

El tercero de los deltoides concavos que se obtienen al principio del
apartado 6.3 tiene como eje de simetria la diagonal mayor. Vamos a
determinarlo.

il

El cociente de sus diagonales debe ser el nimero

deoro:
D
—=¢ — D=¢-d
d
Hay que resolver el sistema de ecuaciones:
d2
:B2 + Z =1
d2
(D+a)+ o =4
d2
2 — =1
7+ 1

2
($d+ 2+ G =

Se desarrolla la segunda ecuacion:

2

d
¢2d2—|—2q§dac+ac2—|—zz¢2=¢—i—1

Se resta a la expresiéon obtenida |la primera ecuacién, se simplifica por
¢y se despeja el valor de z:

11— ¢d?
- 2d

A2+ 20dz=¢ — oPd*+2dz=1 — =z
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Se sustituye este valor en la primera ecuacion:

1—o¢d2\? &2 1—26d? + ¢2dt 2
( 2d )+Z_1‘% 122 i

Se quitan denominadores y se agrupan términos:

1 —2¢d> + ¢’d* +d* = 4d* = (* +1)d* — (20 +4)d> +1=0

Se sustituye ¢? por ¢ + 1y se obtiene la ecuacion bicuadrada:
(p+2)d* —2(¢p+2)d*>+1=0

Se resuelve la ecuacion:

dk_ﬂ¢+%ivﬂw+2P—q¢+ﬂ
N 2(¢ +2)

2(¢+2):t Adp+2)?° 4(p+2)
4(p+2)2  4(p+2)2

>4 1o+ _—q4 jO0FL_ ¢
P=ldyfl- o1y [T =1

Las soluciones de la ecuacion, el valor de x correspondiente y la
longitud de la diagonal mayor son:

dlz\/1+ ¢ ~136u — x1=-0.73u

NCE
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ng\/l— ¢ ~039u — x9=098u
¢+ 2

¢
Dy = ¢ddy = \/1——%0.6315
En la primera solucién el valor de x; es negativo. Graficamente este
valor se debe representar por encima de la diagonal d; obteniéndose

un deltoide convexo. Con la segunda solucién se obtiene el deltoide
coéncavo buscado.

Calculo de la medida de los angulos:

D ds B :12+12_d%

cos(360° — A) 5 ~ 0.9253
A = 337°432.91"
1,1 VPP —dy
cos(C) = 25 ~ 0.9715
C =13°43'2.91"
” o 5-p-30"47C_ p1g57.00
AN 2
.43 Perimetro y superficie:
P=2+24=2¢*>~524u
S = D-d — ¢ds - d ~ 0.12 u?
2
C_;
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Construccion grafica del deltoide aureo concavo

1.Sea O el origen de coordenadas y r la semirrecta positiva del eje
de ordenadas. Se traza una circunferencia de con centroen O y
radio ¢ que corta a la semirrecta r en el punto A.

2.Se traza una recta perpendicular, s, a la semirrecta r por el
punto A. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta alarecta senel punto B.

3.Se traza la semirrecta t con origen el punto O que pasa por el
punto B. Con centro en el punto B, se traza una circunferencia
de radio 1 que corta ala semirrectaten el punto C.

4. Se traza una paralela a la recta s por el punto C, que corta a la
semirrectar enel punto D.

5.Se representa el punto E intersecciéon de la circunferencia de
centro A y radio 1 anterior y la semirrecta r. Se representa el
punto F' simétrico de A respectode E.

6.Se representa el punto medio G, punto medio de D y F. Se
traza una semicircunferencia con centro en G que pasa por los
puntos Dy F'.

7.Se traza la perpendicular a la semirrecta r por el punto E que
corta ala semicircunferencia anterior en el punto H

8.Con centros en los puntos E y H se trazan arcos de
circunferencia con radio 1 que se cortan en el punto 1.

9.Con centros en los puntos FF y H se trazan arcos de
circunferencia con radio ¢ que se cortan en el punto J.

10. El cuadrildtero E I H J es el deltoide dureo convexo.
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En la siguiente escena de Descartes puedes seguir la construccién paso a

paso aplicando el procedimiento descrito:
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6.3 Deltoides concavos de diagonales 1 y ¢

Si intentamos construir un deltoide concavo cuyas diagonales estén
en proporcidn aurea, por ejemplo, cuyas diagonales midan 1y ¢, nos

encontramos que existen infinitas posibilidades.

Vamos a distinguir dos casos, segun el eje de simetria del deltoide
coincida con su diagonal menor o su diagonal mayor.

6.3.1 El eje de simetria es su diagonal menor

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides concavos
cuyas diagonales tengan estas longitudes, modificando el valor del control
de la barra inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto
azul). Encuentra dos deltoides en los que el cociente de las longitudes de
los lados se aproxima mds a ¢.

g
&

21708317920
i1 09511

Segunda coordenada del control grafico : 1.50

- J
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Vamos a determinar estos dos deltoides concavos:

¢/f2 o/2

Calculo de la longitud de los lados:

ﬁ 2 2
l% 2 ( ) \ ll , r2
¢2

2
122(1+w)2—|—(§) - l2=\/1+23c+x2+Z

Se debe verificar que:

¢2
l2 l% 1—|—2£B—|—$ 0
2 I
e+ 1
2 2 4
1+ 2z + 22+ (i ¢2(w ¢) d*x? + (Z
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Se sustituye ¢ por ¢ + 1y ¢* por 3¢ + 2:

2
1+ 2z + 2 +¢%:(¢+1)w2+3¢:
20 — 3
dx? — 2z + ¢4 =0

Se resuelve la ecuacién de segundo grado:

2iv%—¢2¢—$ 2iw¢+

4¢2 4¢2 V1% 4¢ 2¢2

Se sustituye 5 poro —1ly — ¢2 por 2 — ¢:

L 6-1 2-¢ 3—¢
z=¢ li¢ e R e

r =

Se obtienen dos soluciones positivas, por tanto, hay dos deltoides con
las proporciones buscadas:

x1:2+ ¢+2:¢—1—|— 3_qb%l.21u
2¢ 2
To = _2'$+2:¢—1— 32_¢%0.03u
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Longitud de los lados y medida de los angulos del
primer deltoide

Célculo de los lados:

2
=11 +ai
I, I, 1 4 T

2 2
L\ (V) [l h = \/% + (2 - \2/5?)

¢2+4+4M+¢+2

"=y 482

C

~ 1.45 u

l _\/¢4+¢+6+4\/m Vo+2+V/d+2
L 4¢2 - ¢

¢2
ly = 1+2x1+x%+Z

B 2 VET2 (24T 2\: &
l2—\/1—|—2- 2% —i—( 2% )—l—Z

B 2+Vo+2 4+4/P+2+¢+2 ¢

z \/4¢M8¢+4¢W+4+4M+¢+2+¢4
2 — 4¢2
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Se sustituye ¢ por ¢ + 1y ¢* por 3¢ + 2:

12\/16¢+12+(4¢+4)\/q5+2

442
4 3 1)/ 2
Iy = \/ p+3+ 0+ DVo+ ~ 2.35 u
¢
Calculo de los angulos:
R l2 l2 42 .
cos(360° — A) = 1° 2;2 P~ 0.3792 - A — 202°16/57.09"
R l2 l2 2 R
cos(C) = +2l2 ¢ ~ 0.7629 — C = 40°16' 57.09"”
2
. _A-¢
B=D= 360 5 ¢ = 13°43'2.91"
Perimetro:
P=2l; +2l, =~ 7.6 u
Superficie:

g_Dd_¢-1_¢ ,
T~ o T g T3¢
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Longitud de los lados y medida de los angulos del
segundo deltoide

Célculo de los lados:

D P b
. - 2
!] "\_,:1__/': f] l]_ — ()i +
& . L (2mvETEY
1= 4 2
Y

l\/¢2 4 4/d T2+ ¢+2
Vi 4¢?

~ 0.81 u

ll\/¢4+¢+6—4m Vé+2—/p+2
B 4¢? B ¢

¢2
lgz\/1+2$2—|—$2—|——

EIDRRE RN 2= B EEN 2 )N

26 26 Ty
B 2—\Vo+2 4-4/pF2+0p+2 @
lz—\/1+ % + 142 +Z

12_\/4¢2+8¢4¢f¢+2+44\/m+¢+2+¢4
- -
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Se sustituye ¢ por ¢ + 1y ¢* por 3¢ + 2:

, \/16¢+12—(4¢+4)\/¢+2
2 = 10

Vad+3 — (¢ +1)v/d + 2
¢

l, = ~ 1.31 u

Calculo de los angulos:

B+ — ¢?
2l2

B4 ¢

cos(360° — A) = ~ —0.9972 — A = 184°16' 57.09"

~ 0.2371 — C = 76°16' 57.09”

B=D= 360-4-C _ 49°43' 2.91"

Perimetro:

Superficie:

g_Dd_¢-1_¢ ,
T~ o T g T3¢

En ambos casos se obtienen deltoides concavos semejantes a los
deltoides concavos del apartado 6.2.1.
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Construccion grafica de los dos deltoides

1. Se construye el rectangulo dureo ABC'D de ¢ ude basey 1u
de altura.

2.Se traza la recta r que contiene al lado AD. Se traslada sobre
ella la distancia entre los puntos D y C, obteniendo el punto E.

3. Se traslada la distancia entre los puntos Ay D a la prolongacion
del lado AB, obteniendo el punto F'.

4, Se traza una paralela al lado A B por el punto E y una paralela al
lado AD por el punto F'. Ambas rectas se cortan en el punto G.

5.Serepresenta el punto H, punto simétrico de G respectode E.

6. Se representa el punto I, punto medio de los puntos £y H y el
punto J, punto medio de los puntos H e 1.

7.Se representa el punto K, punto medio de los puntos Ay By el
punto L, punto medio de los puntos Ay K.
8.Se unen los puntos Ly J y se traza una paralela por el punto A a

este segmento, que corta en el punto M a la recta paralela al
lado AB.

9.Se representa el punto IV, punto mediode Gy M.

10. La circunferencia con centro N que pasa por los puntos Gy M
cortaalarectarenlospuntosOy P.

11. Se trazan paralelas por estos puntos al lado AB y se obtienen
los puntos Ry S en la prolongacién del lado BC. Se representa

el punto @, punto medio del lado DC..

12.Los cuadrilateros OKRQ@Q y PKSQ son los dos deltoides
buscados.
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En la siguiente escena de Descartes puedes seguir la construccién paso a

paso aplicando el procedimiento descrito:
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6.3.2 El eje de simetria es su diagonal mayor

En la siguiente escena de Descartes puedes construir deltoides concavos
cuyas diagonales midan 1 y ¢, modificando el valor del control de la barra
inferior o desplazando en la escena el control grdfico (punto azul).
Encuentra el deltoide en el que el cociente de las longitudes de los lados se
aproxima mds a ¢.

.
&7

12 _4.2098 -16128

11 2.6103

Segunda coordenada del control grafico : 4.18

- J
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Vamos a determinar este deltoide dureo coéncavo, calculando la
longitud de sus lados y la medida de sus angulos.

Calculo de la longitud de los lados:

1)? 1
l%:$2+<§) — 11 = a:2+Z

3=(¢+z)+ (%)2

1
ly = \/¢2+2¢x—|—m2—|—1
Se debe verificar que:

2 2 1
l% o+ 2¢x + x° + -

ll ZB2—|——

41
2 2, 1 20, ¢
¢° + 29 +x* + — = P + —
4 4

2

— —1

x2(¢2—1)—2¢x+%:0

Se sustituye ¢? por ¢ + 1:

—3¢-4

1 0

oz’ — 20z +
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Se obtiene una ecuacidon parecida a la obtenida para calcular la
longitud de los lados del deltoide aureo convexo inscrito en un
rectangulo aureo (apartado 5.4.1). La Unica diferencia es el cambio
del signo del coeficiente de x, por tanto, las soluciones de esta
ecuacion serdn las opuestas de la ecuacion resuelta en dicho
apartado:

En este caso nos interesa la solucion positiva, con la que se obtiene
un deltoide cdncavo semejante al obtenido en el apartado 6.2.2.

V4
r1 =1+ $ ~ 2.54
La solucién negativa:
v4 3
p=1- Y23 o 054

2

habria que representarla graficamente desde el lado superior del
rectdngulo dureo hacia abajo y se obtendria el deltoide aureo
convexo descrito en el apartado 5.4.1.

Calculo de las longitudes de los lados:
La longitud del lado [; es:

e () - (57 )

2= (1+\/4¢+3+4¢:3>+%=¢+2+\/4¢+3

Lh=véd+2+/4d+3~259 u
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La longitud del lado [ es:

ot () - (oo S50 0)
+3) 1
4

i - <¢2+2¢+1+(¢+1)W+4¢4 )+

B=40+3+ (¢ +1)/4d+3
b =140 +3+ (¢ +1)vip+3~4.19u

Calculo de la medida de los angulos:
D B

N ¢y -
1 cos(360° — A) = JrzT ~ 0.9253
A = 337°432.91"
B+ —12
g] ,I'l COS(C) = 2—l% ~ 0.9715
C = 13°43'2.91"
. . 360—A-C
o) AL |, B=D= 5 = 4°16'57.09"
-

Perimetro y superficie:
P =2l; +2l, ~13.55 u

g_D-d_¢-1_9¢ ,

2 2 2
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Construccion grafica

Para construirlo graficamente se realizan los cinco primeros pasos de
la construccion del deltoide dureo convexo del apartado 5.4.1 vy, a
partir del sexto, se actia de forma diferente:

1. Se construye el rectangulo dureo ABCD de 1 ude basey ¢ u
de altura.

2.Se traza la recta r que contiene al lado AD. Con centro en el
punto D, se traza una circunferencia de radio DC que cortaala
recta r en el punto E. Se representa el punto medio, F, del
segmento DE y el punto medio, GG, del segmento FE.

3. Con centro en el punto A, se traza una circunferencia de radio
AB que cortaalarectarenel punto H.

4. Se representa el punto I, punto mediode Gy H.

5.Se traza una semicircunferencia con centro en I que pasa por
los puntos G y H. Se prolonga el lado AB hasta cortar a la
semicircunferencia en el punto J.

6.Con centro en el punto J se traza una circunferencia de radio
AB que corta ala prolongacion del lado AB en el punto K.

7.Se traslada la distancia AK a la prolongacion del lado AD
mediante un arco de circunferencia, obteniéndose el punto L.

8.Se traslada ahora la distancia AK a la prolongacién del lado BC
, obteniéndose el punto N y se representan los puntos medios

M y O deloslados ABy DC respectivamente.

9. El cuadrilatero LM NO es el deltoide dureo convexo.
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En la siguiente escena de Descartes puedes seguir la construccién paso a

paso aplicando el procedimiento descrito:
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6.4 Conclusion

En el estudio de los deltoides que verifican que tanto el cociente de
las longitudes de sus lados como el cociente de las longitudes de sus
diagonales es el nimero de oro, se han obtenido cuatro deltoides,
uno de ellos convexo y los otros tres concavos.

Se han utilizado dos procedimientos distintos para obtenerlos:

e En el primer procedimiento se ha supuesto que las longitudes de las
diagonales son 1 y ¢ vy, con esta condicion, se han calculado los

deltoides que verifican que el cociente de las longitudes de sus lados
esigual a ¢.

¢ En el segundo procedimiento se ha supuesto que las longitudes de
los lados son 1 y ¢ vy, con esta condicién, se han calculado los

deltoides que verifican que el cociente de las longitudes de sus
diagonales es igual a ¢.

Por ambos procedimientos se ha llegado a la existencia de cuatro
deltoides distintos, siendo semejantes los deltoides obtenidos por
cadauno de ellos.

Ademas, se ha obtenido también, en el apartado 5.4.2, un deltoide
coéncavo inscrito en un rectangulo aureo que verifica que el cociente
de las longitudes de sus lados es el nUmero de oro, pero no verifica
esta condicion el cociente de las longitudes de sus diagonales.

En cada caso los deltoides estudiados se han representado
graficamente a distintas escalas para poder observar mejor sus
elementos. En la pagina siguiente aparecen representados los cuatro
con la misma escala para poder compararlos.
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En la siguiente escena de Descartes puedes representar los deltoides que
existen de lados 1 y ¢ y comprobar la existencia de aquellos en los que el

cociente de la longitud de sus diagonales es el nimero de oro.

T 15

Fommmmm e m e

A

)

y=0-1

*T— e

D _ 2.0000
d 1.6067

Segunda coordenada del control grafico : 2.000

- J
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