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Prefacio

Este libro digital interactivo se ha disenado con fundamento en la
filosofia del Proyecto Descartes)S: "Trabajando altruistamente por la
comunidad educativa de la aldea global", que sélo busca desarrollar
contenidos educativos para el provecho de la comunidad académica,
esperando Unicamente como retribucion el uso y difusiéon de estos
contenidos. El contenido del libro, al igual que los objetos interactivos
se han disenado de tal forma que se puedan leer en ordenadores y
dispositivos moviles sin necesidad de instalar ningun programa o
plugin. El libro se puede descargar para su uso en local sin
dependencia con la red, a excepcion de algunos videos incluidos en el
texto. Todos los objetos interactivos se han disefiado con el Editor
DescartesJS.

La herramienta Descartes)S se caracteriza por una innata
interactividad, por permitir realizar representaciones de objetos bi y
tridimensionales, por gestionar expresiones de texto y de féormulas, por
integrar objetos multimedia como imagenes, audios y videos, por tener
la posibilidad de reflejar casos concretos y también potenciar la
conceptualizacidn de tareas y procedimientos mediante la utilizaciéon de
semillas aleatorias y controles numéricos, graficos y de texto, y con ellos
poder abordar la evaluacién de manera automatica, tanto la correctiva
como la formativa. Con DescarteslJS es posible el diseno y desarrollo de
objetos educativos que promueven el aprendizaje significativo,
posibilitando esa deseada construccién del conocimiento.?

El libro se ha elaborado con fundamento en el curriculo de la
asignatura "Calculo Integral" de la Instituciéon Universitaria, pero
ampliandolo con algunas secciones y bloques adicionales con objeto
de poder cubrir las necesidades de cualquier otra Institucién que
incluya en su desarrollo curricular esta materia.

1 véase https://proyectodescartes.org/iCartesilLibri/descripcion.htm.
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Capitulo |

Antiderivada







1.1 Concepto de antiderivada

La antiderivada es la funcién que resulta del proceso inverso de la
derivacion, es decir, consiste en encontrar una funcién que, al ser
derivada produce la funcién dada.

Una funcién F' recibe el nombre de antiderivada de f sobre un
intervalo [a, b], para todo z que pertenece a un intervalo [a, b].

F'(z) = f(z) para todo x en I

Asi, decimos que F(x) es una primitiva de la funcién f(z) si su
derivada es precisamente la funcion f(zx).

Cualquier antiderivada de f debe ser de laforma G(z) = F(z) + C,

es decir, dos antiderivadas de la misma funcién pueden diferir a lo
mas en una constante. Por tanto, F'(z) + C es la antiderivada mas

general de f(x).

1.2 Integral indefinida

Notacién de la integral indefinida, por conveniencia, se introducira la
notacién para una antiderivada de una funcion. Si F(z) = f(x),la

antiderivada mas general de f se representa por:

/f(:c) dex = F(z)+ C

El simbolo f fue introducido por Leibniz y se denomina signo integral.
La notacién [ f(z)dz se denomina integral indefinida de f(z)
respecto a z. La funcién f(x) se denomina integrando.

11



El proceso de encontrar una antiderivada se denomina
antidiferenciacion o integracion. El niamero C se denomina

constante de integracion.

La notacién F'(z) + C representa una familia de funciones; cada
miembro tiene una derivadaigual a f(z).

por ejemplo, la antiderivada mas general de f(z) = 2z es la familia
F(z) = z* + C, lagraficade la antiderivada.

\/

T

Figura 1.1. Familia de antiderivadas de f(z) = 2z.

Siempre que se obtiene |la derivada de una funcién, al mismo tiempo
se obtiene una féormula de integracion. Por ejemplo,

Formula de derivacion Formula de integracién

12
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Propiedades de la integral indefinida

1. [ kf(z)dx = kF(z) + C,donde k es cualquier constante.
2. [1(2) £ g(2)] dz = [ f(z)da + [ g(z) da,

donde las constantes C = C5 se sustituye por una simple C'.

9 Ejercicio. Integral Indefinida.
) Utiliza las formulas y propiedades para calcular la integral
indefinida propuesta en el interactivo®.

Realiza primero los calculos y verifica el resultado obtenido
oprimiendo el botén solucion. Por ultimo, oprime el botén otro
ejercicioy repite los pasos anteriores.

7]

Calcula f—E. x“dx

Otro cjecico ] Solucion

Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio, grupo de investigacion Gnomon.
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O Ejercicio. Integral Indefinida.
) Utiliza las formulas y propiedades para calcular las integrales.®

Realiza primero los calculos y verifica el resultado obtenido
oprimiendo el botén solucion.Por ultimo, oprime el botén otro
ejercicioy repite los pasos anteriores.

Observar las graficas de una funcién y sus integrales, ademas, de las
graficas de su familia de primitivas.

A
o]
Calcula
_,I'r-E dx

1 MEF neaE s ba gratca 4

Zhig= a0 nam= pEra modificar b escala
del gje de ardonadas

®

Cada mundicas represonia la anesd oo

& e

y 10 unidades en &l eje y.

2D €D

va Descarga: Tabla de Integrales.
Tomado de: Calculo Transcendentes Tempranas. D. Zill 4ed.

Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio y Consolacién Ruiz Gil.
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1.3 Introduccion a la Integral definida

1.3.1 El problema de area

Asi como la derivada es motivada por el problema geométrico de
construir una tangente a una curva, el problema histérico que
conduce a la definiciéon de integral definida es el problema de
encontrar un area.

Historicamente, el calculo integral surgié de la necesidad de resolver
el problema de la obtencidon de areas de figuras planas. Los griegos lo
abordaron, llegando a formulas para el area de poligonos, circulos,
segmentos de parabolas, etc.

El método que emplearon consistia en aproximar exhaustivamente la
figura cuya area se deseaba calcular mediante poligonos de areas
conocidas.

Mueve el control Ny observa:

Aproximacion del area por medio de N poligonos.*

4 Adaptacién de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
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Veamos algo andlogo, pero utilizando rectangulos que es como
actualmente se plantea a nivel tedrico, Mueve los controles N,
desplazay zum, y la observa escena:

o]

ZUum

4)

desplaza =
Y. <

4)

Aproximacion del area por medio de N rectangulos.”

Este procedimiento original de Eudoxo (406 a.C. - 355 a.C.) fue
utilizado esporadicamente por Euclides (hacia 300 a.C.) y de forma
sistematica por Arquimedes (286 a.C. - 212 a.C.) Hacia el siglo XVI de
nuestra era, este método pasé a llamarse método de exhaucién o
método exhaustivo.

HELLAS

Figura 1.2. Archimedes.

3 Adaptacién de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa
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Basandose en ese método, los matematicos del siglo XVII (Newton,
Leibniz, etc.) introdujeron el concepto mas general de integral
definida de una funcién, f, en un intervalo. Este concepto fue

posteriormente mejorado por Cauchy (1789-1857) y por Riemann
(1826 - 1866).

Figura 1.3. Newton.

A continuacion y mediante un ejemplo mostraremos en qué consiste
el método de exhaucion. Aplicando la misma idea introduciremos de
forma intuitiva el concepto de integral definida de una funcién.

El objetivo inicial sera calcular el area del recinto plano limitado por
el eje de abscisas, la gréfica de la funcion f(z) y lasrectasz = a 'y

x = b, siendo a y b nUmeros reales cualquiera. Queremos hallar el
areade laregion coloreada en la figura de laizquierda.

Arquimedes en su método de exhaucién hacia lo siguiente: Para cada
numero natural n dividia el segmento [a,b] en n partes iguales de

longitud b%“ Sobre cada una de esas partes construia un rectangulo

con la altura de la ordenada maxima (rectangulo superior o
circunscrito).

17
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9 Ejercicio. Introduccion a la integral definida.®
) Calcular el areade laregion sombreada en la figura.

Para iniciar, primero oprime el botén continuar.

Haz clic en el botén rectangulos superiores y realiza las actividades
propuestas.

Puedes mover la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

o]

AREA DE UNA REGION PLANA . -
Suma de rectangulos externos = 15,5 INTRODUCCION A
SUma nr-mrmngulngmmmn& =1 Lpn. |NTEGR.IG|L DEF'N'DA

Area = lim "
now  F Heax =135

= El objetivo inicial sera calcular el area

del recinto plano limitado por el eje de
abscisas, la grafica de la funcion I(x) y
lasrectasx=ayx=»h, siendoayhb
numeros reales cualguiera.

Queremos hallar el area de la region
coloreada en la figura de la izquierda

f(xy= S 24 n{ }
L ) | )

A Mos o d b [ Corinn

Cambia la funcién y realiza de nuevo las actividades propuestas con
sus respectivos analisis.

6 . . , ., o
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio y Consolacién Ruiz Gil.
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Antes de continuar con la solucién del problema de area es necesario

hacer una breve digresion para analizar una notacién atil para una
suma de nimeros como:

1+2+34+4+5+64+...+n
1.3.2 Notacidén sigma

i Finaliza en este

| valor de n
n
El simbolo siginifica __Z L
la suma de &’
I Inicia con el
— valor de k

A menudo se usa la notacién sigma para escribir de manera mas
compacta las sumas de muchos términos. Por ejemplo,

n
zk2:12—|—22—i—32—|—42—0—...—|—n2
k=1

Férmulas de sumas especiales, particularmente sumas que implican
potencias de enteros positivos del indice de la suma. Para n un entero
positivo y c cualquier constante,

n

i).Zc:n-c Zk— n—l—l)

k= 1

2
i) Z 12 _ n(n + 1)6(2n +1) . Z 13 _ (n —I— 1)
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0 Ejercicio. Sumatorias.
) Calcular el valor numérico de cada sumatoria.”

Realiza primero los calculos y escribe el resultado obtenido, para
verificar pulsa la tecla "enter 1"

Por ultimo, oprime el botéon Otro ejercicio y repite los pasos
anteriores.

o]

En esta actividad practicaras con el calculo de sumatorios.

- Utiliza los teoremas como ayuda a solucionar el ejercicio.

Ejercicio 1

5
Calcula: Z (2i-1) =
i=1

Otro ejercicio

La notacién sigma y las férmulas de sumas anteriores se usaran de
inmediato en el siguiente analisis.

7 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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1.3.3 Suma de Riemann
¢Qué son las sumas de Riemann?

Una suma de Riemann es una aproximacion del area bajo la curva, al
dividirla en varias formas simples (tales como rectangulos o
trapecios).

Mueve el control N y observa la aproximacién del area por medio de
N rectangulos.®

o7

5
2 S5 )0, —x,_,) =8.661
fi=

1 —
— e
.

\ v={1x)

e

Sea y = f(«) una funcién definida sobre un intervalo cerrado |a, b],
donde:

< Sedivide el intervalo [a, b] en n subintervalos [zy_1, x| de
anchos Az, = z — x;_1 donde:

a=x) <X << ... <Tp_1<xp,=2>

8 Adaptacién de una escena de José Luis Abreu con licencia CC by-nc-sa

21


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/interactivos/interactivo6.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/

¥ Se escoge un nimero x; en cada subintervalo [x_1, xk]
gue se denominan puntos muestra, estos n nimeros.

A menudo se usa la notacion sigma para escribir de manera mas
compacta las sumas de muchos términos, por tanto, de lo anterior se
forma la suma:

> flzi) - Az
k=1

Sumas que corresponden a varias particiones de [a,b] que se

denominan sumas de Riemann en honor del famoso matematico
aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann.

La suma representa el area

total de los rectangulos vy el \
resultado de esta suma se
aproxima numéricamente al \

areabajolacurva f.

Desde luego, la aproximacion
al area bajo la curva mejora
muchisimo en la medida que el
numero n de particiones sea

mayor. De esta manera la
suma converge al area bajo la
curva, cuando el niumero n de

particiones tiende a infinito.

la grafica nos muestra la aproximacion del area bajo la curva f, entre
las abscisasx = —2yx = 4.

22
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@'Refuerza lo aprendido.

Aplicacion de la suma de Riemann.
Analiza los siguientes ejercicios resueltos y practica.

Imprimar

Ejercicio 1.

4—-1 3
Se tiene que, Mp = = — ¥ =14+ (
n n

2
Donde flzi) = (1 — (%)'L) +5 entonces,

J

4

H
|
o
—
=
H
Il
5

a
|
#

1

Tl:'

Wi
o~ — T
Slw 2w ﬁlw'-M:’

t= n
f—+00 - L &
1=1 1=1 =1
~ lim 6 - 6n(n+1) N In(n + 1}52?1 +1)
—+00 D11 6nZ
-t es(id) - 3(0-2) (-]
N—+30 n 2 T T
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0 Ejercicio. Sumatorias.
y Calcular el valor numérico de cada sumatoria segun el grafico

dado.’

Primero, observa que el area buscada es la de un trapecio. Segun los
datos dados ;Cual es valor del ancho de cada rectangulo (Ax;)?

Escribe el valor y pulsa la tecla "enter 1"

Oprime el botdn otro ejercicio para practicar con otras funciones,
donde podras modificar el valor de ny de a.

o]

(Recuerda que el drea del trapecio debajo] f(x) = x+2 Funcidn lineal
de la linea verde es:

Ejercicio 1.

Observa que el area buscada es la de
un trapecio de Altura: b=4

Si dividimos el intervalo [a, b] en siete (7)
subintervalos.

¢Cual es el valor de Ax?

Usa el simbolo 7 para fracciones, por ejemplo —2047
n 4 »
Rectangules inlenores
a4 b oo d LS

Puedes mover la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

9 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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De tal manera la siguiente definicién indica que la integral definida de
una funcion integrable puede aproximarse dentro de cualquier grado
de exactitud mediante la suma de Riemann.

Definicion.t®
Si f es una funcién continua definida para a < x < b, dividimos el
intervalo [a, b] en n subintervalos, con Az igual ancho Sean a =
X, L1, Lo, ..., L, = b los puntos extremos de estos subintervalos y
sean 7,3, ..., Z, los puntos muestra en estos subintervalos, de
modo que z} se encuentre en el i-ésimo subintervalo [z; 1, z;],
Entonces la integral definida de f, desde a hasta b, es

b n

/ f(z)dx = lim E f(z;). Az
n—o0
a i=1
b—a

n

donde, Az = y i =a+1.Azx

1.3.4 El area como integral definida

Aplicacion de la integral
definida, el area bajo una - ~
curva acotada por rectas
verticalesy el eje de abscisas. \

Aproximacion del area bajo / \

la curva f, entre las abscisas " " N

r=ayx =0>.

10 Definicién tomada de: Calculo de una variable. Conceptos y contextos. J. Stewart 4Ed.
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Exploracic’)n. Aproximaciones del drea.!!
=

Aproximacion del area de la region, observa el grafico, haz clic
en el botén rectangulos interiores y en los botones de conclusion.

¢{Que conclusiones podemos obtener?

A
&)
Aplicacién de la integral definida
El drea bajo una curva, acotada por rectas verticales y el eje de abscisas

| i . : iPodemos aproximamos al area
o [Nl ]'-' 5| Bl m I" ] de la region de la figura!

oI 3

Tenemos dos tipos de aproximaciones:
con rectangulos superiores cuya suma
la denominamos S, y otra inferior cuya
suma denominamos s

Si llamamos A al valor del area buscada
observa los valores que se oblienen al
al modificar los controles paraa, by n:

S, =1152 s =958 A=1062

Teorema.
Si f es una funcién continua sobre el intervalo cerrado [a,b] y

f(x) > 0 para toda z en el intervalo, entonces el area A bajo la
grafica sobre [a, b] es.

A:/abf(zc)dw

11 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Aproximemos el area de la region de una figura dada.?

¢Que conclusiones podemos obtener? Identifica la grafica de la
funcion y observa la integral del area bajo la curva, ingresa una nueva
funcidony pulsalatecla "enter 1",

! e

Recuerda:

b
A= f fix) dx , con f{x) > 0
a

Ingresa una nueva luncion vy luego

haz clic en la tecla (enter) (J:

50 .
A= fas ((0.3)%x + 1) dx =10.7

Teorema fundamental del calculo.
Si f es una funcién continua sobre el intervalo [a,b] y F' es una

antiderivada de f sobre el intervalo, entonces

b
[ @ do = F) - Fl@

12 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Definicién.®
Si y = f(z) es continua sobre [a,b], entonces el area total A
acotada por su graficay el eje x sobre el intervalo esta dada por

/ @) de

La definicién anterior se puede proceder asi, usando la propiedad
aditiva del intervalo de la integral definida:

/ab|f(x)\dcc:/ac|f(w)|dm+/cb‘f(x)|dx
= A+ A,

Si f es una funcién que asume valores tanto positivos como negativos

sobre [a, b], entonces la integral definida ff f(x) dx no representa el
area bajo la graficade f sobre el intervalo.

vy =11 |

b b
j f(z)de - No es area / f(z)|dz - es area, A =A1 + Az

Figura 1.4. Areabajolacurva f.

13 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Ejercicio. Aplicacion de la integral definida.
) Calcula el drea de laregién dada utilizando la integral definida.4

Ingresa el valor obtenido, oprime el botén solucion y verificar tu
respuesta. Si tu respuesta es correcta, oprime el botdn otro ejercicio
y repite los pasos anteriores.

Recuerda:

b
A= fﬂ f(x) dx , con f(x) > 0

x=0 x=5 Calcula el &rea de la region mostrada
en la figura. Ingresa el valor obtenido
(con aproximacion a una cifra decimal).

(Recuerda separar las integrales
para valores de f{x) negativos)

A= f:(-i—xmx:

) e B

GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic Aqui.Grafique otras funciones.

Para utilizar el software de GeoGebra, escriba la expresién a graficar
en la barra de entrada, por ejemplo: y = z? + 4 se escribe:

Entrada... x*2 +4

14 . . .
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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(=

-2 Ejercicio. Area bajo la curva.
Calcular el area bajo la grafica de la funcion dada. *°

Ingresa el resultado obtenido y pulsa la tecla "enter <" para verificar
la respuesta.

o]

Calcula el area bajo la grafica de la funcion

f(x)=x+10 (

en el intervalo [-3,4)
Plantea y resuelve la integral definida, y

anota el resultado a continuacion.
En su caso, usa dos cifras decimales

Area = u

Otro Ejercicio

iRecuerda!
Utilizar propiedad aditiva en las integrales para valores

negativos de f(x).

b
La integral definida / f(z) dz no siempre representa el area bajo |a
a

graficade f sobre el intervalo [a, b]. Comprueba aqui

15 Escena disefiada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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1.3.5 El area de una region entre curvas

Exploracion.

Identifica las funciones f y g, observa como encontrar las

intersecciones entre las curvas y verifica los resultados dados
haciendo clic en el botén verificar. 16

Continua con la explicacién, oprime el botén continuar hasta
encontrar la expresién que calcula el area entre las curvas, por
ultimo, observa el resultado. Ten presente la indicacion dada
oprimiendo el botdn jAlerta!l.

o]

El 4rea de una regién entre curvas

-

iDebemos enconfrar los puntos de
interseccion de las curvas!

Los puntos de interseccion los podemos
enconfrar, igualando las ecuaciones de
las dos funciones:

¥ =4ax - xz,
Igualando a cero obtenemos:
2x° - 4x =0,
Facrorizamaos: 2x(x-2) =10,
cuya soluciénes:  x, =0yx, =2,
los puntos son: (0,0) ¥ (2, 4)

Haz clic para verificar:

b Verificar

16 Escena disefiada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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En lo visto hasta ahora, definimos y calculamos areas de regiones que
estan bajo las graficas de funciones, ahora usaremos integrales para
calcular las areas de regiones que quedan entre las graficas de dos

funciones fy g.

f (2,4)

(0,0)

Figura 1.5. El 4rea de unaregién acotada por las curvas f(z) = 4z — 22y g(z) = =2

Definicién.t’
Si f y g son funciones continuas sobre un intervalo [a, b], entonces
el area A de la region acotada por sus graficas sobre el intervalo
esta dada por

b
A= [ (1) - g(z)) da

7 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Exploracién. Area entre curvas.
V- . 7 .
Observa la region comprendida entre las dos curvas.!®

Mueve los controles a y b para Modificar la regién comprendida
entre las dos curvas. Oprime el botén otro ejemplo para ver mas
ejemplos.

Aplicacién de la integral definida
El drea de una regién entre curvas

\ : R E— iObserva la regién comprendida
| ||| plioo-b 4 |||”P|.|I| |
. | entre las dos curvas!
gix) =x" - %[
En esle caso, es necesario calcular paor
11 separado el area de cada region:

Region izquierda:

i
'/-— 1.0} ()= ())dx = 111

Region derecha:
1.10
T x f () =elxNde = 0.77
1]

f{x) = e -l

A .l':+1
J‘i .88 Otro t:]emplo
rea= 1.

En ocasiones es dificil, o hasta imposible, determinar los puntos
donde se cortan exactamente las dos curvas.

GeoGebra. Utiliza el software para graficar y verificar.
Clic Aqui. Grafique otras funciones.

18 Escena disefiada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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Como se muestra en los ejemplos anteriores, con la ayuda de una
calculadora para graficar o de una computadora, podemos encontrar
valores aproximados de los puntos de interseccion, y luego proceder
como antes.

En ocasiones la necesidad de hallar el area se facilita utilizando la
construccion de utilizar rectangulos horizontales.

Algunas regiones se manejan mejor si se considera a £ como una
funcion de y. Si una regién esta acotada con curvas de ecuaciones

z=f(y), z=g9g(y), y=cyy=d, donde f y g son continuas y
f(y) > g(y) parac < y < d,entonces su dreaes

d-———<

x=gl(y) [/

c—_———

0 ¥

Figura 1.6. El drea de una regién acotada con x como una funcién de .Y

19 Tomada de: Calculo, Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Area del elemento horizontal:
A = [gréfica derecha — grafica izquierda) - ancho

Ejemplos.
Calculo de area encerrada por dos funciones.?°

Analiza la solucion del adrea comprendida por las funciones f(z) y
g(z) y delimitadas por lasrectasz = ayz = b

Para ver diferentes funciones, oprime el botén otros valores y
observa la grafica que forman las funciones y las rectas que delimitan,
oprime el botdn ver grafica.

o]

Hallar el area comprendida entre las graficas f{x) y g(x).

f(x) = x* -5x -1 .
g(x) = -2x -3 Delimitada por lasrectas x=-2, X=4

b
Recordemos que: A = _,‘; ( f{x) - g(x) ) dx . entonces

4
Ax) = f-z ( x*- 3x+ 2) dx , donde el intervalo de integracion es [-2, 4].

Integrando:
_ 1 3x?
Afx) = E)u:‘1 "5 + 2%, evaluando laintegral en b=4, a =-2 en su valor absoluto

-T6
[

32
Se tiene que: A(b) = r3 Ala)=

10 _ 1533

por tanto, el areaes: A =

iObserva la grafica, analiza si la solucidon es correcta!

20 Escena de Consolacién Gil Ruiz, adaptada por el autor.
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Ejercicio 1. Area entre curvas.
) Aplicacion de la integral definida. 21

Calcula el areade laregion dada utilizando la integral definida.

Ingresa el valor obtenido del area de la regién sombreada, pulsa la
tecla "enter &"y verificar tu respuesta. Si tu respuesta es correcta,
oprime el botdn otro ejercicio.

b
Recuerda que A = fa ( f(x) - g(x) )dx

Dadas las siguientes funciones:
f(x)=e" y g(x)=x

Calcula el &rea de la regidn mostrada
en la figura. Ingresa el valor oblenido
(con aproximacian a una cifra decimal)

_/-/ y luego haz clic en la tecla J:

5| Para facilitar t trabajo, te mostramos algunos
puntas de interseccion o, si lo prefieres, haz clic
sobre el punto para conocer sus coordenadas.

A=

iRecuerda!
El 4rea acotada por las curvas esta dada por:

b
A= / (f(z) — gle)) de

2! Escena disefada por Juan Guillermo Rivera Berrio. CC by-nc-sa
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0 Ejercicio 2. Area entre curvas.
) Hallar el 4rea encerrada por dos funciones.??

Observa la region sombreada formada por las dos funciones,
determina los limites de integracion para encontrar el area de la
region.

Resuelve el ejercicio propuesto y luego verificar tus resultados,
oprimiendo el botén solucion.

Para realizar otro ejercicio, oprime el boton ejercicio.

Halla el area encerrada por las funciones =
y=6x"- 12x+5
y=6x+5

Solucion

22 Escena de Consolacién Gil Ruiz, adaptada por el autor.
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@'Practica lo aprendido.
Ejercicio 1. Seleccione falso o verdadero. %3

Lee el enunciado y despliegue el control de seleccion e indique si el
enunciado es falso o verdadero y oprime el botén verificar al finalizar.

Aplicacion de la integral definida
Calcula el &rea utilizando la integral definida

1. Sif(x) =x yg(x) =x + 1, el &rea entre las curvas de estas dos o
funciones es menor que 100.

2. Es indiferente qué curva va por encima o por debajo para el w
calculo del area entre dos curvas.

3. El area entre dos curvas debajo del eje de las abscisas w
es negativa.
4. Los puntos de interseccion de dos curvas, determinan los limites w

de integracion para el calculo del area encerrada por las curvas.

Ejercicio 2. Seleccién multiple con uUnica respuesta.

Responda las preguntas a continuacion, seleccione la respuesta
correcta, con ayuda del interactivo, ingresa la funcién dada, sus
limites de integracion y observe la region generada.

2 Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa
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Escena u 5 i6 ulti uni u o
R, Esce Preguntas. Selecciéon multiple con tGnica respuesta
pliar  Hazclick sobre la respuesta correcta.

&7

6 4
Al evaluar la integral i{x) =f1 {,x? -6x° + 6 ) dx se obtiene:

- 2
a 9= 895u

p, %= 745.83 u?
I(x) = -169.8 u°

I(x) = 270.9 u*

Ingrese la funcion fix) = /

‘3!*4 ' ')f“

f_: (3x - 4) dx

iRecuerda!
El AREA corresponde a la region azul menos la region
e

. "
a g/-30 b =130
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1.3.6 Volumen de un cuerpo de revolucion

Cuando tratamos de calcular el volumen de un sélido, enfrentamos el
mismo tipo de problema que al determinar areas. Intuitivamente
sabemos lo que significa un volumen, pero es necesario precisar la
idea usando el cdlculo, a fin de dar una definicidon exacta de volumen.

Rotamos las siguientes figuras, o lo que es lo mismo, rotar una
funcion f(x) en unintervalo y giramos su grafica alrededor del eje de

abscisas, generandose una superficie de revolucién.?*
o
SUPERFICIES DE REVOLUCION :
-—-—-—-_-_-_-_-_-_.

Revolucion de un

Superficie de revolucion

Las superficies de revolucién son figuras que se forman al girar 360°
una linea recta o una curva contenida en un plano, llamada
generatriz, alrededor de un eje de rotacion, contenido también en el

mismo plano.

24 Escenas (pag. 40,41) de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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SUPERFICIES DE REVOLUCION

Meni de funciones

[{x} senis ¥

Genora supericie

Sélidos de revolucion o cuerpos de revolucion

Los solidos de revolucién son figuras que se forman al girar 360° una
region de un plano alrededor de una recta, o eje de rotacion,
contenido también en el mismo plano.

o7

SOLIDO DE REVOLUCION

i i i el

iy
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1.3.7 Volumen de revolucion de un cuerpo sélido

Exploracion. Solidos de revolucion.
v- . 7 ’ .
Volumen de revolucién de un cuerpo sélido. %

iUsa los controles para observar cémo se genera el volumen!

Un volumen de revolucion se genera cuando una seccién rota
alrededor de un eje, para este caso la region de color amarillo Ia

rotaremos alrededor del eje x.

Aplicacién de la integral definida
calcula el drea utilizando la integral definida

Miouse izguilardn sostenco g ka figura W A0

Eje ¥

El la siguiente escena interactiva, sigue los pasos y observa la regién
formada por el solido de revolucién.

25 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Exploracion. Solidos de revolucion.
V- . 7 . . 7
Region formada por el solido de revolucién. 24

Observa laregion formada por el solido de revolucion.
Oprime el botén Paso 1y sigue las indicaciones dadas en cada paso.

Puedes girar la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes
ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

Haz clic en el haton "paso 17, ohserva comao se forma ol
volurmen de revolucion,

Si unaregion R en el plano xy se hace girar alrededor de un eje L, se
genera un sélido denominado sélido de revolucion.

26 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Figura 1.7. Sélido de revolucion (Tronco de cono)

El volumen de este solido es A(zi)Az, de modo que una

aproximacion a la concepcion intuitiva del volumen de la i-ésima
rebanada S; es:

V(S;) =~ A(zi)Ax

Al sumar los volumenes de estas rebanadas, obtenemos un valor
aproximado del volumen total (es decir, a lo que pensamos
intuitivamente que es un volumen). Esta aproximacion parece ser
cada vez mejor cuandon — oo.

Definicién.?’
Sea S'unsdlidoqueestaentrexz = ayx = b.Si el drea de laseccidon
transversal de S en el plano P,, a través de x y perpendicular al eje

z, es A(x), donde A es una funcién continua, entonces el volumen
de Ses

n

b
V:/ A(z)dr = lim Y A(x;).Az

n—00 4
=1

27 Definicién tomada de: Célculo de una variable. Conceptos y contextos. J. Stewart 4Ed.
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Método del disco

Como se acaba de analizarse, el volumen V de un sdlido puede

encontrarse por medio de una integral definida siempre que se
conoce una funcién A(x) que proporciona el drea de una seccion

transversal formada al hacer pasar un plano por el sélido de forma
perpendicular a un eje. En el caso de encontrar el volumen de un
solido de revolucion, siempre es posible encontrar A(x); el eje en
cuestion es el eje de revolucién L.

b ! |

a) Region b) Disco c) n discos d) Sélido de revolucion

Figura 1.8. Superficie de revolucién %8

Cuando el elemento rectangular rojo en a) gira alrededor del eje « se
genera el disco circular rojo en b), donde es area de es disco circular
es:

por tanto,

28 Definicion tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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b
Volumen, V= 7r/ f(z) dz

_u

Ejercicio 1. Area bajo la curva.
) Integral definida - Calculo del 4rea bajo la curva. °

Calcula el drea bajo la curva.
Ingrese la funciény pulsa la tecla "enter 1"y observa los resultados.

o]

. 3.0 = ;.-21.
Area = fun 3*sin(x/2) dx ) R

A =558

Suma superior = 7.69
Suma inferior = 4.64

» 4l CERICI jeofb 4] 1 (3 X

27 Calculo Integral, Proyecto Pi. Edicién grupo de Investigacion Gnomon. Instituto
Tecnolégico Metropolitano (ITM), Colombia, Medellin.
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0 Ejercicio 2. Volumen de un solido de revolucion.
) Integral definida - Calculo del volumen de un sélido. 3°

Calcula el volumen del solido de revolucién. Ingrese la funcién y pulsa
la tecla "enter 1"y observa los resultados.

o7

3.0
V=T fw ( 3*sin(x/2) )? dx
V=40.42

Suma superior = 48.92
Suma inferior = 32.04

Rectangulos supsnores Sin tapas

ndl DEE] _ o] s 4] I [wfzo]

Aplicaciones de la integral definida. Practica con varias funciones
para calcular el rea bajo la curvay el volumen de revolucién.

30 Caleulo Integral, Proyecto Pi. Edicién grupo de Investigacion Gnomon. Instituto
Tecnolégico Metropolitano (ITM), Colombia, Medellin.
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1.3.8 Volumen de revolucion de seccion hueca
Exploracién. Sélido de revolucion.®!

Un volumen de revolucién se genera cuando una seccion rota
alrededor de un eje, para este caso la region de color amarillo Ia
rotaremos alrededor del eje x.

iUsa los controles para observar cémo se genera el volumen!

o]

[ |

‘Aplicacidn de la integral definida
Cilculo del wolumen de revolucidn de seccifin hueca

Ln vnlumen de ravnlurcicin ce spocion
husca s5e gansra cuando una seccian
larrmadda por dos curvias rola adredoedan
e un e

Er ‘a1 esoeng se obserea una regicn
tarmada por 1as hencienes

fix)=2/x v oglxl=+/x
que rolaremoes wrededor del gje s

Ll=a los controles para obasrear 2l
Uszrrallo dol welurmcn de revclucion.

Purdes rrar 2l cusrpo ohienida pon
clic derecha wostenido,

Para rotar el solido formado, oprime en el mouse clic izquierdo
sostenido y arrastra, o para cambiar la escala, oprime en el mouse clic
derecho sostenido y arrastra, sobre el sélido.

31 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Exploracion. Sélido de revolucion.
v- . 7 . . 7
Observa la region formada por el solido de revolucion. 2

Oprime el botén Paso 1y sigue las indicaciones dadas en cada paso.

Puedes girar la grafica con clic izquierdo o, si lo deseas, puedes

ampliarla o reducirla con clic derecho sostenido.

Aplicacidn de o integral definida
Clcislo gl woluirmen  revolscidn de seooin ecs

En las psceni de Lo izguierdi bay
LING SECCI0n CONformada por dos
funricRez ¥ LR SERMERR YRAICA
[¥ = b}, Cambla & posicion de
QL oy melnl con o ke 0
desplazarmienta al lugar qus
dazers. uegn grnera & Ralidn

de resvulucidn @ Qud cbsereas?

b k
Haz clic en el batén "Contnuar” v abserva cdmo so

forma &l volumen de revolucion de seccion husca

o]

Para rotar el solido formado, oprime en el mouse clic izquierdo
sostenido y arrastra, o para cambiar la escala, oprime en el mouse clic

derecho sostenido y arrastra, sobre el sélido.

32 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Método de la arandela

Sea R la region acotada por las graficas de las funciones continuas
y= f(x), y=g(z) y las rectas ¢ = a y x = b, que se hace girar
alrededor del eje x. Entonces una rebanada perpendicular al eje x del
soélido de revoluciéon en x; es una circular o anillo anular. Cuando el
elemento rectangular de ancho Az gira alrededor del eje x, genera
una arandela. El area del anillo es

A(z;) = drea del circulo — area del orificio

a) Region b) Arandela c) Solido de revolucidon
Figura 1.9. Superficie de revolucién 32

Cuando el elemento rectangular rojo a) gira alrededor del eje = se
genera la arandela circular roja b), entonces el volumen del sélido es

V= [ (i) - Aafa)) do = [ w(f(e) - g(0)?) da

33 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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b
V—r [ (faf - g(e)) da

S Ejercicio. Integral definida.

1x

Calculo del volumen de un sélido formado por dos funciones.3

Ingresa el valor obtenido, pulsa la tecla "enter <1 "y verificar tu
respuesta, si tu respuesta es correcta, oprime el botén otro ejercicio.

=l

El solido de seccion hueca que se observa, se formao

al rotar la region acotada por;

f(x) = x, g{x}= ; a=0, b=3.00

El volumen es igual a V= b

34 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Refuerza lo aprendido.
Aplicacion del area bajo la curva y el volumen de un solido de
revolucién. Analiza los siguientes ejercicios resueltos y practica.

=

Imprimar

o]

Ejercicio 1.
Calcular el area de una
region acotada por la curva

f(z) =2 +5 \
y las rectas -

r=1 z =4

Solucion.
b 4
A:/ f(m}dmz[(m2+5)dm
a 1
g 4

1 T
Azf (3:2—|—5}d:c=——|—5$
1

3 1
43 1%

=3 +5(4) - (? +5(1))
63

=3 +15 =36
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Capitulo Il

Técnicas de Integracion







2.1 Integracion directa

Se utiliza haciendo uso de recursos algebraicos, propiedades y de las
formulas que se encuentran el la tabla de integrales de formas
basicas y que fueron trabajadas a principio del texto.

Integracion de potencias

n+1

I x"dx = — +C (n# —1)

. n+1

Integracion de constantes

| cf(x)dx = ¢ | f(x)dx | kdx =kx + C

Suma de funciones Integracion logaritmica
. M N N ]

l [f(x) + g(x)]dx = ‘_f(.\'] dx + ‘ g(x) dx —dx=In|x|+C
: . . L
Integracion exponencial _

- . (II'
|e=‘cf.1‘=e"+f.‘ ‘r.*‘d.\'=—+(.“
. . Ina

Integracion algebraica

. . l

| = dx =tan"'x + C l ——dx=sen'x+ C
i e & oaE—xt

Integracion trigonométrica

| senxdx = —cosx + C ‘ cos xdx =senx + C

| sec’xdx=tanx + C ‘ cse’xdx = —cotx + C

| sec xtan xdx =secx + C ‘ cscxcotxdx = —cscx+ C
| senhxdx = coshx + C ‘ cosh x dx = senhx + C

/ﬁ(x) En la parte superior derecha de este texto encontramos una
=7 Tabla® mas ampliada de férmulas de integracion.

35 Tomada de: Calculo: Transcendentes Tempranas. D. Zill. 4Ed.
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r—2
Ejemplo. Evaluar
jemp / =

/(:13 — 2):1:_1/3 dr =

Wi

2/3 dr — / -1/3 dx
+C

oo|cn| g;glm \

CADI[\D| 8

_ 3Vab
5

-2 Ejercicio. Integral indefinida - Directas.
) Resuelve integrales de forma directa y observa su solucion. 3¢

e

Calcula _[5 x*%dx

36 Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa
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@} iRecuerda!
La antiderivada o integral indefinida se representa por:
/f(x) de =F(z)+C

2.2 Integracion por sustitucion.
Integracion por sustitucion o cambio de variable.

Cuando se presentan funciones compuestas, en las que ya no es
posible una integracion directa, puede ser que con un cambio de
variable se transformen en integrales inmediatas.

A menudo se encuentra una integral que no puede clasificarse en una
forma conocida como la de la tabla de integrales o integrales que
pueden llamarse inmediatas.

Por ejemplo, no es posible evaluar mediante la aplicacion inmediata
de cualquiera de las formulas de la tabla anterior la integral

/:135(336 —3)%dz

No obstante, al aplicar una técnica de integracién algunas veces es
posible reducir una integral como ésta a una forma conocida.

En muchas ocasiones, cuando la integracion directa no es tan obvia,
es posible resolver la integral simplemente con hacer un cambio de
variable adecuado. Este procedimiento se conoce como integracion
por sustitucion.

En este caso las formulas de integrales se las puede observar no solo
se utilizan en términos x sino para otra variable.
59



Regla de sustitucion. Si u = g(z) es una funcién derivable cuyo
rango es unintervalo I y f es continua sobre I, entonces

[ fola).g @ de = [ () du

Procedimiento sugerido.

1. Seleccione una sustitucién u = g(x).

Por ejemplo, de / z°(z® — 3)® dx, tomaremos  u = x% — 3

2.Hallar du = ¢/(z)dz por tanto, du = 6z°dz

3. Reescribir la integral en términos de la variable u, entonces la
1
integral sera g/(u)8 du

4. Evaluar laintegral resultante en términos de u, por tanto,

1 8 7 _ L
Ef(u) du—5—4(u) +C

por ultimo, regresamos a la variable original x.

6 9
5(,.6 _ 9)8 _(m —3)
/x(a: 3) da:——54 +C

iRecuerda!
El método de integracién por sustitucion o cambio de
variable tiene como origen la regla de la cadena de la derivada.

60



O Ejercicio 1. Integral indefinida - Sustitucion
) Calculalas siguientes integrales.3”

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botén solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botén ejercicio.

o]

Calcular la siguiente integral: TE0 02 TUnCEn

f 3527 % dx

i .
Corsaullar Labla de mlearales

La regla de sustitucién para la integracion aplica la regla de la cadena
para la derivacién. Por tanto, observe que, si u = g(z), entonces

du = ¢'(z)dz.

37 Escena de Consolacién Ruiz Gil, Carlos Mario Restrepo Restrepo, Miguel Angel Cabezén
Ochoay Juan Guillermo Rivera Berrio.
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|
A
(=}

Ejercicio 2. Integral indefinida - Sustitucion
Calcula las siguientes integrales.®®

Parainiciar oprime el botén ejercicio.

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botén solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o7

LA REGLA DE SUSTITUCION

Algunas raglas pars calzulan la arfidenvada s suedas consutar hesiendn chs &9 gl
boton “takla”, Yo obstante . oFas regliag no 860 sufitientes para svaluiar inegales

ponves: | 2m 4 " 6 oals Bapud oo el sl Seoongpanoe que s g

erionces podemos exprisal ¢ diferencial de u as du = 2xix

Vamaos a organizar nuestra integral pars el cambia de vanable: | 4/ =% Zxdx
AlerA, podainde; susbilaar oo T satialle ooy s erencial olidanianin

— 5 -

| 4,‘_-"' oedun, iy ol e ill = ia
' 2
A AUSHItUIr L por |8 eXprasdan gn K, SScHntramos |a salucan hnal & nuestrs inkegral

t 3k o/ KB dx = L8] .
oo S o

Se debe tener presente al utilizar el método, que la dificultad se
puede presentar sino se escoge un cambio Util, ya que, en caso
contrario, la integral resultante puede ser de mayor dificultad que la
integral inicial.

38 Escena de Consolacién Ruiz Gil, Carlos Mario Restrepo Restrepo, Miguel Angel Cabezén
Ochoay Juan Guillermo Rivera Berrio.
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[0 Ejercicio 3. Integral indefinida - Sustitucion
) Calculalas siguientes integrales. 37

Parainiciar oprime el botén ejercicio.

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botdn solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botén ejercicio.

2
o
Seleccwona al npd de . 5.
Runcion a integ) rar Halla _,lll':';]"- T

oo

¢Que sucede con las integrales definidas?

El método de cambio de variable es un poco mas complicado cuando
se aplica en integrales definidas porque al cambiar la variable, deben
actualizarse los extremos de integracion. Una forma de evitar este
problema es resolver primero la integral indefinida.

39 Escena de Consolacién Ruiz Gil, Carlos Mario Restrepo Restrepo, Miguel Angel Cabezén
Ochoay Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Cuando se evalua una integral definida por sustitucién, pueden
solucionarse de dos formas:

< Una forma, es evaluar primero la integral indefinida v,
enseguida, aplicar el teorema fundamental, por ejemplo:

4
1 1
/ \/2x+1dw:§/u%du:§(2w+l)% =
0

1

= 5(9)

%(2(4) +1)

< Otra forma que suele ser preferible, es cambiar los limites
de integraciéon cuando se cambia la variable, por ejemplo:

u=2x+1ldondeu=20)+1=1, u=2(4)+1=9

1 26
— (1) = ==
3() 3

wino
wino
wirno
wirno

5200 +1)

4 9
1
/ \/2w+1dm:§/ u? du =
0 1

Regla de sustitucion. Si ¢’ es continua en [a, b] y f es continua en el
intervalode u = g(x), entonces

b g(b)
/ f(9()) - o' (2) dz = / £(u) du
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2.3 Integracion por partes

Toda regla de derivacion tiene una correspondiente regla de
integracion. Por ejemplo, la Regla de sustitucidon para integracion
corresponde a la Regla de la cadena para derivacién. La regla que
corresponde a la Regla del producto para derivaciéon se denomina
regla para integracion por partes.

Pasos para utilizar la integracién por partes:

1. Se realiza la eleccién de u y dv en la integral dada, donde u es
igual a una de las expresiones de la integral de tal forma que su
derivada sea una expresion mas simple y la funcion dv suele ser
el factor mas complicado en el producto que puede integrarse.

2. Luego se diferencia el factor u y se integra la funciéon dv.
u = f(z) =% du = f'(x)
dv = ¢'(z)de —— v = /g'(a:) dzx

Integrar

3. Luego expresamos los datos obtenidos en la expresion:

J;r dv = -.1.' — J v ..
r 1

se integra
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2 Ejercicio 1. Integral indefinida - Por partes.*°
) Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime
el botén solucion. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o7

Escoja una apcldn

cgc npcion i

Elige al ligpo de praldams gus prafisras,

Consideremos otra regla nemotécnica que nos va a guiar en la
eleccién, a priori, mas adecuada para seleccionar la funcién u, es la

palabra LIATE, que se un acréonimo de:

L ogaritmicas.

I nversas.

A lgebraicas.

T rigonométricas.
E xponenciales.

4% Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa
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Formula de integracidn por partes:

Judv=uv- vva

Ejercicio 2. Integral indefinida - Por partes.
) Calcula las siguientes integrales.*!

Oprime el botdn clic para iniciar, resuelve el ejercicio propuesto y
completa la respuesta. Oprime el botdn ver la solucion y verifica,
realiza mas ejercicios oprime el botén otro ejercicio.

o]

SR ceiolom: Ejarcicos de integracidn por partes
debrs evaluar k3 mlegeal W

g e olky, Manare gl Cggdeg

b olvmleompr v e mprme o= =y b

worriara e K derechia

S e mape pres. Sapm w
D dy Fracgmne s il
ke era Pncilnady =", pad
e i R LR ]

Finalergwia. oo o batda
fw respEueesia

L, L (R e

4! Escena de Consolacién Gil Ruiz. CC by-nc-sa
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2.4 Potencias de funciones trigonométricas

Cdémo integrar potencias superiores de senx y cosx, productos de
potencias de senx y cosz, se usan identidades trigonométricas para
integrar ciertas combinaciones de funciones trigonométricas.

Esta técnica es utilizada para integrales de la forma
/ Sen™(x).Cos™(z) dx

Para evaluar integrales de este tipo se tienen dos casos:

Caso I: Sim o n es entero positivo impar.

Se utiliza una de las siguientes identidades:

v Sen?(z) =1— Cos*(z)
v Cos*(z) =1— Sen?(z)

Caso ll: Si m y n son enteros positivos pares.

Se utiliza una de las siguientes identidades de angulo dobles (ambas
si se requieren):

4 Sen®(x) =
J Cos*(z) =

(1 — Cos(2z))
(1+ Cos(2x))

N DN

Para cada caso, una vez transformada la integral mediante la
identidad trigonométrica apropiada, ésta se resuelve de manera
directa o usando la técnica de sustitucion.

68



Supongamos Cos™(x), donde m es impar, o sea m = 2k + 1,
entonces:

Cos***1(z) = Cos*(z) - Cos(z) — Se descompone
(Cos*(z))* - Cos(z) — Se reorganiza
(1 — Sen?(z))*(x) - Cos(z) — Se Utiliza identidad Cos*(z)

/(1 — Sen?(z))*(x).Cos(z) dx = /(1 — u?)Fdu

donde,u = Sen(x)ydu = Cos(z)dz.

2 Ejercicio 1. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calculalas siguientes integrales.*?

Halla fl:ﬂETJldJ{ .

42 I . . . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Sea Sen™(x), donde m esimpar, o seam = 2k + 1, entonces:

Sen?*™(x) = Sen*(zx) - Sen(z) — Se descompone
(Sen?(z))* - Sen(z) — Se reorganiza
(1 — Cos*(z))* - Sen(z) — Se Utiliza identidad Sen?(z)

/(1 — Cos?(x))*(z) - Sen(z)dx = — /(1 — u?)rdu

donde, u = Cos(x) ydu = —Sen(z)dz.

-2 Ejercicio 2. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calculalas siguientes integrales.*®

Halla f5en5x dx .

43 I . . . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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0 Ejercicio 3. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calculalas siguientes integrales.**

Ejercicio 3y 4, del tipo Sen™(z)Cos™(z), con m o nimpar.

Halla [ (sen’x-cos’x)dx ,

==

Ejemplo. Evaluar/Sen3(az)Cos6(a:) dz

/Sen?’(w)Cosﬁ(w) dr = /Sen(a:)Sen2(a:)Cos6(x) dz

= /Sen(:c)(l — Cos*(z))Cos®(x) dx

Sea wu = Cos(xz), entonces du= —Sen(z)dx

44 . . o . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Por tanto, la integral con cambio de variable es:

/Sen(:c)(l — Cos*(x))Cos’(z) dx = — /(1 — u?)uldu

'LL7 ’U,S
- Y Y 0
778"
7 8
/ Sen®(z)CosS(z) de = — 0037 @) | 0088 @ ¢

-2 Ejercicio 4. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calculalas siguientes integrales.*

Halla [ {cos’x-sen"x)dx ,

45 . . o . . ,
Escena de Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Como integrar productos de potencias de Tan(x) y Sec(x), se usan

identidades trigonométricas para integrar ciertas combinaciones de
funciones trigonométricas.

Esta técnica es utilizada para integrales de la forma
/Tanm(a:)Sec"(a:) dz

Para este tipo de integrales se usan las identidades:

1.mparyn € R,seutiliza

1 + Tan?(z) = Sec?(x) y sustituir u = Tan(z)
2.nimparym € R,se utiliza

Tan?(xz) = Sec*(x) — 1y sustituiru = Sec(z)
3.mimparyn = 0, utilizar integracion por partes, donde

u = Sec™ 2(z)ydv = Sec*(z)dz
4. m impary n par, se utiliza

Tan?(z) = Sec?(x) — 1,y emplear integracion por partes.
5m=0yn € ZT,seutiliza

1+ Tan?(z) = Sec?(z) y sustituir u = T'an(z)

Observaciones.

< Para los dos primeros casos, una vez transformada la
integral median te la identidad trigonométrica apropiada,
ésta se resuelve usando la técnica de sustitucion.

< Parael cuarto caso, al usar la identidad indicada, la integral
se reduce al tercer caso.
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O Ejercicio 3. Potencias de funciones trigonométricas.
) Calculalas siguientes integrales. 46

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botén solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botén ejercicio.

o]

Halla [ (tan’x-secx)dx

m

Para resolver integrales que incluyen combinaciones entre
cotangentes y cosecantes se procede de manera idéntica a la
planteada en la tabla usando las identidades de la cotangente y
cosecante.

6 Escena de Miguel Angel Cabezon Ochoa, Héctor Javier Herrera Mejia y Juan Guillermo
Rivera Berrio.
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Veamos ahora productos de funciones trigonométricas escritos
como sumas Yy restas, donde aplicamos otras identidades
trigonométricas, observa los siguientes ejemplos, oprime el botén de
la identidad deseada:

2

Inlegizkes gque 50 resushven apcancn denbdades de ko o I:I.[ﬂ]

1 f Sen(mx) Cos(nx) dx = sen{a + b) + senja - b) = 2 senfa) cos{h)

r Jlr‘ Cos{mx] Cos{nx) d= = cosfa + b + cos{a - b) = 2 cos{a) cos(b)

3. f Sen(mx) Senfnx) dx = cosfa + b) - cosfa - b) = 2 senfa) senb)

Ver ejemplos, oprme & hoion siguienie wer ejemplos

R Escena
pliar

[0 Ejercicio. Potencias de funciones trigonométricas.

Calcula las siguientes integrales. #’

Silta

Inlegizkes gque 50 resushven apcancn denbdades de ko o

[y

. f Sen(mx) Cos(nx) dx = sen{a + b) + senja - b) = 2 senfa) cos{h)
: Jlr‘ Cos{mx] Cos{nx) d= = cosfa + b + cos{a - b) = 2 cos{a) cos(b)
3 f Sen(mx) Senfnx) dx = cosfa + b) - cosfa - b) = 2 senfa) senb)

fud

]

Ver ejemplos, oprme & hoion siguienie wer ejemplos

47 escenas de Miguel Angel Cabezon Ochoa, adaptadas por el autor.
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Veamos otra técnica de sustituciones trigonométricas utilizando el
Teorema de Pitagoras.

Casol. 72 =aqa%— g2

En integrales que contienen

expresiones del tipo
A% a,2 — :132. a

x X
Donde, Senf = —, entonces

a
suponemos = a - send \]E.
En el triangulo se observa que: \Ka:- X

s s
va?—x2=a-cosf con _ESHSE
Casoll. 72 =q? + z2

En integrales que contienen
expresiones del tipo 5 "3
Va? + 22, \/X+a

x X
Donde, T'anf = —, entonces

a
suponemos = = a - tanf ‘9
En el triangulo se observa que: a

vVaz+z2=a-sech con —

|
IN
D
IN

S

N

6


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap1/fig1.png
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap1/fig2.png

Casolll. a2 =12 — 22

En integrales que contienen
expresiones del tipo v a2 — z2

Donde, Sech = Z, entonces ‘/ﬁ
. a“-x
suponemos ¢ = a - sect

En el triangulo se observa que: ‘B

Va2 —x2=4a-tanf con X

0<0<T o I<O<n

Observa los siguientes ejemplos.

i

Inlegrales que se resuaven aphcando cenbdades de [ lomix

1 fﬁm[mx}tnslm}d: =5en(a + b) + sen{a - b) = 2 sen(a) cos(h)
2 f Cos{mzx) Cos{nx) dx = cosfa + b + cos{a - b) = 2 cos(a) cos(b)
3. f Sen(mx) Sennx) dx = cosfa +b) - cos{a - b) = 2 sen(a) sen(b)

Ver iempins, aprme & boton Siguisnie
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INTEGRALES que contienen expresiones del tipo v/a? — z2

=

Imprimir

Tabla. Sustituciones Trigonomeétricas.

ﬂ.z—I2 .
f sz ; = - 32—12
ﬂz—Iz

@Descarga:

Tabla de Integrales: Sustituciones trigonométricas.
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0 Ejercicio. Sustitucion trigonométrica.
> Calcula las siguientes integrales.®®

Calcula las siguientes integrales, utilizando la regla

dr = sin~! (E) +C

1
/ﬂ/a2—zc2 a

Resuelve el ejercicio de emparejamiento, encuentra las parejas,
arrastrando las flechas de la integral de la columna izquierda a la
solucion de la columna derecha.

Verificar y realiza otro ejercicio, oprime el botén otro ejercicio.

"I,."I-Hz e

Lisardo esia regla: _.'r dx = san 1{5] +C
il
encuanira lzs pareas, arrasbranco Bs lachas de laimlagral
cde la columna izquicrda a la solucidn de la calumna derccha.
iLa solumna derechs debe quedar = azul clarod

1
—lx 1 -1, RX
o AuE = —san Y22y +
y D =2 =
.1 =1l g Lown 3% 4 o
4 8-16x%° Pl el i
.I'I .-l-':h"* - 1 12Ky L o
2 4-9n e (=)
%dx — Loon 2 4 o
'lll." 1E-Ox 4 3

48 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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2.5 Integracion en fracciones parciales

En la integracion por descomposicion en fracciones parciales,
integramos funciones racionales (razones entre polinomios) al
expresarlas como sumas de fracciones mas sencillas.

., . p\x ., .
Cuando una funcién racional ﬁ es una fraccién propia, o sea que
q(x
el grado del numerador es menor que el grado del denominador, se
recomienda usar el método de fracciones parciales.

Fracciones parciales:

Si una fraccion propia puede escribirse como la suma de fracciones
cuyos numeradores son de grado menor que el grado del
denominador de la fraccion dada, cada una de esas fracciones
sumadas se llaman fraccién parcial de la fraccidon originalmente dada.

Procedimiento:

1. Analizar la Fraccion Parcial, verificar que el polinomio del
numerador sea de menor grado que el denominador. En caso
contario, se transforma la fraccidén a una forma mixta, usando el
Teorema de la Division (Prueba de la division).

2. Factorizar el denominador si no lo esta. Siempre es conveniente
tener el denominador en factores.

3.Determinar las constantes, dependiendo del sistema de
ecuaciones que se obtenga se procede a resolverlo para
determinar el valor de las constantes del sistema.

4.Reemplazar las constantes, se sustituyen los valores de las
constantes determinadas para la expresion.
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Se presentan varios casos, segun los factores presentes en el
denominador:

Caso |. Factor lineal
Es un factor de la forma ax + b. En este caso la fraccion parcial

correspondiente es de la forma:

A
axr + b

Caso ll. Factor lineal repetido.
En este caso se deben asignar n fracciones parciales y tiene la forma:

< Paraelcaso z", las n fracciones son:

A B C N
—+—2+—3+...+—n
xZr X xZr i

< Paraelcaso (ax + b)", las n fracciones son:
A + = + ¢ + ...+
ar+b (az+b)? (ax+b)?* T (ax+b)"

Caso lll. Factores cuadraticos.
En este caso la fraccién parcial correspondiente es de la forma:

< Factor cuadratico no factorizable. Es todo factor de la
forma (az? + bz + ¢) con b*4ac < 0.

Az + B
ax? +bx+c
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< Factor cuadratico no factorizable repetido. Es todo factor
de la forma (az®+bzx+c)" con b*4ac <0, las n

fracciones parciales son:
Az + B Cx+ D Mx + N
2 + 2 g Tt 2
ax? +br+c (ax®+ bz +c) (ax?® 4+ bx + )

En todos los casos A,B,C,D,..,M y N son constantes a
determinar por medio de un sistema de ecuaciones.

O Ejercicio. Fracciones parciales. 4°
) Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime
el botdn solucion. Realiza otros ejercicios oprime el botdn ejercicio.

o]

Integracidn de luncicenés mcionales

Descomposicon en racciones simples
" "
| ik
& Ll Fiiw i
5 oo o el e geentio sl o)
o PR M T CATIn S AtArT 0] el e
e Ll P L R L
1 a b T L T iy iy
Fo. FEi
Jouieide & Sty
4

47 Escenade Miguel Angel cabezén Ochoa con licencia CC by-nc-sa
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Para esta actividad encontraremos integrales de funciones como:

/ 4x + 3
dx
x3 — 5x2 — 40z + 34

Esto te obligara a practicar, a su vez, factorizacion de polinomios, aqui
encontraras algunas escenas de factorizacion.

° Ejercicio. Fracciones parciales.
) Calculalas siguientes integrales.”®

Resuelve el ejercicio propuesto y verificar tu respuesta, oprime el
botén solucidn. Realiza otros ejercicios oprime el botén ejercicio.

o]

Caleular la siguiente integral: | .

Prachcar Bachnnraciio 1

Prachicar Sotonzscion 2

Praciicar EaChnnFachieo 3

0 Escenade Miguel Angel cabezén Ochoa con licencia CC by-nc-sa
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Caso. Grado del numerador igual o mayor al denominador

Si el grado del numerador es igual o mayor al del denominador, la
fraccion debe reducirse a una expresion mixta dividiendo el
numerador para el denominador. Para ello se aplica el "Teorema de la
Division" (Prueba de la division):

P(x) Residuo(x)
———~— = Resultad
divisor(z) esultado(z) + divisor(x)
z3 +4
Ej lo. Eval —d
jemplo. Eva uar/ag2_i_4 T

Como el grado del numerador es mayor que el del denominador,
utilizamos Teorema de la Division, expresando la fraccidon en mixta:

a2+ 4 | 22 4+ 4
—a¥ 4y T
4 —4x

donde: 2° — 4z = (4 — 4z) + z(x® + 4) dividiendo por z* + 4
toda la expresion, se tiene que:
' —4dz 4—4dz  z(a®+4)
z2+4  x2+4 + z?+4
z3 — 4dx 44—z
z2+4  z2+4

+x

La nueva integral quedaigual a:
3 +4 4 —4x
/w2+4dx:/x2+4dw—l—/wdw
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Se presentan dos integrales, donde la f x dx es de solucion directa:

2

T

d:—
/:I::v 2—|—cl

—4x + 4

La otra integral, / 5
T° +
irreductible z2 +4. En consecuencia, la descomposicion en

dx presenta un factor cuadratico

fracciones parciales es de la forma:

—4x +4 B Ax + B
22+4  x24+4

Entonces, al igualar los coeficientes, se obtiene que:

—4r+4=Ax — B
A=—-4 y B=4

En consecuencia, la integral se convierte en:

/A:U+Bd_/—4m+4d_/—4wd+/4d
x2+4 T x2+4 T= x2+4 v 2+ 4 v

iRecuerda! Utilizando la formula de integracion:

1 1
/—da} == -Tan_1(£)+C’

2 + a? a a

= —2-Ln|z* +4|+2- Tan_l(g) + co
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En consecuencia, la solucién de la integral esta dada por:

N8

3+ 4 x2
de =" —2.Ln|lz? + 4|+ 2 -Tan !
/:c2—|—4 r = n|lz” + 4| + an (5)+C

Resumen. Casos de fracciones parciales.

Factorz™ Forma del factor Forma de la Fraccioén parcial

n=>0 A = constante. No existe.

n=1 ar +b a@ib

n=1 (az +b)" w5ty Ty
n=2 ax? + bz + c %

n=2 (az® + bz + )" | Zafim t i T

En todos los casos A, B,C, D, ..., son constantes a determinar
por medio de un sistema de ecuaciones.

@Descarga:

Tabla Resumen. casos de fracciones parciales.
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2.6 Integrales impropias

Se ha estudia la integral de una funcién f acotada y definida en un

intervalo [a, b, donde a, b son reales.

Ahora intentaremos generalizar este concepto de integral para

funciones que no verifican que:

< Los limites de integracién eran nimeros finitos, y que

< La funcién f era continua sobre [a,b] o, en caso de ser
discontinua, que estaba acotada sobre el intervalo.

A

v -
v -

Exploracion.?

:Se puede utilizar directamente el teorema fundamental del calculo?

i

Para calcular

i Podras utilizar directamente el

7]

teorema fundamental del calculo?

Claro que NO, la funcién no esta
definida para x = 0, luego debes
acudir al uso de los limites.

Como la funcion esta definida a la
derecha de cero, puedes escrihir
la integral como:

lim dx

.
=1
X

J

t—0

51 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Ahora puedes utilizar el teorema fundamental del calculo y luego la
teoria de limites para solucionar la integral. Esto se puede ver, por
ejemplo en:

1. La integral de una funcién no acotada, definida en un intervalo
acotado, por ejemplo:

flz) =~ en (0,a

2.La integral de una funcion acotada, definida en un intervalo no
acotado, por ejemplo:

flz) = = en [1,+oo]

3.La integral de una funcion acotada, definida en un intervalo no
acotado, por ejemplo:

f(z) = = en (0, +oc]

iEstudiaremos!

El concepto de una integral definida en el caso donde el
intervalo es infinito y también en el caso donde f tiene una

discontinuidad infinita en [a, b].En uno u otro de estos dos casos la

integral se denomina integral impropia. A continuacion, veamos los
casos que se pueden presentar para solucionar este tipo de
integrales.
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2.6.1 Tipo l. Intervalos infinitos (no acotado).

Si el integrando f esta definido sobre un intervalo no acotado, hay
tres integrales impropias posibles con limites de integracién infinitos:

Definicién.>? Intervalos no acotados.

1.Si f es continua sobre [a, +00), entonces

+Oof( dr = hm/f

a b—+o00

2.Si f es continua sobre (—o0, b], entonces

b b
/_ f(x)dz = lim f(x)dz

a——0o0 a

3.Si f es continua sobre (—o00, +00), entonces

+0o0 +00

f(a:)d:r::/c f(z)dz + f(z)dz

Las integrales impropias fa+°° f(x)dzy f_boo f(x) dz se denominan
convergentes si existe el limite correspondiente y divergentes si el
limite no existe.

Para la definicién (3), la integral fj;o f(x) dx es convergentes si las
dos integrales convergen, de lo contrario, es divergente.

32 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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El drea sombreada en la figura representa el valor de la integral
impropia:

Figura 2.1. Funcién continuaen [a, +00) y en (—o0, b

Observa en la siguiente escena®® algunas integrales de este tipo.
:Determina si convergen o divergen?

Integrales impropias

53 . . ,
Escenas de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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iRecordemos!
El drea sombreada en la figura representa el valor de la
integral, expresada como:

A:/abf(a:)da;

Exploracion. Integrales impropias.
Integrandos infinitos.

Observa el drea de la region comprendida por la curva f(x), oprime
el boton Ampliar grafica.

Oprime el botén Otro ejemplo para ver otra funcién f(x).

Area de la region comprendida por la curva :

4>

1
f(x) ==
X )=~ en (1,+c)
JE
esta dada por: A= fl — dx

X3

) b1
expresada como, lim f — dx

tn

b= +oo
A 111 1 1
ati || ac2fioi]ez
i J 2 ( b? ) 2
Ampliar grafico Otro ejemplo

Usa el control a para cambiar el limite de integracion.
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iRecordemos!
La regla para calcular limites que tienden a 00, donde n es

un entero positivo, entonces:
1

lim — =0
z—oo

Ejemplo: Evaluar la integral, ; Converge o diverge?

0
1
5 T
00 b 1 b
/ —3da:: lim / —3dac: lim z S dz

Resolviendo y evaluando la integral, se tiene:

lim[ 1]b—lim{— ! + - ]—
botoo L 222 la oo L 2(0)2 0 2(2)2)

Evaluando el limite:

1 1 1 1 1
—— lim — 4= lim - =—=(0
2b—1>I—Poo (b)2 +2b—1>£—nc>o 2( )+

/°°1d 1
5 3 T8

Esto significa que la integral Converge.

Por tanto,

92



2.6.2 Tipo ll. Integrados discontinuos.
Discontinuidades infinitas

Se dice que es impropia si f no estd acotada sobre [a, b], es decir, si f
tiene una discontinuidad infinita en algun nimero en el intervalo de

integracion, sus definiciones se resumen como:
Definicion.”* Integrandos discontinuos.

1.Si f es continua sobre [a, b) y discontinua en b~, entonces

/be(x)dw:::igg./th(m)dm

2.Si f es continua sobre (a, b] y discontinua en a™, entonces

ijf(w)dw::tﬁgij{bf(x)dw

3.Si se tiene una discontinuidad en ¢, para un cen (a,b) y f es
continua en los demas nimeros en [a, b] , entonces

/f m—/f m+/f

. . . b . .
Las integrales impropias fa f(x) dz se denomina convergentes si
existe el limite correspondiente y divergentes si el limite no existe.

>4 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Para la definicion (3), la integral f; f(x) dx con ¢ una discontinuidad
entre [a, b] son convergentes si las dos integrales convergen, de lo
contrario, es divergente.

Exploracion. Integrales impropias.
v - . .
Integrandos discontinuos.>>

Observa la funcion f(x) y oprime el botén Calcula Limite y observa
el andlisis de la solucidn correspondiente.

Oprime el botén Otro ejemplo para ver otra funcion.

A
f(x) :iz ] Recuerda que A = fa f{x)dx
X

El Area de la region comprendida por

I .
la curva f{x)=— vy el eje x, entre x=0
A

20
y x=2.0) esta dada paor; A= fu f(x)dx

lim .20
Es decir: - / Flx)dx

=

4 fi Usa el control b para verificar gue dicha
area no es finita, asi cambie el valor de b

4 b|: | Si b=2.0 entonces A= 0O

Calcula Limite Otro ejemplo

55 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Descomposicion en fracciones parciales
(Factor lineal y cuadratico no repetidos):

5x°-x+25 _ 5x°-x+25 _ A Bx+C _ A(X°+25)+x(Bx+C)

X'+ 25X Xx(x'+25) X % +25 X(x +25)

Otro ejemplo

Sistema de ecuaciones: 5x°-x+25=(A+B )X’ +Cx+25A donde
(1.A+B=5 - B=4
(2).c=-1
(3).254=25 — A=1

Se tiene, entonces:

2
f 75 DX X* 25 = lim f mdxz lim f (_+ -1 )dx

t
x° + 25x o0t x(x°+25) =0’ X + 25
1 1 1
= lim f idx + lim 4f = dx - lim f = dx =
rox t t
t—0 t—=0 +25 t—=0" +25

lim Ln|x|+ij_n|x2+25|-£]‘an'l(i) 1_
2 5 51

+

=0

. 4 4 1 all].1 af t
lim |Ln(L)-Ln|t] + ZLn(26) - =Ln |t* + 25| - =Tan* | = |+=Tan*| =
(1)-Ln|t] > (26) > I I = {5) = (5)

+

=0

= [Ln(1) - o] + g[Ln(ZE] - Ln(25)] - [%Tan'l{%) +Tan(0)] =

1 2
De donde, f SX -X+25 4 = Significa que la integral
3 -
0 X +25x es Divergente
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O Ejercicio. Integrales impropias.
) Integrandos discontinuos. >

Ingresa el valor obtenido, pulsa la tecla "enter <1 "y verificar tu
respuesta, si tu respuesta es correcta, oprime el botén otro ejercicio,

para ver otra integral.

o]

Recuerda que

f{x) = (x-1) 1

A= fahf[n}dx si f(x)>0

4
Calcula la integral

1 <.
f=f“ (x=1)  dx

Utiliza una cifra decimal para tu
respuesta si laintegral converge.

si diverge, Haz clic en el botdn

Observa el planteamiento del calculo de la integral impropia:

33 1 33
1 1 1
0 (z—1)F 0 (x—1)% 1 (z—1)5

t 1 33
= lim | ————dz+ lim | ———dz
t—=1- Jo (:C _ 1)3 t—1+t ¢ (CU _ 1)

(S

Completa el proceso y concluye, ;diverge o converge?

56 . . ,
Escena de Juan Guillermo Rivera Berrio.
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Evalta lo aprendido, resuelve el siguiente test respondiendo a las
cinco preguntas propuesta.

®R,Escena  Preguntas. Seleccion la respuesta correcta.
pliar  Hazclick sobre la respuesta correcta.

5 preguntas
Selecciona la respuesta correcta

Comenzar
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Capitulo I

Coordenadas Polares







3.1 Introduccion

Hasta ahora se a utilizado el sistema de coordenadas rectangular o
cartesiano para especificar un punto P o describir una curva C en el
plano. Podemos considerar este sistema como una reticula de lineas
horizontales y verticales. Las coordenadas (a, b) de un punto P estan

determinadas por la interseccion de dos rectas: una recta £ = a es
perpendicular a la recta de referencia horizontal llamada el eje z, y |a
otra y = b es perpendicular a la recta de referencia vertical Ilamada
elejey.

Otro sistema son las coordenadas polares, que ofrecen un modo
alternativo de localizar puntos en un plano. Son utiles porque, para
ciertos tipos de regiones y curvas, las coordenadas polares dan
descripciones y ecuaciones muy sencillas. Las principales
aplicaciones de esta idea se presentan en calculo de varias variables:
la evaluacion de integrales dobles y la derivacidon de las leyes de
Kepler del movimiento planetario.
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Para establecer un sistema de coordenadas polares empleamos un
sistema de circulos centrados en un punto O, denominado polo, y

lineas rectas o rayos que emanen de O. Tomamos como eje de

referencia una media linea horizontal dirigida hacia la derecha del
polo, a la cual se le nombra eje polar.

Para especificar una distancia r dirigida (con signo) desde O y un
angulo 6 cuyo lado inicial es el eje polar y cuyo lado final es el rayo
OP, se identifica el punto P mediante (7, 6).

Se dice que el par ordenado (7, ) son las coordenadas polares de P.

o]

Sisntema de r * g * Coordenadas
L v
Coordenadas Polares de P
Palares
I:-j # # & # 1 H
P‘i'l )]
polo Eje polars
F
b
¥
el 2 punts P en gl sistena de cogrdenadas ' y &

Usamos la convencién de que un angulo es positivo si se mide en
direccion contraria al giro de las manecillas de un reloj desde el eje
polar, y negativo si se mide en direccién de las manecillas de un relo;j.
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Si P = O, entonces r = 0y convenimos que (7, ) representa el polo
para cualquier valor de 6.

Definicion.’” Convenciones en coordenadas polares

1. Los angulos 8 > 0 se miden en el sentido contrario al de las

manecillas del reloj a partir del eje polar, en tanto que los
angulos 6 < 0 se miden en el sentido de las manecillas del
reloj.

2. Para graficar un punto (—7, ), donde —r < 0 se miden |r|
unidades a lo largo del rayo 8 + .

3.Las coordenadas del polo O son (r,8), donde 8 es cualquier
angulo.

Nétese que (—7, ) representa el mismo punto que (7, + ).

» P(r,0)
O+ TC r.
v _o- >
polo Eje polar

P(-r,6)

Figura3.1.(r,0)y (—r, 6) estan sobre la misma recta pasando por O .

7 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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3.2 Grafica de puntos polares

La representacién polar de un punto P en el plano también tiene una
interpretacion visual, donde r es la distancia a la que se encuentra el
punto P desde el origen, y 8 mide el angulo que forma el segmento
desde el origen hasta el eje x positivo, ver grafica:

in
27 12

— o4
o
1

T ‘ P(r.0)=(r.3)

3 1wz Vv 19x 3
12 3 12
2

Figura 3.2. Sistema de Coordenadas Polares.
Observemos la grafica de los siguientes puntos:

¥ Gréficadel punto P(2, Z)

Su unidad de medida es 2 unidades a lo

largo del segmento % con el eje polar

como se muestra en la figura.

Eje polar
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< Graficadel punto P(—3, ZF)

3

Su medida es | — 3| = 3 unidades a lo

— Iﬂ fo— —
largo del segmento 2; + 5; con el

eje polar. De manera equivalente, pueden
medirse 3 unidades a lo largo del
segmento extendidas hacia atras a través
del polo. Se observa en la figura que el
punto no esta en el mismo cuadrante que
el lado final del angulo.

¥ Gréficadel punto P(4, 21)

Su unidad de medida es 4 unidades a lo
5T

largo del segmento =~ con el eje polar,

como se muestra en la figura.

Representacién de los tres puntos en el sistema de coordenadas.

‘N

Figura 3.3. Los tres puntos graficados en el sistema de coordenadas polares .
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Exploracion.

v -
Coordenadas polares.

Gréfica de un punto P en el

. Y
sistema de coordenadas 4
polares.58 P(x,y) Rectangular
L * P(r,8) Polar
Mueva los controles, observa < E
el punto P en Coordenadas f ;
polares, encuentra su 5 P =X
equivalente en Coordenadas Eje polar
rectangulares
T
Sistema de
Coordenadas Polares
Conrdenadas del puntn P
Polares: |, o}
e . .
. P Pir.ap) Pl & 'R )
Cartesianas: [, y]
P{ : - )
F L
v

58 Red Educativa Digital Descartes. Proyecto Un_100 Unidades didacticas Interactivas
Autor: Elena E. Alvarez Saiz, Universidad de Cantabria, Espafa.
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En el sistema de coordenadas cartesianas todo punto tiene sélo una
representacion, pero en el sistema de coordenadas polares cada
punto tiene numerosas representaciones, por ejemplo:

5% 3 137 T
P(l,—)=P(1,——)=P(1,—) = P(—1, -
(1,27 = P, -2 = P, BTy = P(-1, )

ST /TN 0

70 Eje polar / . Eje polar=

_ 3
P(1.%) P(1-%)

4 g 0 EJe po|ar' ‘.’(0 Eje pO'ﬁI’r

"
P11 P (1.2

Figura 3.4. Grafica del punto p con varias representaciones

iRecordemos!
Una rotacion completa en sentido contrario al giro de las
manecillas de un reloj estd dada por un angulo de 2x.El

punto P representado por coordenadas polares P(r,#), con n
cualquier entero, también esta representado por:

P(r,0) = P(r,0 + 2nw) = P(—r,0 + (2n + 1)m)
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3.3 Conversion de coordenadas
La relaciéon entre coordenadas polares y cartesianas:

P(xy) Rectangular
P(r,8) Polar

y =rsen(e)

-

Eje polar

X =1 c0os(0)

Figura 3.5. Grafica del punto p en los dos sistemas

Donde, el polo corresponde al origen O y el eje polar es el eje positivo
de las x, entonces el punto P tiene coordenadas cartesianas P(z, y)
y coordenadas polares P(r, ).

Cuando sobreponemos un sistema de coordenadas rectangulares
sobre un sistema de coordenadas polares o viceversa, se puede hallar,
conocidas x y y, o conocidos r y 8 podemos expresar un punto P en

cualquiera de los dos sistemas de coordenadas, para esto, utilizamos
la trigonometria del triangulo rectangulo.

S = Co

en xX= h

h c
Co a
C —_— —

0S X h
_Co
Tan x= Ca

Ca

Figura 3.6. Relaciones trigonométricas de un tridngulo rectangulo.
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3.3.1 Coordenadas rectangulares en polares

Para expresar un punto P de coordenadas cartesianas (z,y) a
coordenadas polares (, 6), las siguientes ecuaciones son verdaderas
para el punto P:

Para hallar 7 y 6 cuando =z y y se
conocen, usamos las ecuaciones:

P(r,9) r? = 2% +o? (1)
Tan(8) = = (2)
- Yy

Eje polar

Ejemplo: Convierta las coordenadas rectangulares (1,—1) en
coordenadas polares.

Conz = —1yy = 1yremplazando en la ecuacion (1), se tiene:
7’2 — xz i y2 — 7,2 — (_1)2 T (1)2
— =2
— r=4V2

Ahora, utilizando la ecuacién (2), se tiene:

Tan(0) = z_ 1 -1
Y 1
Tan(0) = —1
6 = Tan '(—1)
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Con r==4v2y Tan(d) = —1y

3 tomando dos de los muchos
(=1L1D 4 angulos que satisfacen T'an(f) =
{ —=x  —1,como son:
77 | €]e
1 N polar 37 T
4 Y 7

como se ve en la grafica, por tanto, dos posibles representaciones en
coordenadas polares de (1, —1) son:

Tn

Pl(\/i’_) Yy PZ(_\/§7 4

)

e CIE |

37

2

Figura 3.7. Los puntos graficados en el sistema de coordenadas polares.
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3.3.2 Coordenadas polares en rectangulares

Para expresar un punto P de coordenadas polares (r,0) a
coordenadas cartesianas (z,y), a partir de las relaciones
trigonométricas:

Cos(0) = % y Sen(0) = Y

r

*t . Para hallar x y y cuando r y 6 se
: ) conocen, usamos las ecuaciones:
r { y=rsen(o) x =r1-cos(f) (1)
0° :
5 ' - y=r-sen(0) (2)
X =T C0S(0)
Ejemplo

Convertir coordenadas polares en coordenadas rectangulares.

iRecordemos!
Cada punto en el plano tiene un numero infinito de

representaciones en coordenadas polares. Sin embargo,
cada punto en el plano tiene solo una representacion en el sistema
de coordenadas rectangular.

Las coordenadas polares (2,%) y (2, %) representan el punto

(1,4/3) en el sistema rectangular. Ademas, el valor de r puede ser
negativo.
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Por lo tanto, el punto con coordenadas polares (—2, %) también
representa el punto (1, \/§) en el sistema rectangular, verifiqguemos
usando las ecuaciones (1) y (2).

X

= N

Figura 3.8. Los puntos graficados en el sistema de coordenadas polares.
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Exploracion.

o .
Punto P en el sistema de coordenadas polares y rectangulares.

Ejemplo.>®

Para iniciar, oprime el botén Ejemplos y observa la conversién entre
los sistemas de coordenadas polares y rectangulares (o cartesianas)
de un punto P, haciendo clic en los botones ver ejemplos, visualiza la

grafica del punto P en los dos sistemas.

0]
Conversion de
coordenadas

(=%}

-
-
=

1----...:.

iy ‘._—_

rm e @ opr [ rrrreey e BT ppees pelmoms w | G ua b e mn S P g pmpas

9 Red Educativa Digital Descartes. Proyecto Un_100 Unidades didacticas Interactivas
Autor: Elena E. Alvarez Saiz, Universidad de Cantabria, Espafa.
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3.4 Grafica de una ecuacion polar

La grafica de una ecuacién polar expresada como r en funcion de 0 es:

r=f(0)

O mas generalmente F(r,0) = 0, consiste de todos puntos P que
tienen al menos una representacion polar (7, ) cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacion.

Representacion grafica de la ecuacion » = a en un circulo con centro
oy radio |al|, donde, 8 no se especifica, entonces, un punto (a, 8) yace
sobre la graficade r = a para cualquier valorde 6y a.

in
2

Figura 3.9. Laecuacionr = a.

El punto (a, ) se encuentra a a unidades del origen, ver grafica.
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Simetria en curvas polares y ecuaciones

Consideremos la curva generada por la funciénr = f(6):

¥ (eje y). La curva es simétrica respecto a la recta vertical
@ = 5 si para cada punto (7,0) en el grafico, el punto
(r,m — 6) también estd en el grafico. De manera similar, la

ecuacién r = f(6) no cambia cuando 6 se reemplaza por
m— 0.

v (eje x). La curva es simétrica sobre el eje polar si para cada
punto (7, 8) en el grafico, el punto (r, —#) también esta en
el grafico. De manera similar, la ecuacion r = f(6) no
cambia al reemplazar 6 por —86.

< (Origen o). La curva es simétrica sobre el polo si para cada
punto (7, 0) en el grafico, el punto (r, ™ + 0) también esta
en el grafico. De manera similar, la ecuacién r = f(6) no
cambia cuando se reemplazar con —r,06 conm + 6.

VA VA YA
(r.0)
(r.m—8)
(r, 6) — . (r. 6)
__________ I
i
I
> X : > X > X
o eje o X eje 0 eje
polar ! polar polar
I
(—r, 8)
(r, —6)
a) Simetria con respecto b) Simetria con respecto c) Simetria con respecto
al eje y al eje x al origen

Figura 3.10. Simetrias de una gréfica polar r = f().%°

60 Tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Construccion de graficas en coordenadas polares

En un curso de calculo de funciones, se aprendié que un posible
procedimiento para construir la grafica de una funcién y = f(x) es

utilizar una tabla, como seilustra en la siguiente grafica:

Funcién IR

x ¥

o (0

1 |2

1 |2

2 |8 L [

2 s HEEEEEE AT
1 A ==IIIIII

3 (11 HEEER i____i HEEEEE

3 (18

_-___JIIIIIIII :H:‘:‘:‘:‘:H:‘i

Figura 3.11. Grafica en coordenadas rectangulares de y = 2z2.

En el caso de las coordenadas polares, la construccion de la grafica de
r = f(0) auxilidndose de una tabla de valores, como en el caso de
coordenadas cartesianas.

Por ejemplo, construyamos la grafica de r = 1 4 2cos(f) en un
sistema de coordenadas polares con ayuda de una tabla de valores.

Una manera de graficar esta ecuacidon es incorporar unos cuantos
puntos bien escogidos correspondientes a 0 < 6§ < 2w, como se ve

en la siguiente tabla.
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Tabla de valores de r =1+ 2cos(6).

21

2.41 -041 -1 -041 2.41

3+ 1T+TL'5+
R g "

Figura 3.12. Valores para la graficade r = 1 + 2cos(6).

iRecordemos!
Cuando r < 0, el punto debe dibujarse a un angulo (6 + 7).

Figura 3.13. Graficade lacurva polarr = 1 + 2cos(0).
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Exploracion.

V= 7
Ver graficas con la calculadora graficadora de GeoGebra.

G Para ver la animacion oprime el botén ® . Observa como se
forma la gréfica de la funcién (7, 8) en coordenada polares.

o7

S

Funcion =1 + 2cos(x) 4]

® |

Utiliza la escena para verificar las graficas de las funciones en
coordenadas polares (r, 9).
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Graficas de funciones polares, Caracteristicas de las graficas.

GRAFICAS EN CODRDENADAS POLARES

CIACUMNFERENCIAS

Esdio &
rea r = Ia senil) r= la cos@
7 Y . \
| 1
| . J 1
m""-.. - i I\'x_ __.-"Il
Carine o ol e TG e Cerdro en ol sje polar

CARDINDES O LIMACDNES

=& Ibtrnllllﬂmﬂrlntn-'l-h: ro= @ § b ros il Simebnias oon ol se pelar
CARDRDIDES
Griicas “en forma de corardn” gue pasan por @ osigen, smdtrices oon o e, p-lrr"-: = ]
| = |ib|
F o= b m geni i) T X Ll
i
F oo - geni i) F oo a - acon] @)

‘ @Descarga:

Resumen. Grdficas de las curvas polares.
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Plano en coordenadas polares

Utiliza la escena para graficar curvas (r, 8), para ingresar el simbolo 6
combina las teclas Alt + t.

. el

-

GeoGebra. Utiliza el software para graficar en coordenadas
cartesianas y comparar las funciones en los dos planos.
Clic Aqui.
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3.5 Area en coordenadas polares

El problema de determinar el drea de una regién acotada por graficas
polares no es tan directo como lo fue en el desarrollo de encontrar e
area a partir de aproximaciones con rectangulos, ahora, en lugar de
un rectangulo usamos un sector de un circulo, el area A de un sector
circular es proporcional al angulo central 8, medido en radianes, y ya

que el area del circulo completo es 72, entonces se tiene:

2 d o A= 17“20

mr2 27 2
Teoremas.®?
Area en coordenadas polares.

Si r = f(0) es una funcién continua no negativa sobre [, f],
entonces el area acotada por su graficay losrayos @ =ay 0 =0

estan dados por:
B B
/ %[f(@)]zde _ %/ 2 df

Area acotada para dos graficas

Si las funciones f y g son continuas sobre [a, 8]y f(6) > g(6) sobre
el intervalo, entonces el area acotada por las graficas de r = f(@),
r=g(0),0 =ayf = Pes:

1

B
3 | (@) oo ao

¢! Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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0 Ejemplo.
» Calcular el areadelaregion de color azul comprendida:

Dentrode r = 3sen(6) yfuerader = 2 — sen(6)

Solucién - Grafica formada por las dos curvas, donde el problema
plantea calcular el area de laregién sombreada:

r = 3sen(d)

r =2 — sen(0)

Figura 3.14. Grafica del area sombreada.

Encontramos los puntos de interseccién entre las dos curvas:

3sen(0) + sen(0) =
4sen(6) = 2
sen(f) = %
6 = sen ! (1)

122


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/calculadora/index.htm
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_Diferencial_e_Integral_II/images/cap3/img44.PNG

yo =2

Por lo tanto, se tienen que los intersectosson: 6 = 5

=B

Como el area acotada por las graficas es simétrica respecto a Z,

entonces se calculara desde % a 5 y se multiplica por 2, se expresa:

A % / ’ (13sen(0)]2 — [2 — sen(0)]2) d6
1 /2
=3 / (9sen®(0) — 4 + 4sen () — sen?(6)) do
1 [ )
=3 (8sen®(0) + 4sen(0) — 4) df
Ahora, utilizamos la identidad sen?(6) = 170028(29), y remplazando,
tenemos:

A= %/; (g(l — c0s(20)) + 4sen(6) — 4) db

— %/f (4sen(6) — 4cos(26)) do
= %[—4003(0) — 2sen(20)] j

= J leos(%) + 2sen2(5)] = 2(?) + (?) — 5V

Por lo tanto, el area de la regién acotada por las curvas es 2A4,
entonces

A:3\/§ u?
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Ejercicio. Area encerrada por una curva.
) Areaencerrada por unacurva o curvas.

Encuentre el area encerrada por la curva propuesta, oprima el botén
solucion para verificar la respuesta. Realice la grafica de la curva para
encontrar los limites de integracién, oprima el botdén ver grafica.

Oprima el botén otro ejercicio para ver otra curva.

o]

1. Calcular el rea encerrada por la curva . 1= 2 Sen (8)

Sugerencia; [Oprima Graficar)

Crabzgue |l Area Anearmana pos A nurea o cureas ¢ deduzrca Ins Himites de inksgracin.
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Capitulo |V

Sucesiones y series







4.1 Sucesiones
:Que es una sucesion?

Es un conjunto ordenado de elementos que pueden ser numeros,
letras o figuras o una combinacién de las anteriores. Estos elementos
se caracterizan por seguir una determinada regla de formacion. Se
puede denotar por:

ai,as,ag,q,...,0n

El entero n recibe el nombre de indice de a,,. Los términos de la
sucesion se forman cuando el indice n toma valoresde 1, 2, 3, ...

El nimero a; es el primer termino, as el segundo termino y asi hasta
llegar a a,,, termino n-ésimo o termino general de la sucesion.

Definicion.®?
Una sucesion es una funcién cuyo dominio es el conjunto de enteros
positivos.

Notese que para todo entero positivo n hay un correspondiente
numero a,, entonces una sucesiéon se puede definir como una funcién
cuyo dominio es el conjunto de enteros positivos.

Notaciony términos:
Una funcién sucesion se denota como {a,, }, donde el dominio es el
conjunto {1, 2, 3,4...n}

62 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Los valores ay, as.as, a4, ...a, se llaman términos de la sucesion.
El nimero a,, se denomina el término n-ésimo, {a,, } es equivalente a:
ai, a2, as, a4,...ap, = Rango

1 2 3 4 .m = Dominio

0 Ejemplo.

" Sea la sucesion f(n) = {

sucesion son:

n+1
2n —1

}, donde los términos de la

=2 7@ =1, ) =5 F@O =2, J6) = 3 -

Los pares ordenados son:

(1,2), 2.2), 3,5), (4,2), (5,3)

por lo tanto, los elemento de la sucesién pueden escribirse como:

2 n—+1

2, 1, = ey ————
3 2n —1

(SARI

5)
777

iTen presente!En algunas circunstancias es conveniente
tomar el primer término de una sucesién como aq y la

sucesion es entonces ag, a1, a2.as3, a4, ...ay
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Una sucesién se puede describir por medio de una formula que
representa el termino n-ésimo.

0 Ejemplos.
) Observa la formula de la sucesion y los primeros términos para
n=12734,..

2 3 4 n

n e’
_ —_ e e € € €_
2} = a, — n2 = {2, 47 87 16 "’nZ}
n=1
5 n 2 3 4 n
_ 5 5 5 5 5
} = a, = (5 = 93 923 935 94y ++eom
n=1

2 _3 4 (=)'
»9r 277 8177 3n

o
—N
T
p—
N—"
3
S
——
Q
3
I
T
—
N—"
3
S
U
—N—
|
ol

iTen presente!
@ Cuando se presentan los términos con alternancia en los
signos, positivo y negativo, se presenta una multiplicacion
por potencias de (—1):

< El factor (—1)" significa que la sucesion empieza con
signo negativo.

4 El factor (—1)"! o (—1)"*! significa que la sucesion
empieza con signo positivo.
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Definicion del limite de una sucesion.

Una sucesion {a, }, tiene el limite L y se escribe

lim {a,} =L o {a,} = L cuandon — oo

T—00

Si n toma valores suficientemente grandes, entonces, si lim {a,}
T—00

existe, decimos que la sucesion converge ( o es convergente), de lo
contrario, se dice que la sucesion diverge ( o es divergente).

Las leyes de los limites también se cumplen para los limites de
sucesiones:

o]
Si{an } v {bn} son sucesiones convergentes v k constante, entonces:
» lim f(x) = g(x) = lim f(z) = lim g(z)
lim k- f(z) = k-lim f(z)
lim /(z)- g(=) = lim f(x)-lim g(z)

nmfw)zgﬁfm)
2% (@) ~ Tmg()

lim g(z)

lim £(2)9%) = [lim f(z)

lim [£(z) = [lim £(z)]?
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2 Ejemplo 1.

n
2n +1

Determine si la sucesion { } es convergente o divergente.

n
Al sustituir {a, } = { - } por 11_>m {a,}, setiene:
n T—00

z . i (@)
lim im ———— = lim — =
z—o00 20 + ]. T—00 %(2;5 + ]_) g0 2

| —

1

1 L'Hopital

Por lo tanto, se concluye que la funcidon converge y que converge a %

0 Ejemplo 2.

L ., [e"
Determine si la sucesion { } es convergente o divergente.

n2

n
Al sustituir {a, } = {6—2 por lim{a,}, setiene:
n T—00
e” . %(em) _ d%(ex) .oet 1
lim — = lim — 2=11md 2:1111?:56 = 00
r—00 L T—00 @(;p ) T—00 d_y(w ) T—00
4 + L' Hopital

Por lo tanto, se concluye que la funcion diverge.
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Definicion.®

< Una sucesion {a,} se denomina creciente si a,, < a,1
paratodan > 1,esdecir,sia; < ay < a3 < ....

< Unasucesion {a, } se denomina decreciente sia,, > a, 1
paratodan > 1,esdecir,sia; > ay > a3z > ....

Una sucesion es mondtona si esta es creciente o decreciente.

.5 Ejemplo.

3

n

Verificar si la sucesion { } es creciente.

n —+

Se debe demostrar que a, < a,i1, por lo tanto, se tiene la
equivalencia:

n <n—|—1
n—+1 n-—+ 2

Esta desigualdad es equivalente a la que obtenemos al multiplicar
cruzadamente:

nn+2) < (n+1)(n+1)
n2+In <0 +2n+1
0<1

Por lo tanto, la desigualdad es verdadera, entonces la sucesion es
creciente.

%3 Definicién tomada de: Célculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Qué es una sucesion recurrente

Las sucesiones recurrentes son aquellas cuyos términos se obtienen
operando con los términos anteriores.

Por ejemplo, en la sucesion:

{0, 1,1,2,3,5,8,13, 21, }

En este caso, a partir del tercer término, cada término se obtiene
como la suma de los dos términos anteriores. El siguiente término de
esta sucesion seria 34, ya que es la suma de los dos anteriores, es

decir, 13 + 21.

Exploracion.
v- .
Sucesiones - Recurrentes.

Ceswalanes

hiv L

con F1a3- | LA*sgnx)

4. o pdarLir W=l Lernliaz
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0 Ejercicio. Sucesiones.
» Analicemos la convergencia o divergencia de una sucesion.

Encuentre los términos de a,, y determine si la sucesidon converge o
diverge, si es creciente o decreciente, oprima el botén solucion para

verificar la respuesta.

n o]

1. Encuentra los 6 primeras términos de la sucesion: a, = ~+5

R, Escena
pliar
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iRecordemos!
Si n es un entero positivo, el simbolo n!, que se lee “n

factorial”, es el producto de los primeros n enteros positivos:
nl=1x2x3x4x..xXn
Porejemplo, 6!=1x2x3x4x5x4=720
Una propiedad importante del factorial esta dada por:
nl=(mn-1)!xn
Enunciada de una manera diferente, es equivalente a:

(n+1)!=nl(n+1)

R, Escena Preguntas. Seleccidon la respuesta correcta.
pliar  Hazclick sobre la respuesta correcta.

5 preguntas
Selecciona la respuesta correcta
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4.2 Series

El concepto de una serie se relaciona estrechamente con el concepto
de sucesion, una serie es la suma infinita de los términos de una
sucesion.

Se llama serie infinita, o simplemente una serie a la expresion:
ai; +as +asg+ ..... +a, + ...

donde, se denota con el simbolo:

Por ejemplo,

)DEIEE S U HE S o

2n 2 4 8 16 T 2n 7
n=1

Sucesion de sumas parciales.

Asociada con toda serie finita > o, ag, existe una sucesién de sumas
k=1
parciales {S,, } cuyos términos estan definidos por:

Slza,l
Ss = a1 + as
53:a1+a2+33

Sn:a1+a2—|—a3—|—a4—|—...—|—an22ak
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.5 Ejemplo.

3

1
La sucesion de sumas parciales {.S,, } , para la serie Z o €
k=1
1
31—5
1 1
Sy = = 4 =
2=3 11
1 1 1
So= - 4 - 4 =
*T37173
g 1 1 1 1
2717816
S—l 1 1 1+ _|_1
"_2+4+8+16 2k

Definicion.
Sea {a,} unasucesiony s, =Y 7, ar = a1 +as +az + ...+ ay
la n-ésima suma parcial de la sucesion.

Silaserie Y. | an es convergente si la sucesién de sumas parciales
S,, es convergente; esto es,

lim {S,} = lim Zak

n—o0 n—o0

Si lim {S,, } no existe, entonces se dice que la serie es divergente.

n—oo
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Serie Geométrica

Este tipo de serie puede probarse como convergente o divergente a
partir directamente de su sucesién de sumas parciales que tiene la
forma:

Za(r)"‘l =a+ar+ar’+ar®+.. far" 4 ..

n=1
Donde,

< a:Primertérminode laserie.

< r:Sedenominalarazén comuny, su magnitud determina si
una serie geométrica converge o diverge.

La razén(r) de una serie geométrica se calcula dividiendo términos
consecutivos:

An+1
an

r =

Teorema.®*
Si|r| < 1, entonces una serie geométrica converge y su suma es:

> a
E ar” ! = -

—7
n=1

Si|r| > 1, entonces una serie geométrica diverge.

%4 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Exploracion. Serie geométrica.
v - . . s
Situacion problema.

Observa la siguiente situacién problema, oprime el botén soluciéon A

o solucién B para verificar las respuestas.

Lina persona desea ahorrar cada mes e indefinidamente 2 80% de lo aharrada
cn el mes anterion Suponga gque comicnza 2l aherra con & millones.

m souante dinera habra aharrada despuss de n meses?
gOe sucede si aharra a larga plarn?

Andlisis de la situacidn.

Plantearmis 1o siluacion dada dea la siguisnls Tomrmna:

» Canddad de dinero ahorade on ol p-esimo moes.
s« Cantidad tatal aharrada en dicha maos.

aﬂ
a5

n

Ehn consecuencia, o liere que S5, = E a,

i =%
il
Exprasarmns al 30% da la aharrsda corma
L
Frogresion de 2 serie nomeses: Conn=123,.
a - = G (0.5}
A, = & ((.6) = & [0.6) - G o6t

A; = 8; (0.6) = & (0.6} (D.§) = & [0.6)°
A, = A, (0.6) = 6 [D.6) (D.6) (0.6) = & (0.6
a,=a, . (0.6) = 6 {0.6) (0.6] {U6).(06) = 06"

o7

R, Escena

pliar
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0 Ejemplo.

3

o

Verificar sila serie 2(22") (317") es convergente o divergente.

n=1

Expresemos la serie dada en una serie geométrica, utilizamos
propiedades de |la potenciacién:

3 4n 4\"
2n 1-ny _ gn S __ _
(27)(8'") = 4" =3 = 3(3)

Multiplicamos la expresion por %, se tiene,

SIORGIORGNORON

Por lo tanto, se tiene la serie geométrica:

(o]

pemen=3(3)

n=1 =

4
donde, r = § > 1 entonces, laserie diverge.

En general:
Todo decimal repetido es una serie geométrica convergente.

1,931313131... = 1,9 4 —= + o0 4+ S0 4
’ R TR TN T
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Teoremas.%>

1. Condicién necesaria para convergencia.

(0.9]
Silaserie E aj, converge, entonces lim a,, = 0
1 n—oo
n=

2. Prueba del término n-ésimo para divergencia.

n—o0

o
Si lim a, = f) entonces la serie E ay, diverge
n=1

3. Mdltiplo constante de una serie.

Si c es cualquier constante distinta de cero, entonces las series

0 (0.0)
g apy E cay, convergen ambas o divergen ambas.

n=1 n=1
4. Suma de dos series convergentes.
o (0.9)
Si g ar y E b, convergen a S7 y So, respectivamente,
n=1 n=1

o
entonces Z(ak + by, ) convergena S; £+ 5.

n=1
5.Suma de una serie convergente y una divergente.
(0.9) (0.9) o0
Si Z aj, converge y Z b, diverge, entonces Z(ak + by,)

n=1 n=1 n=1
diverge.

% Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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Serie Armodnica

La serie arménica es la suma de los reciprocos de los enteros
positivos:

i1—1+1+1+1+ 1y
S =l4o gyt ot

n=1

Nicole Oresme demostré que la serie armodnica es divergente, esto
€s, Su suma crece sin parar, no tiene limite.

Esta divergencia de la serie armonica pese a que % tiende a cero a
medida que n aumenta da lugar a resultados curiosos.

> Ejemplo. Demostracién de que la serie arménica diverge.

. Famosa demostracion de que.. ﬂ

Vier mas ta Compartin

b T N T T
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Serie Telescépica

Una serie es telescdpica cuando viene dada por la forma:

o0
E ap — Ag+1
n=1

Observe que la suma parcial n-ésima es:
o0
S, = E ar — Qp4+1 = (a1 — az) + ((Zg — a3) + (a3 — a4) + ...
k=1

Los paréntesis se han colocado solamente para mostrar cémo
aparece cada sumando.

Quitando los paréntesis se hace evidente que se eliminan casi todos
los términos excepto el primero y el dltimo. En definitiva la n-ésima
suma parcial nos queda

00
Sn — E ar — Ap+1
n=1

Se tiene que una serie telescépica converge si y sélo si a; tiende aun
numero finito cuandon — oo.

Siuna serie telescépica converge, su suma esta dada por:

S=a; — lima,_;
T—00
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2 Ejemplo 1.

(.¢]

Laserie S,, = E 5 iconverge o diverge?
ns+n

(Utilizando fracciones parciales), se tiene que:

La suma parcial n-ésima es:

s (14)+ (B-4) + (3-4) ()
on (1_n—|—1>

Entonces, su suma esta dada por:

1
limSnzl—lim< ):1—021

T—00 z—oo \ n + 1

por tanto, la serie es convergente.

S Ejemplo 2.

)

Determinemos si la serie E es convergente o divergente. Si

es convergente, encontremos su suma.
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o

Una condicién para que la serie E a; Sea convergente, es que

n=1
lim a,, = 0, es decir,
n—o0
d
T \Z 1 1
lim —— — 1imL: lim == - =0
z—oo Hr + 1 Z—00 diy(5x + ]_) x—00 b 5
1+ L'Hopital
Por lo tanto, se concluye que la serie diverge
__" Ejemplo 3.
La serie S i L +4 3\"" converge o diverge?
i = — ;conv iv :
o0
e Lasucesion S, = convergeal
nz:; n?+n 8

o) 3 n—1
e La sucesion S, = g 4(1) es geométrica, con r =
3 4
1 < 1 luego converge, entonces, su suma es: S = T3 =
!

n=1

16

En consecuencia, la suma de la serie es

00 1 3 n—1
52<n2+n+4(1) ):1+16:17

n=
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4.2.1 Prueba de la Integral

Esta técnica es importante porque se utiliza para demostrar la
divergencia o convergencia de muchas otras series. Esta prueba,
llamada prueba de la integral, compara una suma infinita con una
integral impropia. Es importante tener en cuenta que esta prueba
solo se puede aplicar cuando consideramos una serie cuyos términos
son todos positivos.

Teorema.®®Prueba de la integral.
o0

Suponga que Z aj €s una serie de términos positivos y f es una
=l

funcion continua que es no negativa y decreciente sobre [1, co) tal

que f(k) = ap parak > 1.

0
1. Si 1+°° f(x)dz converge,entoncesZak converge.
n=1
0
2. Si 1+°° f(x)dz diverge,entoncesZak diverge.
=l

Para ver como funciona la prueba de la integral, usaremos la serie
armonica

i1—1+1+1+1+ Ly
D A R R

como ejemplo, para demostrar que diverge.

%6 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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1
Sea f(z) = = conz € [1,00), f es una funcidn continua, positiva

T
y decreciente | — >

n n+1
+oo
Evaluemos (z) dz, entonces, se tiene:
1
(z)dx = —dzr=1lim | —dx
1 1 I b— oo 1 T
b 1 b
lim | —dz = lim [Ln(x)}
b—oo 1 T b—oo 1
= lim [Ln(b) — Ln(1)]
b—oo
= lim [Ln(b)] = 400
b—oo

400
Por lo tanto, la integral / —dx  diverge. Por la prueba de la
1 x

. =1
integral, se deduce que IaserleE — diverge.
n

n=1

Figura4.1. Lasuma de las dreas de los rectangulos.
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La p-serie

La prueba de la integral es particularmente util en cualquier serie de
la forma

i1—1+1+1+1+ T
e e TR e e

n=1

La serie anterior se denomina p-serie.

e 1 .
Sea la p-serie E —p,donde deducimos que:
n
=il

< Lap-serieesconvergentesi p > 1

< Lap-serieesdivergentesi p < 1.

Por ejemplo,
v La serie i 1 es equivalente a i L y es divergente
v = |
ya que es una p-serie,donde p = % <1
J

00
1
La serie E 2 es convergente, ya que es una p-serie,
n
n=1

dondep =4 >1
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4.2.2 Prueba de comparacion

Sabemos exactamente cuando convergen o cuando divergen las
series geométricas, armonicas, p-series. Vamos a ver como usar la
convergencia o divergencia de estas series para probar la
convergencia o divergencia de otras series, utilizando un método
llamado prueba de comparacion.

Teorema.®’Prueba de comparacion.

0 0
Suponga que Z apy Z by, son series de términos positivos.

n=1 =l

(0.0) 0
1. Si Zbk es convergente y a, < b,, entonces Zak

también es convergente.

0 0
2. Si Z by, es divergente y a,, > b, entonces Z aj también
n=1 n=1
es divergente.

La idea de la prueba de comparacién es tomar una serie convergente
o divergente conocida y se multiplica cada uno de sus términos por
alglin nimero, luego la nueva serie también converge o diverge. No
importa si el multiplicador es grande o pequefio, ya que cualquier
numero de la suma finita de la serie original es también un nimero
finito. Una serie es como un multiplo de otra serie.

%7 Definicién tomada de: Calculo: Transcendentes tempranas. D. Zill. 4Ed.
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0 Ejemplo.

3

ad 1

Determinemos si la serie E 5 es convergente o divergente.
n
=1

4_|_]_

Tomemos la serie

o0
1
2

n=1

gue es una p-serie,donde p = 4 > 1 entonces es convergente.

Ahora comparando con la serie original, se tiene que

1 < 1
2nt+1 nt

para cada entero positivo n.

0
1
Por lo tanto, podemos concluir que la serie dada Z

< ond + 1 ©>

convergente.

o0
Se cumple que: Si Zbk es convergente y a, < b,,, entonces

=1l
00

E ai también es convergente.

=1l
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Prueba de comparacion del limite

Otro tipo de prueba de comparacion implica tomar el limite del
(0.9)

cociente entre el término general de la serie E ar Y el término

n=1
0
general de la serie de prueba E by, que se sabe que es convergente o
n=1

divergente.

Prueba de comparacion de limite.

o0 (0.¢]
Suponga que g aiy E by, son series de términos positivos. Si
=l =l
.a
lim — =L
n—o0 n

donde L es finitay L > 0 entonces las dos series son ya sea ambas
convergentes o ambas divergentes.

Retomando el ejemplo anterior, tomamos como:

1 1
W= gty Y T
Se tiene que:
_1 4
D NS n _1
P

Por tanto, se comprueba que son convergentes las series.
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La siguiente tabla resume la prueba de comparacion directa.

0 0
Sea E aj, una serie de términos positivos y E b, una serie que se
n=1 n=1

sabe que converge o diverge (una serie de pruebas).

Seriede prueba Conclusién sobre

Comparacién de términos. i by, i ay
n=1 n=1

an < bn Converge. Converge.

an < bn Diverge. Ninguna.

an > by Diverge. Diverge.

an > bp Converge. Ninguna.

La prueba de comparacién funciona muy bien si podemos
encontrar una serie comparable que satisfaga la hipotesis de la
prueba. Sin embargo, a veces encontrar una serie apropiada puede
ser dificil.
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4.2.3 Pruebadelarazény laraiz

Estd prueba es muy util para determinar si una serie dada es
absolutamente convergente.

Prueba de larazon.
o0

Suponga que E aj €s una serie de términos positivos donde

n=1
Ap+1 L

lim
n—oo  QAp

1. SiL < 1,laserie esconvergente.
2. SiL > 10L = oo,laserie es divergente.

3. SiL = 1,laprueba no proporciona ninguna informacion.

n

(0.0
Por ejemplo, sea la serie E —~ determinemos si la serie converge o
n!
n=1

diverge, tenemos

37’l+1

- 3n+1 !
L= lim &2 — fim 2D — i &
n—oo @, n—oo iy n—o00 3”(’)?, + ].)'
Setieneque (n + 1)! =nl(n+ 1), entonces
n+1 3
L=lim —/— = lim 0

n—00 3"(n—|—1) n—oo N + 1 -

como L < 1,laserie es convergente.
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Pruebadelaraiz

La prueba, implica tomar la raiz n-ésima del término n-ésimo.

Prueba de la raiz.
o0

Suponga que E aj €s una serie de términos positivos donde

n=1

lim /a, = lim = (an)l/” =L

n—oo n—o0

1. SiL < 1,laserie es convergente.
2. SiL > 1oL = oo,laserie esdivergente.

3. SiL = 1,laprueba no proporciona ninguna informacion.

X a9n
Por ejemplo, sea la serie E — determinemos si la serie converge o
n

n=1

diverge, tenemos

como L < 1,laserie es convergente.
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4.2.4 Series alternantes

Cualquier serie cuyos términos alternan entre valores positivos y
negativos se denomina serie alternante.

Se puede escribir una serie alternante, donde a,, > 0 para todos los
enteros positivos n como

Z(—l)nan = —a1+ay —asg+ag — ...
n=1
o0
Z(—l)"“an —a; —ay+as —aq+ ...
n=1

Se observa que el n-ésimo término de una serie alternante es de la
forma.

b,=(-1)"a, o b,= (—1)"+1an

donde b,, es un niimero positivo.

Por ejemplo,
0 n
1 1 1 1 1
La serie — =] =——+4+—-——+ — + ... es una serie
S(-3) = 5ts wtw
1
geométrica convergente,yaque 1 =|— §| <1
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Prueba de la serie alternante

Las pruebas de convergencia que hemos visto hasta aqui aplican sélo
a series con términos positivos. En esta seccidon se trabajara con
series cuyos términos no son necesariamente positivos.

Prueba de la serie alternante.
Si la serie alternante >°>° . (—1)""a, = a; —as + a3 — a4 + ...

n=1
satisface que.

1. Sia,1 <a, paratodan

2. lima,=0
n—oo

La serie es convergente.

n+1

1
= Z Conocida como

. 1
Para la serie 1 — — + — — — +

2 3 4
Serie armodnica alternante. Se observa gue mientras la serie
armonica diverge, la serie armonica alternante converge.

Entonces, se tiene que se satisface que:

1 1
1. ap+1 < an, donde < — yque
n—+1 n
1
2. lima,=1lim —=0
n—00 n—oo M,

Por lo tanto, la serie serie armdnica alternante es convergente, por la
prueba de la serie alternante.
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0 Ejercicio.Series.
» Convergentes o divergentes.

Determine si la serie converge o diverge, oprima el botdn solucion
para verificar la respuesta.

1 6N+l

1. Determinar s la serie g5 converganta o divergents:

14

Ry Esc?na
pliar
‘ @Descarga:

Resumen. Criterios de pruebas de convergencia o divergencia para series.
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