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Presentacion y Créditos

El programa Cdlculo Interactivo II que aqui se presenta tuvo sus
primeros avances en un proyecto de colaboraciéon DGTIC - Facultad de
Ciencias, para el Desarrollo de Materiales Interactivos de Apoyo a la
Ensefianza del Cdlculo, coordinado por la Secretaria de Apoyo
Educativo de la Facultad de Ciencias de la UNAM bajo la direccién de la
Maestra Guadalupe Lucio Gémez Maqueo.

Dentro de tal proyecto se definieron el contenido, la estructura y la
navegacion de Cdlculo Interactivo II y se desarrolld la primera versién
de los primeros tres capitulos de seis que contendria toda la obra,
tratando de apegarse a los planes y programas de estudio del curso de
Célculo Diferencial e Integral II de la Facultad de Ciencias.

Posterior a ello y habiéndose vencido el plazo de colaboracién con la
Facultad de Ciencias, se continud su desarrollo dentro de la DGTIC,
dentro del Proyecto Institucional Toda la UNAM en linea, derivado de
las lineas rectoras y encabezado por el Dr. Felipe Bracho Carpizo,
Director General de la Dependencia.

Dentro de la Unidad de Investigacion, Desarrollo e Inovacion, bajo el
apoyo decidido de su Director el Dr. Guillermo Rodriguez Abitia y bajo
la Coordinacidn General de la Maestra Teresa Vazquez Mantecén y la
supervision de nuestra Jefa del Departamento de Gestién de
Contenidos y Diseflo Instruccional, Maestra Rebeca Valenzuela
Argielles, Cdlculo Interactivo Il nace en su primera version en Java en el
mes de Enero de 2013.

A los seis capitulos previstos, se agregd uno mas sobre Aplicaciones de
la Integral, que pensamos indispensable para redondear el trabajo.
Aunque esta obra fue pensada acorde a los planes y programas de la
Facultad de Ciencias, consideramos que es de utilidad para otras
Escuelas de Ciencias e Ingenierias y parcialmente para las Escuelas de
nivel Medio Superior, en particular para nuestros dos subsistemas del
Bachillerato en la UNAM.
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Bobadilla, acordaron la contrataciéon de un grupo de becarios que
colaborarian en la transformacidn de estos materiales a HTMLS5, bajo la
Coordinaciéon de Maria Juana Linares Altamirano y Héctor de Jesus
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agradecimientos ya que con su empefio y compromiso es que
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mds sincero agradecimiento.
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Integrales

Aqui podrds encontrar el concepto de Integral, su construccién y
desarrollo, asi como su intrinseca relacién con los conceptos de
Derivada, Area y Area algebraica.

Calcular dreas es un problema ancestral. Los egipcios y los babilonios
ya sabian de manera empirica, algunas férmulas para el cdlculo de
areas de figuras planas sencillas y para aproximar el drea de un circulo.

Estos conocimientos pasaron a los griegos, quienes le dieron sustento
l6gico y sistematico. Entre ellos, Arquimedes fue quien mds se acercé al
concepto moderno de drea y fue asi, que con base en estas ideas
Riemann en el siglo XIX, formuld su definicién de Integral.

&7

Integrales

¥ TJ
f (x sen(x) + 1)dx = 12.2
L= |

lC:E":’;*unirrt:am'F’arar Argueia/Linares 2013
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1.1 Introduccion

Introducciéon

En geometria elemental se establecen férmulas para calcular las areas
de muchas figuras planas, en particular se tienen férmulas para
calcular dreas de figuras con lados rectos, entre ellas, el drea de
tridangulos, cuadrados, rectangulos y en general de poligonos regulares.
Si un poligono es irregular se puede calcular su drea recurriendo al
método de triangulacidn.

El concepto de integral que construiremos en esta seccidon nos permitira
calcular dreas de figuras planas, cuyos lados no sean rectos, pero para
su construccion nos basaremos en el conocimiento de la férmula para
calcular dreas de rectidngulos, como podremos ver en el siguiente
apartado. Por ahora establecemos las regiones con las que iniciaremos
nuestro estudio.

Region R(f,a,b)

Iniciaremos la construccidn intentando calcular el drea de algunas
regiones muy especiales: aquellas limitadas por el eje de las z, las rectas
verticales que pasan por (a,0) y (b,0) y la grifica de una funcién f
acotada en [a, b] tal que las f(x) son no negativas, como se presenta en
la figura.

R(f, a, b)

Do — — —
Te— — — — —
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En este tipo de regiones se incluyen, desde luego, rectdngulos,
triangulos y muchas de las figuras de geometria plana. El nimero que
asignaremos eventualmente como drea de la region R(f,a,b) le
daremos el nombre de integral de f sobre [a, b).

Para definir la integral sobre [a, b] para funciones acotadas que puedan
tener valores negativos como en la figura, basta introducir el concepto
de “drea algebraica” considerando con valor positivo las dreas de
regiones sobre el eje de las z y negativo en caso que estén por abajo del
eje delas x.

Con esta consideracién del “drea algebraica” el procedimiento de
construccidn de la integral serd el mismo, y su valor serd la suma
algebraica de las dreas de cada una de las regiones, como veremos en la
seccion de Funcidn integrable, mds adelante.

1.2 Conceptos previos

Para comprender mejor la construccion del concepto de Integral, es
muy importante que tengas claros los conceptos de infimo y supremo,
relacionados por supuesto con conjuntos acotados y con el axioma del
supremo, vistos en el curso de Calculo Diferencial e Integral I. También
debes tener claro el significado de funcién acotada y el concepto de
particidn de un intervalo cerrado, que incluiremos en esta seccion.
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Infimo y Supremo de un conjunto

Si deseas recordar estos conceptos, da clic aqui.
Funcidn acotada

Si deseas recordar, da clic aqui.

Algunas proposiciones

Para tener presentes algunos resultados que se utilizan casi de
inmediato en este apartado, incluimos las siguientes proposiciones.
Proposicion 1

Sean ) # A C B C R. Si B es acotado, entonces A es acotado y ademds,
infA > infBysupA < supB.

Demostracion (Primere demostraremos que A es acotado y luego las desigualdades) DI 7I|

Iniciar demosiracion

Mostrar todo

El infimo del subconjunto A, es mayor que el infimo del conjunto B que
lo contiene y el supremo del subconjunto A es menor que el supremo
del conjunto B que lo contiene.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/paginas_extra/axioma_del_supremo.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/paginas_extra/funcion_acotada.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_proposicion_1.html
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Proposicion 2

Sean Ay B subconjutos de R, no vacios y acotados. Sea A+ B = {a +
bla € Ay b € B}, entonces (A + B) es acotado y ademas inf(A + B) >
infA+infBy sup(A+ B) < supA + supB.

Demostracion (Primero demostraremos que A + B es acotado y luego las desigunldades) I DI 7||
[

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Estas proposiciones serdn de mucha utilidad, la primera para la
construccidn del concepto de integral y la segunda, en los teoremas de
dlgebra de las funciones integrables. Te conviene tenerlos en cuenta.

Proposicion 3

Sea ) # AC R y acotado. Si ¢ >0y cA = {cala € A}, entonces cA es
acotadoy ademds inf(cA) > c(infA)y sup(cA) < c(supA).


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_proposicion_2.html
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Demostracion (Primero demostraremos que cA es acotado y luego las desigualdades) j A
O

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Los siguientes tres resultados te permitiran calcular tus primeras
integrales, por medio de la definicidn.

Proposicion 4

n(n+ 1)
1424+ ...4n=——=VneN.
2
Demostracién: (La idea es demostrarlo por induccién matemitica) ', DI 7||

Paso=10



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_proposicion_3.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_proposicion_4.html
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Proposicion 5

1)(2n + 1
IS | U )6( ntl)

Vn € N.

Demostrar por induccion matemdtica, que :

4248 = Lome (0 1) (2n+ 1) V€N

Mostrar Todo

w

1

Argueta_Linares_2017

Proposicion 6

2
1
134923 4. 4+nd= (%) Vn € N.

Demostrar por induccion matemdtica, que :

« (1 1
PP 4 = (%

Mostrar Todo

e
et

32
) YnelN (1)

Argueta_Linares_2017



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_proposicion_5.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_proposicion_6.html
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El concepto de limite lo debes tener muy bien asimilado.
Definicion de limite

L es limite de f en a, si para cada € > 0,36 > 0, tal que Vz € Domf, si
0 < |z — a|] < 4, entonces |f(z) — L| < e.

Es decir, para cada vecindad V(L) debe existir una vecindad V}(a), tal
que: Vz € Domf N V{(a), se cumple que f(z) € V.(L).

Ya por ultimo te recomendamos tener claro el Teorema del Valor Medio
para Derivadas.

Teorema del Valor Medio

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces 3z € (a, b) tal que
! b) —
ORI (GRS (C)
—a

Demostracion: Usaremos el Teorema de Rolle y nos auxiliaremos de una funcion definida -~ DI 7||
de manera adecuada. o

Iniciar demostracion


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/02_teorema_valor_medio.html
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Particidon de un intervalo [a, b|

Sea a < b. Una particidn del intervalo [a,b] es una coleccidén finita de
puntos de [a, b], de los cuales uno es a y otro es b.

Como se trata de un conjunto finito de puntos, estos pueden ser
numerados y ordenados como:

t0,t1y ey tn—1,tn, de maneraque:a =tp < t1 < ... <tp-1 <tp, =b

Asi es que pensaremos en una particion, como un conjunto finito y
ordenado de puntos, donde el primero es a y el dltimo es b. Es decir que
siempre pensaremos en que a < b.

Para reflexionar

1. ;Cudntas particiones puede tener un intervalo [a, b]?

2. ;Cudntos puntos como minimo puede tener una particion de [a, b?
3. ;Cuantos puntos como maximo puede tener una particion de [a, b]?

4. ;Launion de dos particiones de [a, b es una particion de [a, b]?

1.3 Sumas superiores e inferiores

Sea f una funcidn acotada sobre [a,b] y P = {to, ..., t,} una particion de
la, b]. Sean, ademds parai =1,...,n:

m; = inf{f(z)[ti-1 <z <t}
M, = sup{f@)tir < < )

Definimos, la suma inferior de f para P, designada por L(f, P), como:
L(f,P) = Zmi(ti —ti-1)
i=1

Definimos, la suma superior de f para P, designada por U(f, P),
como:

U(f,P)= iMz(tl —t; 1)
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Observaciones

En la definicién anterior:

e Es importante observar que los valores m; y M; existen Vi por ser f
acotada sobre [a, b].

e Si ademds f fuese continua sobre [a, b], entonces los m; y los M; Vi,

coincidirian con los minimos y mdximos correspondientes. Por
ejemplo:

Integrales

'[_33 f(x)dx =12

e

n=5
G)Animan'Parar

Integrales

Suma inferin{; E
v

Suma superior

[b f(x)dx ~16.2 |
- Y

T T
-2 - 0 ™

a=-5.5
g

n=
L =19

Puedes mover los puntos rojosy el

G)Animan'Parar -2



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/03_construccion_1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/03_construccion_2.html
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Proposicion elemental

Si f es una funcidén acotada sobre [a,b] y P = {,...,t,} una particién
de [a, b], entonces L(f, P) < U(f, P).

&7

Demeostracion: Usaremos el método directo y el hecho quet; — t;_; = 0% ;

Iniciar demostracion

Mastrar todo

Esto nos indica que, la suma inferior de f parala particién P es menor o
igual que la suma superior de f parala misma particién P.

Para la construccidn del concepto de integral seria deseable que tal
desigualdad se cumpliese para particiones distintas, es decir que:
L(f,P1) <U(f,P). Nos encaminamos a demostrarlo, pero antes de
ello, una definicién y un lema.

Definicion

Sean Py @ particiones de [a, b]. Decimos que @ es un refinamiento de
P,siP CQ.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/03_proposicion_elemental.html
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También se acostumbra decir que @ refina a P. Por ejemplo: Q =
{-2,-1,0,0.5,1,1.3,2,2.5,3} es una particion de [-2,3] y es un
refinamiento de la particion P = {—2,-1,0,0.5,1.3,2,2.5,3} del mismo
intervalo [—2, 3]. En este caso @ tiene un elemento de m4ds (el 1) con
respecto a P, sin embargo podria tener cuantos se quisieran, pero en
numero finito.

Lema

Si Q refinaa P, entonces L(f,P) < L(f,Q)yU(f,P) > U(f,Q).

Demostraciin: Primero consideraremos el caso en que Q tiene un solo elemento

0
=Y

mis que P y luego aplicaremos un proceso inductivoe finito.

Iniciar demostracion

Mostrar tode

Es decir, las sumas inferiores crecen al refinar una particién y al
contrario, las sumas superiores decrecen.

Teoremal

Sean P, y P, particiones de [a,b], y sea f una funcidn acotada sobre
la, b]. Entonces L(f, P;) < U(f, P,).


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/03_lema.html
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Demostraciin: Usaremos el método directo, la proposicion elemental y el Lema , || 7l|
"t
Iniciar demostracion

Mostrar todo

Consecuencias del Teorema 1

e Cualquier suma superior es cota superior del conjunto de todas las
sumas inferiores.

e Por tanto: sup{L(f, P)|P es particién de [a, b]} < U(f, P) V particién
P de[a,b)].

e Pero esto a su vez, significa que sup{L(f, P)|P es particion de [a, b]}
es cota inferior del conjunto de todas la sumas superiores.

e Y por tanto: sup{L(f, P)|P es particién de [a, b|} < ing{U(f, P)|P es
particion de [a, b]}.

En la siguiente seccién profundizaremos en estas consecuencias del

teorema 1, ya que son de gran importancia para definir si una funcién es

integrable o no.

1.4 Funcion integrable

Aqui encontrards la definicion de funcidén integrable y ejemplos
sencillos que permitan ilustrar la aplicacién de la definicién para
corroborar si una funcidn es o no integrable.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/03_teorema_1.html
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De la seccién anterior

En la secciéon anterior, derivado del Teorema 1, obtuvimos una
conclusidén que reescribiremos utilizando P([a,b]) para denotar el
conjunto de particiones de [a, b]:

sup{L(f, P)|P € P(la,b))} < inf{U(f, P)|P € P([a,b))} .. (1)
Y es claro ademas que:

L(f,P') < sup{L(f, P)|P € P([a,b])} < inf{U(f, P)|P € P([a,b])} <
U(f,P')V particién P’ de [a, b].

Puede ocurrir

De acuerdo con la desigualdad (1), puede ocurrir que:
sup{L(f, P)|P € P([a,b])} = inf{U(f, P)|P € P([a,b])} ... (2)
sup{L(f, P)|P € P([a,b])} <inf{U(f,P)|P € P([a,d])} ... (3)

En el caso (2), existe un Unico nimero entre todas las sumas inferiores
y superiores de f y éste seria el candidato para representar el drea de la

region R(f,a,b).

Por el contrario en el caso (3) habria infinidad de valores entre todas las
sumas inferiores y superiores de f y, por consecuencia no parece haber
un candidato para el drea de laregion R(f, a,b).

Definiciéon

En efecto, con estas ideas, establecemos la definiciéon de funcién
integrable.

Una funcién f acotada sobre [a,b] es integrable sobre [a,b] si
sup{L(f, P)|P & P(a,b])} = inf{U(f, P)|P ¢ P(a,b])}.
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En este caso, el niumero comun recibe el nombre de integral de f sobre

b
[a, b] y se denota por / f.

La integral / f recibe el nombre de drea de la region R(f, a,b) cuando
f(z) > 0Vz € [a,b].

Asi, si f es integrable sobre [a,b], entonces / f es el unico numero

a
entre todas las sumas superiores e inferiores de f en [a, b].
Ejemplos

A continuacidén mostramos un par de ejemplos sencillos para aplicar la
definicion de funcidn integrable. En uno de ellos demostraremos que la
funcidn dada es integrable y en el otro haremos ver que no lo es.

Funcién Constante G D’l
fila.bl — R tal que f(x) = c es integrable.

Iniciar demostracion

Mostrar todo
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Funcién ne integrable

fila.b] — B tal que f(x) = [

QO
=Y

1 si xesunracionalen [a.b]
2 si xesunirracional en [a. b]

Iniciar demostracion

Mostrar todo

1.5 Criterio de integrabilidad

Aqui encontrards un criterio de integrabilidad que permite corroborar
si una funcidn es o no integrable, de una manera mds sencilla que
aplicando la definicidn de funcidn integrable. También encontrards la
demostracion del teorema 2, que establece la equivalencia entre el
criterio de integrabilidad y la definicién de funcidn integrable.

Teorema 2 (Criterio de integrabilidad)

Si f es una funcidn acotada sobre [a, b], entonces f es integrable sobre
[a,b], siy sdlo si Ve >0, existe una particién de P de [a,b] tal que
U(f7P)_L(f7P) <E.
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Demostracion (primero demaostraremos « luego =)

0
0o

=

Observaciones

Estas observaciones son con la idea de apreciar mejor la importancia
del Criterio de integrabilidad (Teorema 2).

Para hacer ver que una funcién acotada en [a,b], es integrable sobre
[a, b]:
e Mediante la definicién hay que demostrar que:

sup{L(f, P)|P € P(la,b])} = inf{U(f, P)|P ¢ P([a,b])}

y para ello, hay que calcular todas las sumas superiores e inferiores,
para toda particion del intervalo [a,b] y recuerda que éstas son
infinitas.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/05_teorema_2.html

25

e En cambio, mediante el Criterio de integrabilidad (Teorema 2), sélo
hay que encontrar una particion adecuada, para cada e > 0 tal que:

U(f7P)_L(f7P)<€

e Por lo anterior, es mds recomendable usar el Criterio de
integrabilidad para hacer ver que una funcidén es integrable. Sin
embargo, debes estar seguro que la definicién y el Criterio son
equivalentes, por ello, debes revisar la demostracidn del Teorema 2.

Unos ejemplos utilizando el Criterio de integrabilidad

Recuerda que dado ¢ > 0 hay que encontrar una particién P de [a, b], tal
que la suma superior, menos la inferior sea menos que épsilon. Dicho
en otras palabras, las sumas superior e inferior tienen valores tan
cercanos como se quiera.

En los ejemplos siguientes se demuestra la integrabilidad de funciones
acotadas en un intervalo [0, b], utilizando el Criterio de integrabilidad y

en particular en los ejemplos 2 y 3, se utiliza un tipo de particiéon que
llamaremos regular.

Particidon regular de un intervalo [a, D]

Se dice que una particion P, = {tg, ..., t, } de [a, b] es regular, si divide al
intervalo en n partes iguales.

En una particién regular de [a,b], ocurre que: ¢; = a + i(b—a) y ti —
n
b—a
ti-1 = Vi.
n
. 0(b— 1(b — 2(b —
Es decir: tg = a + ( a):a,tlza—i— ( a),tzza—i— (na)’ s
nb—a
PR Cnl.) S
n
. . b 2b kb
En particular: sia = 0, entonces tg = 0,t1 = —, to = —, e, tx = —, ...,
n n n

t,=0b
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Funcion discontinua removible (o de primera clase) en un punto.

1six®1

f:10.2] = R tal que f(x) :{Zst= 1

z
es integrable y f F=2
[}

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Funcitn idéntica
LI
Sean b = 0.f:[0.b] AIRtulquef(xj:xssm:sgrublsyf ,n":T
o

Iniciar demostracion

Maogtrar todo
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Funciom cuadritica

0

b Bl I zl

Sea b = 0. f:[0,b] = R tal que f(x) = x%os un integrable y [ = i [m]
o

Inciar demostracion

Mostrar todo

1.6 Continuidad e Integrabilidad

En este apartado encontrards fundamentalmente el teorema que
asegura que toda funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] es
integrable sobre [a,b]. Para la demostracidn de este teorema,
necesitamos algunos conceptos y resultados previos sobre continuidad
y continuidad uniforme, que también seran incluidos. En realidad, es
un teorema fdcil de aceptar, pero si gustas formalizarlo, aqui tienes esta
seccion.

Un teorema de continuidad que debes recordar
Si f es continua en [a, b, entonces f es acotada sobre [a, b].

Este teorema es la conjunciéon de uno de los teoremas fuertes de
continuidad, el 2 y el teorema 6 del mismo tema, en el curso de Cdlculo
diferencial e integral 1.
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Definiciéon

Una funcién f es uniformemente continua en un intervalo I, si Ve >
0,36 >0 tal que Vz,y € I se cumple que: si |z —y| < J, entonces

f(z) = F(y)l <e.

Observaciones

¢ La continuidad uniforme es una propiedad definida para todo un
intervalo, mientras que la continuidad se puede definir en un sélo
punto.

e Debe ser claro que una funcién uniformemente continua en un
intervalo I, es continua en tal intervalo I.

e En la continuidad, la § > 0 depende de £ > 0 y del punto a donde
desee averiguar, mientras que en la continuidad uniforme, § > 0
s0lo depende de & > 0. Es decir, para cada ¢ > 0 sélo hay que
encontrar una § > 0 que sirva para todo z, y cuya distancia entre
ellos, sea menor que delta.

Funcién constante o~ [ 7||
f:R — R tal que f(x) = c (constante) es uniformemente continua La misma § funciona en ~ |0

Demostracion: cualquier parte de la grifica

Iniciar demostracion

[al
|
M ko il

R s 4

(=]
W
[=]

Mostrar todo
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Funcion ldéntica

iR — Rtal que f(x) = x es unif ormemente continua.

Iniciar demostracion

f:[0, 0] — B tal que f(x) = x* no es unif ormemente continua

Iniciar Ejemplo
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Lema 2 (continuidad uniforme en intervalos cerrados
consecutivos)

Sean a<b<c y f continua en el intervalo [a,c|]. Dado que &0,
supongamos que existen §; > 0y d2 > 0, tales que:

z,y € [a,b]ylz —y| <& = |f(z) - f(y)l <e
T,y € bcyle—yl < = |f(x) - fy)| <e
Entonces existe § > 0 tal que:

z,y €la,dyle—yl < = [f(z) - fY)l <e

Primero una reflexidn.

§
O

Por (1)y (2)sabemos que f cumple las condiciones de continuidad uniforme para
x.ven [a.bl y en [b.c]l para &, v 8, respectivamente. Asi,tenemos dos problemas:
a) Resolverel casoenque x € [a.b] y ye [b,e]
b} Construir una & = 0, que funcione en todos los casos.

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Lema 3 (Continuidad en [a,b] = continuidad uniforme en |[a, b))

Si f es continua en [a,b], entonces f es uniformemente continua en
[a,b].
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Primero una definicion que silo utilizaremos en esta demostracion
Definicion: Dado & > 0, decimos que f es ¢ — buena en [a, bl.si existe 5 = 0

tal que:¥ y,z € [a, bl tales que |y —zl < 6 = [f(y) —f2)| < =

Iniciar demostracién

Mostrar todo

[

Teorema 3 (continuidad en [a,b] —> integrabilidad en [qa, b])

Si f es continua en [a, b, entonces f es integrable en [a, b].

Demostracion:
(Dado € = 0 haremos ver que 3 una P, particion de [a.b] tal que U{f.P)— L(f.P) <€)

Iniciar demostracion

Mostrar todo

@)

7
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Con este teorema, tenemos un conjunto mucho muy grande de
funciones integrables, particularmente todas las polinomiales.

1.7 Algebra de funciones integrables

En este apartado encontrards algunos teoremas que tienen que ver con
el manejo algebraico de las funciones integrables y de sus integrales.

Teorema 4 (Aditividad de la Integral en intervalos consecutivos)

Sea a < ¢ < b. f es integrable sobre [a,b], si y sblo si f es integrable

sobre [a, c] y [c, b]. Ademds /abf = /acf + /cb f.

- Z 2 - . . -~ A
Demostraremos que: a) f integrable en [a. b] implica f integrable en [a.c] y en [c, b] |‘_j DI |

‘ b) f integrable en [a.c] y en [c,b] implica f integrable en [a, b] ‘

¢ b b
c) ¥ ademas se cumple que J‘ F+ J‘ f= J‘ F
@ [ (]

Con la idea de extender este teorema a casos mds diversos, como por
ejemplo para a < b < ¢ y otros posibles, se formulan las siguientes
definiciones.
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Definiciones

/aaf:()y/abf:—/bafsia>b.

Puedes intercambiar la posicion de a v b para observar el cambio ~
5 qde signo de la integral y en su caso, ¢l valor de la integral. v/t
i
2
10
N f(x)dx =~ 26.1
J1
2 -
1
1 2 3 4 5 5 7 8 8 10
a=1 =10
-1 4 =5 B

Asi tenemos la siguiente:

Proposicién (Generalizacién del Teorema 4)

/acf-l—/cbf:/abf Va,by c.

Primero una reflexion
Habri que demostrar varios casos. El torema 4, establece el casolla < c < b.

Iniciar demostracion

Mostrar todo

™
w!

Los otros casos serianNa<b<cllljc<a<bIV)b<a<cV)b<c<ayVlec<b<a
El procedimiento es muy similar en todos los casos, asi que solo presentaremos dos
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= _Puedes intercambiar las posiciones de a, b y ¢ para observar los
de signo de la integral y n su caso, visualizar el teorema.

9
/ f~ 213
J1

Para el siguiente teorema serd importante que recuerdes la Proposicién
2 de la seccién Conceptos previos, que establece la relaciéon entre
supremos e infimos de los conjuntos A, By A + B.

Teorema 5 (Integral de una suma de funciones)

Si fygson 1ntegrables sobre [a, b], entonces f + g es integrable sobre

[ab]y/ (f +9)= /f+/

Demostraremos que: | a) fy g integrables en [a.b] = f + g es integrable sobre [a, b] |::. DI ’l

B ] ]
b) ¥ ademis se cumple que r f+e= ( f+f g
‘a ‘a a
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Funcion (f + h)

"
/ (f + h) =~ 242
1

Para el siguiente teorema serd importante que recuerdes la Proposicion
3 de la seccién Conceptos previos, que establece la relacién entre
supremos e infimos de los conjuntos Ay cA, parac > 0.

Teorema 6 (Integral de una constante por una funcién)
Si f es integrable sobre [a, b], entonces la funcidn cf es integrable sobre

[a,b]ch/abcf:c/abf.

Demostraremos que: | a) f integrable en[a,bl = cf integrable en [a. bl para c= 0 | ":, I:II 7'|

| b) fintegrable en [a,b] = (-c)f integrable en [a.b] para ¢ > 0 I

b B
c) ¥ ademis se cumple que J cf=c [ fve
a a
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Teorema 7 (Acotacién de una integral)

Si f es integrable sobre [a,b] y m < f(z) < M Vz € [a,b], entonces

m(b—a)ﬁ/ f<M(b-a).

&7

0

Mostrar todo

Este teorema puede ser muy util, en ocasiones, para obtener una
aproximacion de la integral.
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1.8 Ejemplos y observaciones

En este apartado encontrards algunos ejemplos que son posibles a
partir de la aplicacidn de los teoremas hasta ahora vistos.

Hemos visto que:

b 2
: b
St f(z) = z, Ve, entonces/ f= 3
0
b b3
Si f(fl?) = $2,V:L°, entonces/ f= 5
0
Si f(z) = 23, Vz, entonces/ f= T
0

Entonces por el Teorema 4, tenemos que:

b b a B g2
Sif(ar):a:,V:c,entonces/ f:/ f_/ fZE_E
a 0 0
b b a B gl
Sif(ar):q;?,Va:,entonces/ f:/ f_/ f:§_§
a 0 0

b b a
Sif(w):w3,Vac,entonces/ f:/0 f_/o f:b;_

Por otra parte hemos visto que:

NN

Una funcién discontinua de primera clase (o con discontinuidad
removible) es integrable, como por ejemplo:

1si 1 2
Slw#lentonces/ f=2.
0

2six =

Sif:[0,2] = R, talque f(z) = {
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*
]
i
1
1
i
1
1
1
1
i
i
1
]
1
1
1

®

;La recuerdas? Si no puedes ir a los ejemplos del Criterio de
Integrabilidad.

Utilizando el Teorema 5, podemos extender la integrabilidad

Podemos hacer ver que una funcién continua en un intervalo cerrado,
excepto en uno de sus puntos, en donde tiene una discontinuidad de
segunda clase (o no removible), es integrable sobre [a, b].

Por ejemplo, la funcidn:
lsiz € 0,1)

entonces f es integrable
2siz e [1,2] f 8

Sif:[0,2] — R,tal que f(z) = {

2
en[(),2]y/0 f=3.

..________________

»-—-—-
$F--—-=-===
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La razon es que es integrable sobre [0, 1] y sobre [1, 2], entonces, por el
teorema 5 es integrable en [0, 2] y la integral es fdcil de calcular. ;Puedes
ingeniar otras funciones discontinuas de primera y segunda clase que
sean integrables?

El Teorema 7, nos permite tener una idea entre que valores estd la
integral

Algunas veces resulta muy dificil calcular una integral, entonces poder
aproximarla aunque sea de manera burda, serd un avance.

1 . 2 '|:|_i|

L f(x) = —— + 2 fib) = Inf{f(x)| & = x = b} f(a) = sup{f{x)| a = x < b}

9

| 158~ ( @1 -+ 2)(7) = (9)(9 - 2)5[ F<f(2)(9-2)=( _:_-§1+1-i-2]{?).::16.9

vy + 2 Y%

Sobre la notacién

Hasta ahora hemos utilizado una notacién muy cdmoda y econdmica
b
paralaintegral: / f- Esto es porque en nuestras expresiones hasta sélo
a

hemos manejado una sola variable. Cuando en una expresion hay mads
de una variable, entonces es necesario hacer explicita la variable de
integracién y en ese caso, las otras se comportan como constantes
respecto a ésta. Por ejemplo:
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b Teas [ b Teos [ b b2 g2
/(x—l—y)dw 2 /xdm+/ydﬂc 2 /mdm—i—y/ dxz(;—;)—ky(b—a)

b b b b b 2 2

€eo €0 b

/(y+t)dtT:5/ ydt+/ tdthsy/ dt+/ tdt:y(b—a)+<5—%>

T T T T T 2 2
/ (y+t)dyT25/ ydy+/ tdyTgﬁ/ ydy+t/ dy = (%— %) +t(z —a)

b z Teo 6 b T b Teo 6 b b
/ </ tdz) de 2 / (t/ dz> dx:/ t(m—a)da:T25t /xdm—i—a/ de | =

(B )

Un detalle mads sobre la notaciéon

Las integrales a continuaciodn, significan lo mismo:

b b b b
/azda:,/ ydy,/ tdté/udu

1.9 La integral como una funcidon

En este apartado iniciards el estudio de la integral como una funcidn, lo
cual te permitird conectarla con los conceptos ya estudiados de limite,
continuidad y derivada. Es decir, podras estudiar la continuidad de una
funcidn integral, aplicarle limite y obtener su derivada.

Sea f integrable sobre [a, b]. Definimos la funcién f : [a,b] — R, tal que

F(z) = / " f@)dt.

Por el Teorema 4, sabemos que esta funcidn estd bien definida, puesto
que si f es integrable sobre todo [a,b], entonces f es integrable sobre
cualquiera subintervalo [a, x|, para todo z en [a, b].
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Para la demostracion del siguiente teorema, serd necesario que
recuerdes que:

Si f es integrable sobre [a, b], entonces f estd acotada en [a, b).

Teorema 8

Si f es integrable sobre [a,b] y F : [a,b] — R es una funcién tal que

F(z) = / f entonces F' es continua sobre [a, b].

Primero recuerda que: 5i f es integrable sobre [a,bl, entonces esti acotada en [a. b], I [ 7||
es decir.existe M € R tal que |f(x)l = M vx e [a b] (=) ~ |10

Iniciar demostracion

Mastrar todo

Esta propiedad de la integral como una funcién es interesante y se
cumple, aun que la funcién f sea discontinua, como podras apreciar en
los siguientes ejemplos.
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Ejemplos

Sea f:[0.2] — K. tal que f(x) Z{

X
Caleular de manera explicita Flx) = " E S
i

1sixe[0,1]

Zsix e(1,2]

I il

|
|
1 ¢—e |
Iniciar solucion | |
| |
0 1 2
Mostrar todo
x sixel01] @
D]
Sea f:[0.2] = K. tal que f(x) = 3
- sixe(1,2]
£
3 . .
x o
Calcular de manera explicita Fx) = [ f 2 [
Jo 14
Iniciar solucién
0 1 2

Mastrar todo
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x sixe[0,1] = A
Sea flx) = D

x—1 sizxe(l2]
oz
Calcular de manera explicita Flx) = f tdt 1
Jo

Iniciar solucion 1 1

Maostrar todo

1.10 Una aplicacidn interesante

En este apartado podrds encontrar una aplicacion de la integral,
referente al cdlculo de la longitud de una curva, comunmente llamada
Longitud de arco. Empezaremos con una explicacién de lo que
deseamos hacer:

™

:t-:-f';L::l'l

==
e e . .- ——————

e et

-
—

[=]
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Para calcular la longitud de la curva la idea es hacer una particién del
intervalo [a,b] y, trazar una poligonal que une los puntos
(t0, £(¢0)), (¢1, f(t1)),..., (tn, f(tn)), como se puede ver en la

construccidn interactiva. Asi, la longitud de la poligonal, es una
aproximacion a la longitud de la curva. Entre mds fina resulte la
particidén, mas préxima serd la longitud de la poligonal, a la longitud de
la curva.

Estaidea debemos formalizarla y para ello, empezaremos con una

Definicion

Sea f continua en [a,b] y P = {to,t1,...,tn} una particién de [a,b].

Definimos A(f, P) = i V(ti —tic1)2 + (f(t:)) — f(ti-1))? como la
i=1

longitud de la poligonal que une consecutivamente los puntos

(ti-1, f(ti-1)) y (ti, f(t:)) Vi.

Observa que cada sumando, representa la longitud de cada segmento
cuyos extremos son (¢; 1, f(t;_1)) y (&, f(t;))-

Definicion

Sea f continua en [a,b] y P = {ty,t1,...,t,} una particién de [a,b|.
Definimos A(f, P) = sup{A(f, P)|P € £([a,b])} como la longitud de f
en [a,b], suponiendo que {A(f,P)|P € #£([a,b])} es un conjunto
acotado superiormente.

Ahora estamos en posibilidad de nuestro primer teorema.
Teoremal

Supongamos que f’ es continua en [a,b]. Si P es una particién
cualquiera de [a,b], entonces L<\/1+(f’)2,P)§>\(f,P)§

U (Vit@P.P).
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Demostracion: Utilizaremos fundamentalmente el Teorema del Velor Medio: I I:II 7'|
] y . fb) = fla) rt
f continua en [a, bl v derivable en (o, b) = 3x, € (a.b) tal que f'(xy) = &17}'“
—a

Iniciar demostracion

Mostrar todo

De aqui nos encaminamos a obtener la expresidon que nos proporciones
la longitud de f en [a,b] y para ello, estableceremos unos cuantos

razonamientos m4ds, a partir de este teorema.

Corolario 1

sup{L (VI+(FP),P} <{NF P)}.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_teorema_1.html
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Demostracién: (Utilizaremos las propiedades del supremo) g DI 7||

Iniciar demostracion

IMostrar todo

Corolario 2

sup{A(f, P)} < inf {U (vI+(F)%P) }.

Demostracion: (Utilizaremos propiedades de infimos y supremos) v:: Dzl

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Y ahora el resultado importante respecto a la longitud de f en [a, b].


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_corolario_1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_corolario_2.html
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Teorema 2

Supongamos que f’ es continua en [a,b], entonces /14 (f')? es

b
integrabley A(f) = / V14 (f)2.

Demostraciin: Usaremos teoremas de continuidad e integrabilidad conocidos. g DI Zl

Iniciar demostracion

Mostrar todo

A continuacidén podrds ver algunos ejemplos, en general sencillos,
porque las integrales que resultan requieren métodos de integracion
que aun no hemos visto.

@)

&7

Sea f: [0,1] = R, tal que f(a:) =41- x2
Calcular la longitud de arco de f.

Iniciar calculo

Mostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_teorema_2.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_ejemplo_2.html
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Sea f:[0,2] — R tal que f(x) =x

Calcular la longitud de arco de f.

Mostrar calculo

L R

Seaf:[0,2] - R, tal que f(x) :%

Calcular lalongitud de arco de f.

Mostrar calculo

- — — — —



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_ejemplo_1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap1/10_ejemplo_3.html
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1.11 Ejercicios selectos

En este apartado encontrards algunos ejercicios selectos resueltos. Te
presentamos una solucién de éstos, por la importancia que tienen mads
adelante en el tema de Integrales impropias. Es importante que los
estudies con cuidado y mejor aun que trates de desarrollar cualquier
detalle que haga falta o que no entiendas.

En todos estos ejercicios requerirds un buen manejo del concepto de
Particion de un intervalo [a, b]. Igualmente de los conceptos de supremo
e infimo. A estas alturas suponemos que los tienes dominados.

Ejercicio 1
b b+c
Demostrar que/ f(z)dx = (z — c)dz.

a+tc

Supondremos que la funcidn f(z) es integrable en el intervalo [a,b], ¥
demostraremos que la funcién g(z) = f(z —¢) es integrable en el
intervalo [a + ¢, b + ¢], y que las integrales respectivas son iguales.

Demostracion
Seag(z) = f(x — c¢)paratodoz € [a + ¢,b + .

Puesto que f(z) es integrable en el intervalo [a, b], por el Criterio de
integrabilidad, tenemos que:

Para todo ¢ > 0 existe P = {¢y = a, ..., t, = b} particidn de [a, b] tal que
U(f7P)_L(f7P) <e&.

Donde, U(f,P)=> M(t;—ti1),L(f,P) =) mi(t; —ti1), M,
i=1 i—1

sup{f(z) : tin <z <t}L,Vi=1,..,n y m ;znf{f(m) ttic1 <z <
tz},\V/Z == 1,...,77,
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Sea P'={ty=a+c,..,t,=t;+c,..,t, =b+c} particidbn de [a-+
¢, b+ ] construida a partir de la particién P = {tp = a, ..., t, = b} del
intervalo [a, b).

Sean M = sup{g(z) : t; ; <z <t} ym!={g(zx):t;.; <z <t;} donde
ti=ti+c,Vi=1,..,n

Pero,

M; = sup{g(z) : t;_ < z < t;} = sup{g() : ti- 1+c<a:<tl+c}=
sup(fla—0) o S 2 o<t =suplf{u):fa Sw <) =

M Vi=1,..,

y

m; =inf{g(z): iy <z <t} =infl{g(z):tin+c<z<titc}=
inf{flr—c):t; 1<z—c<t;}=inf{f(w):t; 1 <w<t}=

mi,Vi = 1, N

Por tanto,
=) mi(t;—t Zmz i —ti-1) = L(f, P).
i=1
=) Mt —t ZM —ti1) = U(f, P)-
i=1

Entonces, U(g, P') =U(f(z - C), )=U(f,P) y L(g,P') = L(f(z —
c), P') = L(f, P).

Asi, dado £>0 existe P ={tf=a+c,....,ti=t;+¢,...t, =b+c}
particién de [a+c,b+¢c| tal que U(g,P')— L(g,P)=U(f,P)—
L(f,P) <e.

Se sigue que g(x) = f(x — c¢) esintegrable en el intervalo [a + ¢, b + ].

b b+c
Adems, [ f(2)dz = suplL(f,P)} = sup(L(g. P)} = [ f(e~ o)do
a a-+c
b b+c
Por tanto, / f(z)dx = f(z —c)dz
a a+c

QE.D
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Ejercicio 2

a1 b 1 ab 1
Demostrarque [ -dt+ | —dt = —dt.
p t 1t 1t

a1 ab
Laidea es demostrar que / ?dt existe y que esigual a / gdt.
1 1

Luego aplicaremos el Teorema 4, pagina 368 del Spivak, para concluir la
igualdad solicitada.

Demostracion

1 ., . .
f(z) = =,Vz € [1,a] es una funcién continua y decreciente en el
T

intervalo [1, a], paratodoa > 1.

1
f(x}=; parax=>0

1 . , (.
Por ser f(z) = — continua en [1, a], segin el Teorema 3, pagina 366 del

Spivak, se sigue que es integrable en [1, a].

Por tanto, Ve > 03P particiéon de [1,a] talque U(f, P) — L(f, P) < e.



52

Esto significa, que dado € > 0 siempre existe una P = {t; = 1,...,t, =
a} particion de [1,a], tal que U(f, P) — L(f, P) < e.

Donde,
M; = sup{f(z) :t; 1 <z <t;} = f(t;i.1) = til—l WVi=1,..,n
m; = inf{f(x) : ti-1 <z <t} = f(tie1) = %,Vizl, M
Y

1

Esto es, dado e >0y P ={t;, =1,...,t, = a} la particién de [1,qa] tal
que:

U(f,P)—L(f,P):Ztl (tzytz 1) Z%(ti,ti_1)<€

Ahora, demostraremos que f(z) = EVx € [b, ab] es integrable en [b, ab
q = g y

a 1 ab 1
que/ —dt :/ —dt.
1t p

1 . s .
Sabemos que f(z)=—,Vz € [b,ab] es una funcién continua y
z

decreciente en [b, ab).

Sea P’ la particién de [b, ab] definida con base en la particién P de [1, a],
esto es:

= {t) =b- 1,8 = b-ty,...,t), = b-t;,...,t" = bt, = ba}



Asi,

1 1 11
- l < < —= = — —
1 suP{f( ) i—1 z t} f( i— 1) tifl bti 1 btl;l
ZMZ,V'I: — ].7 ...,n
. 1 1 11 1 .
mp=inf{f(e) iy sw B} = f0) =5 = g =gy = gmav

1,...,n

Por lo tanto,

U(f,P) = ZM’ (8 — ¢ ) Zf(tz 1)(t;_t;_1)zzm¢(bti_
1 .

o1

bt —ti) = Z t.

bt;_1)
i=1 i-1 i=1
U(f,P)
Y
n n 1
/ / !/
— =N (bt —
f P Zm t tz 1 Zlf(t )(tz tz—l) Z_Zl btz( t
n 1 n
bti—1) th ti —ti—1) Z;(ti_ti—l) Zmz(tz ti1) =
i=1 i=1
L(f,P)
Por tanto,

Ve >0 3JP' particidn [b,ab] tal que: U(f,P') — L(f,P') =U(f,P) —
L(f,P) <e.

Por tanto,

Ve > 0 JP' particion [b,ab] tal que: U(f,P') — L(f,P') < ¢
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Esto significa que f(z) = % es integrable en [b, ab).

ab
Ademas, / —dt es el dnico numero que estd entre todas las sumas
b

superiores y todas las sumas inferiores de f(z) = — para P’ particidon de
b, ab).

ab
Es decir, U(f, P') < / %dt < L(f,P"), VP particién de [b, abd].
b
Pero, como U(f, P") = U(f,P)y L(f,P') = L(f, P) se sigue que:

ab
U(f, P) < / %dtgL(f,P), VP particién de [1,d] ... (1)
b

1. , “1
Luego, por ser f(x) = — integrable en [1, a], entonces el numero / zdt
z 1

es el Unico numero que estd entre todas las sumas superiores y todas las

1
sumas inferiores de f(z) = _ para P particién de [1, al.
21
Es decir, U(f, P) < / Zdt < L(f,P), VP particién de [1,a] ... (2)
1

a ab
Asi, de (1) y (2) se sigue que / %dt = / %dt ..(3)
1 b

1

Por tanto, f(z) = — es integrable en [1,b] y en [b, ab], por el Teorema 4,
T

pagina 368 del Spivak, tenemos:

/ dt—i—/abldt / . (4)

Pero, por (3), la expresién (4) puede escribirse de la siguiente manera:

ab b ab b a
1 1 1 1 1
/ —dt:/ —dt+/ —dt:/ —dt+/ —dt ... (5)
1 t 1 t b t 1 t 1 t
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ab a b
1 1 1
Por tanto, / —dt = / —dt + / —dt
1t p t 1t

Ejercicio 3

Q.E.D

cb b
Demostrar que/ f(z)dx = c/ f(cx)dz

Supondremos que la funcién f(cz) es integrable en el intervalo [a, b, y
demostraremos que f(z) es integrable en el intervalo [ca, cb], y que las
integrales respectivas son iguales.

Demostraciéon (Haremos la demostracién sélo para ¢ > 0)

Supongamos que f(cz) es integrable en el intervalo [a,b], por el
Criterio de integrabilidad sabemos que: Para todo ¢ > 0 existe una
P ={a=ty,...,t, =b} particion de [a,b] tal que U(f(cz),P)—
L(f(cz),P) < =.

Donde U(f(cz), P) = ZMZ(t ti 1),y L(f Zmz —t;

M; = sup{f(cz):t; 1 <z <t;}Vi=1,..,n
Y
m; = inf{f(cx):tii1 <z <t;}Vi=1,...,n

Sea P' = {t, =ca,..,t. =ct;,...,t, = ct,} una particién del intervalo
[ca, cb] construida a partir de la particidn P = {ty = a,...,t, = b} del
intervalo [a, b].

Sean U(f, P') = ZM’t —t )yL(f,P) = Zm

=1
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Donde M] = sup{f(z):t; 1 <z <t}, Vi=1,...,ny m,=inf{f(z):
tii1<z< ti}, Vi=1,..,n

Pero,

M; = sup{f(cz): t; 1 <z <t;} =sup{f(z):ct; 1 <z <ct;} =
sup{f(z) : tis1 <z <t;} =M, Vi=1,..,n

Y

m; = inf{f(cx) :ti-1 < <t;} =inf{f(x):ctic1 <z <ct;} =
inf{f(z) :t, 1 <z <t;}=m,, Vi=1,..,n

Entonces

U(f,P) = ZM’t—tzl ZM — ct; 1) ciMi(ti—
i=1
tf)—cU(f( z), P).
Y

n n
f Pl Zm t — tz 1 Zml(ctl - Ctifl) = szl(tl - tifl) =
1=1 i=1

cL(f(cz), P)

Por tanto, dado ¢ > 0 existe una particion P’ = {t{, = ca,...,t; =
ctiy ..., t;, = ctp} de [ca, cb] tal que:

U(f?PI) - L(fa P/) = cU(f(cm),P) - CL(f(CZL’),P) = C[U(f(C:L’),P) -
L(f(cz), P)] <c(f) =¢

Por tanto, la funcidn f(z) es integrable en el intervalo [ca, cb], siempre
que la funcién f(cz) es integrable en el intervalo [a, b].

Por otro lado, / f(z)dz = sup{L(f,P'")} = sup{cL(f(cz),P)} =

csup{L(f(cz),P)} = / f(ex)

Portanto,/ f(a:)dac:/ f(cz)dx
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Ejercicio 4
Demostrar que:
a.Si f es integrable en [a,b] y m < f(x) < M Vz € [a,b], entonces

b
/ f(z)dx = p(b — a) paraun cierto yconm < p < M.

Demostracion

Puesto que f es integrable en [a,b] y m < f(x) < M entonces por el
Teorema 7, pagina 374 del Spivak, tenemos:

b
m(b— a) §/ f(z)dz < M(b— a)

1

Se si
e sigue que .—

M.

b
/ f(z)dx = p para algun numero g con m < p <

QE.D

b
b.Si f es continua en |a, b], entonces / f(z)dz = f(£)(b— a) para un

cierto ¢ € [a, b] (la continuidad de f es esencial).

Demostracion

Por ser f continua en [a, b], sabemos que f alcanza su valor méaximo y
minimo en el cerrado [a, b]. En consecuencia f es acotada sobre [a, b).

Esto es, existen zg,z; en [a,b| tales que f(zg) < f(z) < f(z1), Vz €
a, b].

Entonces aplicando el resultado del inciso (a), tenemos:

b
F (o) (b — a) < / f(2)de < f(21)(b - a)
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Lo cual implica,

1

b
fan) < = [ f@)de < @)

1

Esto es, el numero 5
—a

b
/ f(x)dz estd entre el valor minimo y el valor
a
maximo de f.
Entonces, por el Teorema del Valor intermedio, sabemos que existe un

1 b
numero £ € [a, b] tal que f(&) = m/ f(z)dx.

1

Por tanto,
b—a

b
/ f(z)dz = f(£) para algin numero £ € [a, b].

QE.D

La continuidad de la funcidn f sobre [a, b] es esencial para el
resultado.

x, siz #0.5

Sea f definida en el cerrado [0, 1], por f(z) = {0 : i
, siz =0.

La funcién f es integrable en [0,1], pero no es continua en [0,1].

1
Adems, / f(@)de = =.
0 2

1
Entonces, al resolver la ecuacién / f(z)dx = f(&) tenemos:
0

1
/ f(z)de = f(§) = %:f(ﬁ) pero, la ultima ecuacidn no tiene
0

solucion en [0, 1], por tanto, no existe ningun numero &, de [a, b] tal que

/0 ' fla)dz = £(6).
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c.Si f es continua en [a,b] y g es integrable y no negativa en |[a, b|,

entonces/ f(z)g(x)dz = f(é)/ g(z)dz para un cierto £ € [a, b].

Este resultado recibe el nombre de Teorema del Valor Medio para
integrales.

Demostracion

Para la demostracidn, supondremos que la funcidn f(z)g(z) es
integrable en [a, b].

Sig(z) =0, VY de [a, b], la ecuacién /b f(z)g(z)dz = f(§) /bg(:p)da:, se
cumple independientemente del valor de f(&). ’

De aqui en adelante, supondremos que g(z) > 0, Vz de [a, b].

Por ser f continua en [a, b], sabemos que f alcanza su valor maximo y
minimo en el cerrado [a, b]. En consecuencia, f es acotada sobre [a, b].

Esto es, existen zg,z; en [a,b] tales que f(zo) < f(z) < f(x1), Vz €
[a, B].

Por tanto, al ser g positiva en [a, b], de 1a desigualdad anterior se sigue:

f(@o)g(z) < f(2)g(z) < f(z1)9(2), Vz € [a, ]

Por tanto, de la desigualdad anterior, se sigue
b
f(an / Die < [ f@gwrie < 1) [ glalaa
De aqui, f(z9) < / f(@)g(z)dz < f(z1).
f g(z)dz

Esto es, el mimero / f(z)g(x)dz estd entre el valor minimo
z)dx

y el valor maximo de f sobre [a, b].
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Por tanto, por el Teorema del Valor intermedio, se sigue que existe un

1 b
i de [a, ] tal == d
numero & de [a, b] tal que f(§) f;g(a:)dm/a f(z)g(x)dx

b b
De aqui,/ f(z)g(z)dz = f(é)/ g(z)dz para algun £ de [a, b].
QE.D

1.12 Ejercicios

1. a.Sean Ay B dos conjuntos no vacios de numeros reales, tales que
B C Ay A estd acotado superiormente. Demostrar que B estd
acotado superiormente y que supB < supA

b.Sean A y B dos conjuntos no vacios de numeros reales, tales que
B C Ay A esta acotado inferiormente. Demostrar que B estd
acotado inferiormentey que infA < infB

2.Sea f una funcidn acotada superiormente sobre el intervalo cerrado

la,b]y[c,d] C [a,b].

a. Demostrar que f estd acotada superiormente sobre [c, d.

b. 4Cudl relacién se puede establecer entre los siguientes conjuntos
{f():c<z<d} y {f(z):a<z<b}? Son acotados
superiormente estos conjuntos? Si es asi, jcuadl relacidn entre sus
supremos correspondientes puede establecerse?

3.Sea f una funcién acotada inferiormente sobre el intervalo cerrado

la,b]y [c,d] C [a,b].

a. Demostrar que f estd acotada inferiormente sobre [c, d].

b. ¢Cudl relacidn se puede establecer entre los siguientes conjuntos
{f():c<z<d} y {f(z):a<z<b}? Son acotados
inferiormente estos conjuntos? Si es asi, jcudl relacion entre sus
infimos correspondientes puede establecerse?
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4.Sea f : [a,b] — Runa funcidén acotada.
a. ;Qué se entiende por una P particion de [a, b]?
b. ;Qué se entiende por una Suma Superior de f para P particion de
a, b]?
c. ;Qué se entiende por una Suma Inferior de f para P particion de
la, b]?
d. ;Cudndo se dice que f es integrable en [a, b]?
e. De acuerdo con el criterio € — P particion, ;Cuando se dice que f
es integrable en [a, b]?
5.Sea f : [a,b] — R una funcién acotada.

a. ;Cudntas particiones puede tener el intervalo [a, b]?

b. ;Cudntos puntos como minimo puede tener una particién de [a, b|
?

c. ;Cuantos puntos como maximo puede tener una particién de [a, b|
?

d. ;La unidén de dos particiones de [a, b| es una particion de [a, b]?

e.Si f es continua en [a,b] ;Quiénes serian m; y M; en cada
subintervalo de una particion de [a, b]?

6. Sea f una funcién acotada sobre el intervalo cerrado [a,b] y sean Py
@ dos particiones del intervalo cerrado [a,b] tales que P C Q y @
tiene exactamente un punto mdas que P. Demostrar que U(f, P) >

U(f,Q)-

7. Calcular la suma superior e inferior para cada una de las siguientes
funciones en el intervalo indicado. Utilizar una particion P de 5
elementos tal que cada intervalo cerrado generado por la particién
tenga la misma longitud.
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a. f(z acen[13]

(z) =
f(z) = —en[3 ]
(z) = vz en|[2,5]
d. f(z) = 22 en [0, 4]

8. a.;Qué funciones definidas en un intervalo cerrado [a, ], tienen la
propiedad de que toda suma inferior es igual a toda suma
superior?

f(x

b. ;Qué funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b], tienen la
propiedad de que todas las sumas inferiores son iguales?

9.Sea b>0. Usar el criterio de integrabilidad de f sobre [a,b].
Demostrar que:

b 2
T b
—dx =

/ T
3
b/—dw—b—
./3x2da:—b3

0

: . n(n+1) 2
Sugerencia:  usar E i=——,VneN o E ¢ =
i i=1 2 i=1
n(n+1)(2n + 1)

6 , Vn € N segun sea el caso.

10. Obtener sin hacer cdlculos complicados, pero explicando
detalladamente cada uno de sus argumentos, la relacidon entre las
integrales de cada inciso (observa la simetria de las funciones):

1 1
a./ z%/1 —a;2d:cy/ V1-—zidx
-1 0
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2 2
b./ m4\/1—:r:2da:y/ z*y/1 — z2dx
2 0
3 3
c./ xS\/l—xdey/ 28v/1 — z2dx
-3 0

11. Decidir cudles de las siguientes funciones son integrables sobre [0, 2].
Argumentar su respuesta en términos de la definicién de
integrabilidad de una funcién en un cerrado [a,b]. Calcular la

integral cuando sea posible.

0,siz# =
a.fl@)=< %
2, six = —
2
b. f(z) = [z] +=

1, si x es irracional
c.sto)-{

0, si x es racional

d.f(x){m’ si0 <z <2

0.5, siz =2

12.Sean f:[a,b] =Ry g:a,b] - R funciones acotadas. Analice las
siguientes proposiciones y justifique sus respuestas detalladamente.

a.Si f + g es integrable sobre [a,b], entonces f y g son integrables
sobre [a, b].

b. Si fg es integrable sobre [a, b], entonces f y g son integrables sobre

[a, b].
c.Si f — g es integrable sobre [a, b], entonces f y g son integrables
sobre [a, b).

13.Demostrar. Sia < b < ¢ < dy f es integrable sobre [a, d], entonces f
es integrable sobre [b, c|.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demostrar. Si f es integrable sobre [a,b] y f(x) > 0Vz € [a,b],
b
entonces/ f>0.

Demostrar. Si f y g son integrables sobre [a,b] y f(z) > g(z) V €

b b
[a,b],entonces/ fZ/ g.

Demostrar.

a.Si f es integrable en [a,b] y m < f(z) < M, Vx € [a, b], entonces
existe un numero p tal que /b f(z)=(b—a)u,conm < u < M.

b. Sib f es continua en [a,b] entonces existe £ € [a,b] tal que
[ 1@ =e-are©.

c. De un modo mas general, supdngase que f es continua en [a,b] y
que g es integrable y no negativa en |[a,b], entonces

b b
/ f(z)g(x)dz = f(&)/ f(z)dz. (Este resultado recibe el nombre de
TZorema del Valor Medioivara integrales).

Demostrar. Si f es integrable sobre [a,b] entonces |f| es integrable
sobre [a, b]. Recordar que |f|(z) = |f(z)|, Vz € [a,b].
b
[ s

Demostrar. Si f es integrable sobre [a,b], entonces <

b
[ s
b b+c
Demostrar./ f(z)dz = f(z — c)dz.

a-+c

Sugerencia: Toda particiéon P = {t;,...,t, } de [a,b] da origen a una
particion P = {t}, ...t} } ={t; +¢,...,t, +c} de [a+c,b+c] y
viceversa.
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20. Demostrar que
a 1 b 1 ab 1
—dt+/ —dt = / —dt
[ t 1t 1t

aq ab 1
Sugerencia: Puede escribirse / Zdt = / gdt. Pues Toda particion
1 b

P = {ty,...,t,} de [1,a] da origen a una particién P’ = {t),...,t, } =
{bto, ..., bty } de [b, ab] y viceversa.

cb b
21.Demostrar./ f(z)dz = c/ f(cx)dx.

Obsérvese que se trata de un caso particular del ejercicio anterior.
22.Sea b > 0. Supdngase que f es una funcién integrable sobre [—b, b].

b b
a. Si f es una funcidn par, demostrar que / f(z)dx = 2/ f(z)dx
b 0

b
b. Si f es una funcién impar, demostrar que / f(z)dx =0
b

23.Suponer que f es no decreciente sobre [a,b|. Observar que f esta
automadticamente acotada sobre [a,b], ya que f(a) < f(z) <
f(b), Yz € [a,b].
a.Si P = {tg,...,t,} es una particién de [a, b|, determinar L(f,P)y
U(f,p).

b. Suponer que t; — t;_1 = § paratodo i = 1, ..., n, (esto significa que
todos los intervalos tienen la misma longitud). Demostrar que
U(f,P) - L(f,P) =4[ (b) — f(a)]

c. Demostrar que f es integrable en [a, b].

d. Dar un ejemplo de una funcién no decreciente sobre [0, 1] que sea
discontinua en un numero infinito de puntos.
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24.Sea f definida en el intervalo cerrado [0,1] cuya regla de
correspondencia es:

1
l,siz=—-,neN
f(x) n

0, en cualquier otro caso

¢Es f integrable en [0, 1]? Si la respuesta es si, calcular la integral.



Teorema Fundamental del Cdalculo

Aqui podras encontrar el primero y segundo Teorema Fundamental del
Célculo y sus consecuencias mds importantes como el cdlculo de dreas
entre curvas y la derivada de la funcién integral.

También podrds encontrar un estudio sobre las integrales impropias y
diversos ejemplos al respecto. Esta seccion serd breve, pero con mucha
importancia en lo que sigue. Conviene prestarle mucha atencion.

Sea f(x) = cos(x) Observa que: /rf{f}rﬂ o J:: 'El—il
i

tn

Por tanto:
Una primitiva _dp_5f_es:
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2.1 Conceptos previos

En este apartado podrds encontrar las recomendaciones de los
conceptos previos que debes revisar, antes de abordar el tema del
Teorema Fundamental del Célculo.

Debes tener clara la definicién de la integral como una funcidn.
;Recuerdas?

Definicidon
Sea f integrable sobre [a, b]. Definimos la funcién F : [a,b] — R, tal que

F(z) = / " ft)at.

Debes recordar el Teorema 4 (Aditividad de la integral en intervalos
consecutivos), de la seccién de Integrales, en su apartado de Algebra de
funciones integrables. Por este teorema, sabemos que la funcién
integral estd bien definida, puesto que si f es integrable sobre todo
la, b], entonces f es integrable sobre cualquiera subintervalo [a, z], para
todo z en [a, b)].

También debes recordar el Teorema 7 (Acotacién de la integral) de la
seccion de Integrales, en su apartado de Algebra de funciones
integrables. Este teorema en particular, se utilizard en la demostracion
del primer teorema fundamental de cdlculo. Te ahorrards mucho
tiempo si lo revisas antes de pasar al siguiente apartado.

Ademis, debes tener bien presente el Teorema 8 de la seccién de
Integrales, que afirma la continuidad de F en [a, b], si f es integrable en

a, b].

Otro resultado que te serda muy necesario es el Teorema del valor medio
para derivadas. ;Lo recuerdas?. Lo puedes encontrar en el primer curso
de Cdélculo Interactivo en la secciéon de Derivadas, Teoremas
importantes I, Teorema 4. Este teorema en particular, se utiliza para
demostrar el segundo teorema fundamental de cdlculo, asi que es
importante que lo revises.
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Algo mas que seria importante que recordaras, es la Regla de la cadena
para derivar una composicidén de funciones. Basta con que recuerdes
que: (goh)'(z) =g (h(z))h'(z) y que puedas reconocer las
componentes de una funcién compuesta. Por ejemplo, scdmo
escribirias las componentes de la siguiente funcién?

Sino recuerdas, a continuacion se presenta un pequefio repaso.
Operacion composicidon

Sean f y g funciones reales de variable real. Definimos (fog) : D — R
tal que (f o g)(z) = f(g(z))y D = {z : = € Domgy g(z) € Domf}.

La variable z debe estar en el dominio de g para garantizar que exista

g(z) y éste a su vez debe estar en el dominio de f para garantizar que
exista f(g(z)). La composicién no es conmutativa.

Reglas de asociacion distintas:
Sean f : R — Rtalque f(z) = 22y g : R — R tal que g(z) = sen(z).

(fog)(z) = f(g9(x)) = (g(x))2 = (sen(ac))2 oo (sem(z)1? £ som(a?
(go f)(z) =g(f(x)) = sen(f(z)) = sen(x2)} Pero (sen(z))” # sen(z”)

¢Puede ilustrar un caso donde Dom(f o g) # Dom(g o f)?

Calculando componentes

En una funcién compuesta ;cémo puedes encontrar sus componentes?.
Por ejemplo en:

f(z) = y/sen(cos(x?))

Una buena regla es leer de adentro hacia afuera. Es decir:
f(z) = z(w(v(u(x)))) , donde:
f(z) = |sen(cos( z®)) = u(z) = z3,v(u) = cos(u),

M w(v) = sen(v) y z(w) = Vw
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Evidentemente hay mds resultados que serdan necesarios, pero €stos son
cruciales.

2.2 Primer teorema fundamental

En este apartado, dedicado al primer teorema fundamental del cdlculo
infinitesimal, podrds encontrar una relacién interesante entre la
funcidén integral F y la funcidn f, en caso de que ésta sea continua.
También podrds encontrar un corolario, consecuencia del primer
teorema fundamental que facilita el cdlculo de una integral definida,
para ciertos casos.

En la demostracidn del siguiente Teorema se utilizard el Teorema 7
(teorema de acotacién de integrales) de la seccién anterior en el
apartado de Algebra de Funciones Integrables. También puedes verlo
en Conceptos previos.

Teorema 1 (Primer teorema fundamental de cdlculo infinitesimal)
Sean f integrable sobre [a,b] y F definida sobre [a, b], tal que F(z) =

/ f. Si f es continua en c € [a,b], entonces F es derivable en c y
F'(c) = f(o).

Demostracién: P
Demostraremos que para cada c € (a. b)sus derivadas laterales existen y son iguales a f(c). w/ I 7||
Por lo tanto, trataremos dos casos:h > 0y h < 0. (]
Sic=aéc= b.sélo habriaun caso y la demostracién anterior seguiria siendo vilida.

Iniciar demostracion
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Sic=a o c=b,la derivada de F se entiende por la derecha o por la
izquierda, respectivamente.

Observacion

En el teorema que acabamos de ver, la funcién F se obtiene al variar la
z, en el limite superior de la integral. Enseguida veremos el caso en que
la = se encuentre en el limite inferior de la integral.

Teorema la (variando el limite inferior de la integral)

Sean f integrable sobre [a,b] y G definida sobre [a, b], tal que G(z) =
b

/ f. Si f es continua en c € [a,b], entonces G es derivable en c y

G'(c) = —f(c).

Demostracion. (Usaremos el Teorema Fundamental y el Teorema 4.la seccién de integrales. ) g D’l

Iniciar Demostracion

o
&
—
=)

Observacion

El Teorema la, permite ademads extender el Teorema 1, para el caso en
que z < a. En este caso, podemos escribir:

Si z < a, tenemos que F(z) = /w f=- /a f, vy, si ¢ < a, entonces
F(e) = ~(~£(9)) = f(©). i )


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap2/02_teorema_1a.html
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Por ultimo, la generalizacion del teorema 1, es para el caso en que f sea
continua en todo el intervalo [a, b]. En este caso el Teorema diria:

Teorema 1 (Generalizacién)

Sean f integrable sobre [a,b] y F' definida sobre [a, b], tal que F(z) =
/ f.Si f es continua en [a, b], entonces F' es derivable en todo [a,b] y

a

F' = f.

Y su demostracion es igual a la del Teorema 1. S6lo es una extension a
cada punto de [a,b]. Este teorema, tiene una consecuencia muy

interesante como podras ver en el siguiente Corolario

Corolario
Si f es continua en todo [a,b] y f = ¢’ para alguna funcién g, entonces

/ab f=4g(b) —g(a)-

Demostracion (Usaremos el Teo. Fundamental y propiedades conocidas de la derivada) g DI 7'|

Iniciar Demostracion


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap2/02_corolario.html
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Asi que para muchas funciones f continuas sera facil encontrar el valor
de su integral, con sélo encontrar una funcién g, cuya derivada sea f.
En algunos textos a éste teorema se le suele llamar el segundo teorema
fundamental del cdlculo. En este curso el segundo teorema
fundamental no exige que f sea continua, asi que serd un resultado un
poco mds fuerte, como veremos en la siguiente seccidn.

De lo anterior

Con sdlo derivar una funcién g, ya podremos tener la certeza de la
integral de ¢'. Por ejemplo, ya tenemos la certeza de que:

b $n+1 b xfnJrl
/lenda::n_'_lparanEN y /ax_"dm:T_’_lparalsénEN

2.3 Segundo teorema fundamental

En este apartado podrds encontrar el segundo teorema fundamental
del cdlculo y algunas de sus consecuencias.

Es aqui que requerirds de manera importante el Teorema del valor
medio para derivadas. Conviene que lo revises antes de entrar en
materia. En la demostracion nos referiremos a este teorema como TVM.

Teorema 2 (Segundo teorema fundamental del cdlculo
infinitesimal)

Si f es integrable sobre [a,b] y f = ¢’ para alguna funcidn g, entonces

/ab f=4g(b) —g(a).
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Demostracion: Usaremos principalmente el Teorema del Valor Medio

0
Oy

Iniciar Demostracion

Maostrar Todo

Observaciones

1. Este teorema tiene mucho parecido al Corolario del Primer teorema
fundamental. La conclusidn es la misma.

2. Sin embargo, en una de las hipdtesis hay una diferencia importante.
En el corolario se pide que f sea continua en [a, b], en cambio en este
segundo teorema, s6lo se pide que f sea integrable.

3.Ya sabemos que si f es continua en [a,b], es integrable, pero el
reciproco no es cierto. ;Recuerdas?

4. Por tanto este segundo teorema fundamental, es mds fuerte que el
corolario. Lo incluye.

Ejemplos

A continuacién te presentamos un par de ejemplos sencillos, pero
ilustrativos, de funciones integrables, que no son continua, pero a las
cuales se les puede aplicar el segundo teorema fundamental.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap2/03_teorema_2.html
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Funciénintegrable,no continuaen [—2,2]
_J x+2 si 0=x=2
Fa={20 & Z8Ezdi

Iniciar Ejemplo

Mostrar Todo

0
Dl

Iniciar ejemplo

Mostrar todo

Es evidente que este segundo teorema fundamental también se aplica a
funciones continuas (ya que son integrables), pero para ellas, basta el
Corolario del primer teorema fundamental.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap2/03_ejemplo_1.html
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2.4 Area entre curvas

En este apartado encontrards ejemplos de cdlculo de dreas entre curvas
y su invariancia respecto a traslaciones. Es un apartado de mucha
practica. Trabajaremos fundamentalmente con funciones continuas.
Debes tener presente el Corolario del Primer teorema fundamental,
para que no te sorprendan los cdlculos de integrales.

Ejemplo 1
Calcular el drea entre las gréficas de las funciones f: R — R tal que
f(z) =zy f:R — Rtal que f(z) = z°.

.

1 <

b

Solucion (Es importante observar los puntos de interseccion de los grificos y en cada g DI Z|

caso considerar en que intervalos f(x) = glxlof(x) < g(x))

Iniciar solucion

Mostrar todo
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Ejemplo 2

Calcular el drea entre las gréficas de las funciones f: R — R tal que
f(z) =2y f: R — Rtal que f(z) = =2

o

1 -

0.5+

=04

b

Solucion (Es importante observar los puntos de interseccién de los grificos g Dzl
v en cada caso considerar en qué intervalos flx) = glelo flx) = g(x))

Iniciar solucion

Mastrar todo

Ejemplo 3

Calcular el drea entre las gréficas de las funciones f: R — R tal que
f(z) =2 —zy f:R — Rtal que f(z) = =%


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap2/04_ejemplo_2.html
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Antes de ver la solucidn, reflexionemos lo siguiente:

Los puntos de interseccién se obtienen resolviendo la ecuacién z® —

z = z2, es decir:

1—+/5
B—22-2=0 < z(z?-2-1)=0 <= =0 0o == 2\/_ 0
_1+45
T=—
. . 1— 1
Por tanto, los intervalos a considerar son [ 2\/5,0] y +2\/5,0] y

para saber en cudl de ellos f es mayor o igual que g, 0 g mayor o igual
que f, basta calcular un valor de f — g, en el interior de cada uno de
ellos, puesto que f — g, no cambia de signo en cada uno de dichos
intervalos.

Asi, puedes comprobar que: (f — g) (—%) = % >0y (f—9)(1)=

—1 < 0. Por tanto en el primer intervalo f es mayor o igual que gy en el
segundo, g es mayor o igual que f.



Solucion (Es importante observar los puntos de interseccion de los grificos y en cada o, Dzl
caso consdiderar en qué intervalos flx) = glx) o flx) = gleh).

Iniciar Solucion

Un resultado (el 4rea entre curvas, es invariante bajo traslaciones)

/bf+0) /ab(ngc):/ab(f+c)—(g+c)=/ab(f—g)=
/f+/

2.5 Derivada de la integral

En este apartado descubrirds una relacién operativa muy importante
entre la derivada y la integral. Los conceptos que importa tengas muy
claros, son: la integral como una funcién, el primer teorema
fundamental del cdlculo y la regla de la cadena. En Conceptos previos
de esta misma seccion encontraras varios de ellos.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap2/04_ejemplo_3.html
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Ejercicio 1

3

T
Hallar la derivada de la siguiente funcién / sen’tdt.
a

Solucion

3

Sea H(z) = / sen’tdt

H(x) es la composicidon de dos funciones, a saber, de la funcién F(z) =

/ sen’tdt con la funcién c(z) = z°. Pues,
g(fﬂ) z°
(Fog)(z) = F(g(z)) = / sen’tdt = / sen’tdt = H(z)

Puesto que f(t) = sen3t es una funcién continua en todo R, por el
Primer Teorema Fundamental del Cdlculo, la funciéon F(z) =

/ sen’tdt es derivabley F'(z) = f(z).

3

Por otro lado, la funcién c¢(z) = z° es también derivable para todo

numero z.

Entonces, por la Regla de la Cadena, tenemos

H'(z) = F'(g(x))g'(z) = f(9(x))g'(z) = f(2°)32? = sen’(z®)32° =
3z2sen?(z3)

z !
Por tanto, < / sen3tdt> = 3z’sen’ (°).
a
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Ejercicio 2
[ sen’tdt
Hallar la derivada de la siguiente funcién / sen’tdt
3

Solucion

[ sen’tdt
Sea H(z) = / sen’tdt.
3

La funcidn H(z) es la composicidn de dos funciones, a saber, la funcién
T T
F(ZL')/ sen®tdt con la funcién c(z) = / sen’tdt, como se muestra a
3 1

continuacion:

(Foc)(x) = F(c(x)) =F (/j sengtdt) = /3ff” o sen’tdt = H(z)

Por otro lado, la funcién f(t) = sen®t es continua en todo R, entonces
por el Teorema Fundamental del Célculo, tanto la funcién F(x) como la
funcién c(z) son derivables, y F'(z) = sen’(z) = /().

Entonces por la Regla de la Cadena, tenemos:

(Foc)(z) = F(c(z))d(z) = F' ( /1 “sen tdt) sen’z —
sen® ( /1 ' sen3tdt) senr = H'(z)

T
Por tanto, H'(z) = sen® ( / sen?’tdt) sen’z.
1
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Ejercicio 3

T /oy
Hallar la derivada de la siguiente funcién / / L dt | dy.
15 \Jg 1412+ sen?t
Solucion
S = .
ea H(z) /15 (/8 1+ + senztdt) Y

1
1+t 4 sen?t

y
Si denotamos por «a(y) = / dt, entonces podemos
8

Z

escribir: H(xz) :/ a(y)dy.

15

Analizando la funcién «a(y), vemos que la funcidén del integrando

t) =
1(®) 1+t + sen’t
Asi, por el Primer Teorema Fundamental del Cdlculo, la funcién a(y) =

es una funcidon continua para todo numero real.

y 1
dt es derivable en todo R, or tanto, es
/8 1+ t% + sen’t y P a(y)

continua en R.

Entonces, nuevamente por el Primer Teorema Fundamental del
Célculo, la funcién:

H(z) = /1: a(y)dy es derivabley H'(z) = a(z).

1 dt
1+ t2+ sen?t

T
Por tanto, H'(z) = /
8
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Ejercicio 4
1
dt
1+t 4 sen?t

b
Hallar la derivada de la siguiente funcién /
T

Solucion

b
1
Sea G(z) = /m T8 1 sen’t dt.

Puesto que f(t)

= es una funcién continua para todo
1+ 12 + sen?t

numero real, entonces por el Primer Teorema Fundamental del Célculo,
se sigue que la funcién G(x) es derivable y que G'(z) = — f(«).

1
Por tanto, G'(z) = T F 2 T senia’

Ejercicio 5
I
dt
1+ 2 + sen?t

b
Hallar la derivada de la siguiente funcién /
a

Solucion

b
T
Sea fB(z) = /a e senztdt'

b b
T 1
Entonces = dt = dt | =
b(=) /a 1+ 2 + sen’t x(/a 1+ 2 + sen’t )
b
1
dt uesto que la funcidén f(t) =
(/a 142 + sen?t ):Eyp 4 f®) 1+ t2 + sen’t

es una funcién continua en todo R, entonces la integral

b 1 ,
dt es un numero real.
. 1+ t?+ sen?t

Por tanto, la funcion pB(z) es wuna recta con pendiente

b 1
dt.
. 1+ 1t?+ sen’t

b 1
Por tanto, 8'(z) = /

dt.
1+ t2 + sen?t
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Ejercicio 6

Hallar la derivada de la siguiente funcién
x y
sen </ sen (/ sengtdt) dy).
0 0
Solucién
z y
Sea p(z) = sen (/ sen (/ sen3tdt> dy).
0 0
y
Denotemos por a(y) = / sen’tdt, entonces p(z) =
0

sen ( /0 ' sen < /0 ’ sen3tdt> dy) = sen ( /O ' sen(a(y))dy).

Ahora, si denotamos por F(z) = / sen(a(y))dy, entonces la igualdad
0

anterior se puede escribir como:

ple) = sen ([ sen(al)dy) = sen(F )

Por tanto, p(z) = sen(F(z)).

Asi que para derivar p(z) debemos aplicar la Regla de la Cadena. Antes,
haremos algunas precisiones:

Primero, por el Primer Teorema Fundamental del Cdlculo, la funcidn
y
a(y) = / sen’tdt es una derivable, pues sen®t es una funcién continua
0

en todo R, y en consecuencia, al ser derivable a(y) es continua en todo
R.

Segundo, nuevamente, por el Primer Teorema Fundamental del

Célculo, la funcién F(z) = / sen(a(y))dy es derivable, pues la funcién
0

sen(a(y)) es continua en todo Ry F'(x) = sen(a(z)).

Por tanto, efectivamente podemos aplicar la Regla de la Cadena y
derivar p(x).
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Por tango, p(z) = (seno F)(z) = sen’(F(w))F'(iz) = cos(F(z))F'(z) =
cos (/0 sen(a(y))dy) sen(a(z)) pero, a(y) = /0 sen’tdt.

Por tanto, p'(z) = cos (/ sen(a(y))dy) sen (/ sen3tdt).
0 0

Ejercicio 7

. . . “1
Hallar la derivada de F!, en términos de F 1, si F(z) = / Zdt’ Ve >0
1

Solucion

Sabemos que si f es una funcién uno a uno y continua en un intervalo y
tal que f'(f~!(z)) # 0, entonces su funcién inversa, f 1, es derivable en

z,y
1

(f )'(@m

(*)
. . 1
Analizando la funcién F(z) = / gdt,Vac > (0, obtenemos que por el
1
Primer Teorema Fundamental del Cédlculo F(z) es derivable puesto que
. 1 . . .
la funcién f(t) = ;7 es continua para todo real positivo. Ademds,

1
F'(z) = — >0,Vz > 0.Y puesto que F'(z) > 0,Vz > 0 entonces F(z) es

1
creciente en (0, co). Por tanto, la funcién F(z) = / Zdt €s Uno a unoy
1

continua en (0,00), y su derivada nunca se anula. Aplicando el
resultado (*), tenemos:

Por tanto, (F~1)'(z) = F~!(z),donde F(z) = / %dt.
1
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Ejercicio 8
Hallar la derivada de F!, en términos de F~!, si F(z)=

/ \/7dt Vo € (—1,1).

Solucion

Sabemos que si f es una funcién uno a uno y continua en un intervalo y
tal que f'(f~!(z)) # 0, entonces su funcién inversa, f 1, es derivable en
z,y

1

(f ) (=) = 77 (@) (*)

Analizando F(z dt,Vx € (—1,1), vemos que por el

\/7

Primer Teorema Fundamental del Célculo, F(z) es derivable en (—1, 1),

ya que la funcién f(t) = es continua en el intervalo (—1,1). Al

1
V1 — ¢

ser F'(z), derivable en (—1, 1), entonces es continua en (—1, 1). Ademas,
Fi(z) = ———
s 4 V1 — x?

dt es creciente en (—1,1), y en consecuencia es uno a uno en

(—1,1).

Por tanto, F(z

es positiva en (—1,1). Por tanto, la funcién F(z) =

\/7dt es uno a uno y continua en (—1,1),y su

derivada nunca se anula

Aplicando el resultado (*) tenemos:

(FY(@) = Frgragy =~ = V1~ F @7

Por tanto, (F1(z) =+/1- (F())? donde F(z) =

/ \/7dt Vo € (—1,1).



87

Ejercicio 9

1

1+ﬁﬁ

Seaa : R — Rlafuncién definida por a(z) = /
0

Realizar lo siguiente:

a. Calcular o/ (z) y &' ().

Solucion

Puesto que f(t) = 5 es continua Vz € R, por el Primer Teorema

1+¢

Fundamental del Célculo, se sigue que a(z) es derivable y o/(z) =
1

el

2
L 5, vz € R.

(1 +2?)

b. Demostrar que a(x) es creciente en (—o0, 00).

Por otro lado, o’ (z) =

Demostracion

.. . 1
Por el inciso anterior, '(z) = ——,Vz € R.
1+

Por tanto o'(z) > 0,Vz € (—o0o,00). Por tanto, a(z) es creciente en
(_007 OO)

Q.E.D.

c. Demostrar que a(z) es una funcidén impar. Esto es, demostrar que
a(—z) = —a(x).

Demostracion

-z 1 -z
a(—z) = /0 it = /0 f(t)dt, donde f(t) =

1
14 ¢2
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Sabemos que / da:—c/ f(cxz)dz, entonces a(—z)=
ca

= q (<1)
/ pdt = / / f(—
o 1+t (~1)0

_/owﬁdt:_/o 1_|_t2dt —a(z)

Por tanto, a(—z) = —a(z).
Q.E.D.
d. Demostrar que /w ;dt <a(z) <1+ /w ldt Ve > 1
‘ R A R R A
Demostracion
Puesto ue 1 < 1 Vit entonces / ’ 1 dt <
™ Ty 1y ™ o (Trez® =

Z

o 1+1¢2

Vt > 1 entonces

1
Por otro lado, —— < 1,Vt € (0,1 ,
1+~ 0.1y l—i—tz_t2

L dt + = dt <1+ mldt (2)
o 1+ 14+ , 2
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* 1 S|
D 1 2 t ———dt < ——dt <1
e (1) y (2), tenemos /0 A= /0 L +

71
/ —, Ve > 1.
t2
1

Q.E.D.
e. Demostrar que a(z) < 2,Vz > 1.
Demostracidon
. .. S |
Por la desigualdad (2) del inciso (d), tenemos / T dt <1+
0

*1 _ B B 1
/1 t—2dt=1—i—[(—x (1Y =1-= 1+1:2—;§2,Vx>1.

T
1
Por transitividad, se sigue / : dt < 2,Vr > 1.
0

+12

Q.E.D.

2.6 Integrales impropias

En este apartado encontrards de funciones que no estdn definidas en un
intervalo cerrado o bien que no estdn acotadas, a las que llamaremos
integrales impropias en contraste con los requisitos establecidos
cuando construimos el concepto de integrabilidad. ;Recuerdas?
Pedimos que f fuese acotada sobre un intervalo cerrado [a, b].

Este apartado, lo desarrollaremos fundamentalmente con base en
ejemplos, pero es necesario antes saber como vamos a entender este
tipo de integrales y por ello, primero una definicién.

Definicién 1

S
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JREL .V
e[ a=[ [

En caso de que el limite en cada caso exista, se dice que la integral
converge y en caso contrario se dice que diverge.

Ejemplos

<1
1 €T

Solucion (Aplicaremos la primera definicién y resultados de limites)

0
O

Iniciar solucian

Mostrar todo

*® 1
2. / —dz diverge
. Vz g

T
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3.

Demostracién: (La idea es aplicar la primera definicién y resultados conocidos de limites) ::

Iniciar demostracion

Muostrar todo Argueta/Linares 2015

-1
1 1
e — =
oo I3 2

Solucion (Aplicaremos la primera definicion y resultados conocidos de limites) *::.

Iniciar solucion

Maostrar todo
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Para los siguientes ejemplos se requieren previamente otros resultados.

En el ejemplo 4, asumiremos que arctan’(z) = que se formaliza

1+ 22
en una seccion mds adelante, pero que suponiendo algunas identidades
trigonométricas es facil demostrar.

) ) ) aq b 1 ab 1
En los ejemplos 5y 6 se require la igualdad Zdt + zdt = ;dt
1 1 1

demostrada en el apartado Ejercicios selectos, de la seccidén de
Integrales y ademas la siguiente definicion.

Definiciéon 2

Si 30 > 0, tal que f no estd acotada en (0,4), entonces definimos

a>0 a
= 1i .
A, 513%/6 I

& 1
4./ 2da::7r
1+

Solucion (Aplicaremos la primera definicion y resultados conocidos de limites) -~ DI 7||
(=

Iniciar solucion
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5.

6.

(e.¢]

1 €T

1

1 dx diverge

Demostracion: (La idea es aplicar la primera definicion y la férmula indicada) )

Iniciar demostracion

Maostrar todo

—dx diverge

0 &

Solucion (Aplicaremos la primera definiciin y la firmula indicada) ‘f;

Iniciar solucion

Mostrar todo
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Y para los siguientes ejemplos 7y 8, aplicaremos la definicidn anterior.

a>0 1
7./ —dz = 2v/a
0 VT

Solucion (Aplicaremos la segunda definicion y resultados conocidos de limites) ":; Dzl

Iniciar solucion

Mostrar todo

a>0 1
8. / — dz diverge
0 x

Solucion: (Aplicaremos la segunda definicion y resuliados conocidos) i:_'; Dzl

Iniciar solucion

Mostrar todo
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Algunos criterios utiles

Enseguida te presentamos algunos criterios que son muy utiles para
determinar si una integral impropia es o no convergente. Estos
criterios, dependen de un teorema relacionado con sucesiones y su
demostracidn la veremos en la Seccidn correspondiente de Sucesiones 'y
Series, sin embargo, consideramos de gran interés presentar su utilidad
en este momento.

Teorema
n
Supongamos que f es no negativa y sean y,, = / f(:c)d:c paraa <n €
a

o

N entonces: / f es convergente <= {y,} estd acotada
a

superiormente.

Este teorema, desencadena otros resultados, a saber:

Corolario 1

Supongamos que f es no negativa, entonces / f es convergente
b a
— 3M>0talque/ f<MVYb>a.

Corolario 2

Supongamos que f y g son no negativas y que f(z) < g(x) Vz € [a, ),
entonces:

00 00
a. / g convergente —> / f convergente.
a a

b. / g divergente — / f divergente.

Corolario 3

o0 o0
Si / | f| es convergente, entonces / f es convergente.
a a
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Otros ejemplos

En el ejemplo 9, utilizaremos los corolarios 2 y 3 y en el ejemplo 10, el
Corolario 2.

o0 3
9. / &(Zx)daz converge
1 Hi

Solucidn: (Aplicaremos los corolarios 2 y 3 asi como resultados conocidos). f:. DI 7'|

Iniciar solucion

Mostrar todo Argueta/Linares 2015

dz diverge

& 1
10. T ——
/0 V14 z?

Solucion: Aplicaremos los corelarios 2y 3 y resultados conocidos

v
]

Iniciar solucién

Mostrar Todo
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2.7 Ejercicios

1. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a. F(z) = /ﬂ’ sen®(t)dt

I sind(t)dt 1
b. F(z) = dt
() /a 1+ senb(t) + 2

c. F(z) = /1: </: 1 +t2jsin3(t)dt)

2. Hallar una funcidén continua f que satisfaga: / F)dt = (f(z))* +
0
C.

3. Hallar F'(z) si F(z) = /w zf(t)dt.

0
4.Demostrar que si h es continua, f y g son derivables, y F(z) =
9(z)
/ h(t)dt, entonces: F'(z) = h(g(z))- ¢'(x) — h(f(x))- f'(x).
f(x)

T
5.Demostrar que si f es continua, entonces / f(u): (z —u)du =

[ ([ s0) . °

6.Sea f(z) = 0 para z racional y f(z) = 1 para z irracional.

a.Calcular L(f,P) y U(f,P) para todas las particiones P del
intervalo cerrado [0, 1].

b. Hallar sup{L(f, P) : P es particion de [0,1]} e inf{U(f,P) : P es
particion de [0, 1]}.
1

1+ sin?(z)

7. Hallar una funcién f tal que f"'(z) =
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8. Hallar f71(0), laimagen inversa de 0, si:

a. f(z) =

x

1 + sen(sen(t))dt

b. f(z) = | sen(sen(t))dt

9. En cada caso, calcular el drea de la region delimitada por las curvas:

[
/

z2, siz >0
a-f(w)w3wyg(w){x2 e

b.f(z) =23 —zyg(z) = —2° — 2z

—z2, siz>0

c.f<x>—x3—xyg<m>—{ )

x4, siz <0

Integrales Impropias

10. ;Cudles de las siguientes integrales son impropias? Argumentar su
respuesta.

a/5 du d
. ——dzx
0 \/25—$2
L |
b. —d
/0 V1 —x2? v
* 1
c./ dx
o 1422

o 1
d. / dz
o V1+zx
11. Cada una de las siguientes integrales es impropia. Demostrar si es o
no convergente segun el caso.

o0
a / x'dr,sir < —1

0
I
—dx
1 X

b.



929

1
Ny
0 l—i—ac
d/ 1+332

e./ z'drsi—1<r<0
0

1
1
f./ —dzx
0 T

12. Calcular la/ f(z)dz, si f(z) =
0



Funciones trigonométricas

En esta seccidn podrds encontrar la construccidén de las funciones
trigonométricas seno y coseno, en términos del drea del sector circular
que subtienden, el eje positivo de las z, el rayo terminal que define el
dngulo y la circunferencia unitaria.

También podrds encontrar la construccién de las demds funciones
trigonométricas y de los teoremas que dan como resultado, las
identidades trigonométricas mds importantes. Igualmente encontraras
la interpretacién geométrica de estas funciones en el circulo unitario y
un pequefio compendio de identidades consecuencia de los teoremas
anteriores.

&7

P
.t
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3.1 Conceptos preliminares

Aqui podris encontrar una vista rdpida, en el plano, de conceptos
preliminares a la definicién de las funciones trigonométricas, como los
siguientes: dngulo, dngulo dirigido, dngulo incluyendo el circulo
unitario, area del sector circular, entre otros.

La idea en este capitulo es construir las funciones trigonométricas a
partir del concepto de drea estudiado anteriormente a través de la
integral. Interviene otro concepto derivado de la integral, como el de
longitud de arco.

Angulo

{l1,12} donde [; y l> son semirrectas con el mismo punto inicial. Es un
conjunto formado por dos semirrectas con vértice comun, sin importar
el orden de las semirrectas. Comunmente se hace referencia a una
semirrecta con el nombre de rayo y a su punto inicial como vértice.

Asi, un angulo es un conjunto de dos rayos con vértice comun.

Cudndo el orden de las semirrectas o rayos es importante, entonces se
trata de un angulo dirigido.

Angulo dirigido

(I1,15) donde I; y I, son semirrectas con el mismo punto inicial. En este

caso tendrd sentido hablar del rayo inicial (o primera semirrecta) y el
rayo final (segunda semirrecta).

Incluyendo el plano cartesiano

Si incluimos el plano cartesiano unitario y convenimos en que el rayo
inicial sea el eje positivo de las z, entonces para definir un dngulo
dirigido, basta definir el rayo final, puesto que el vértice estd definido
por el origen de coordenadas.
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Incluyendo el circulo unitario con centro en el origen de
coordenadas

En este caso, para definir un dngulo dirigido, bastaria dar un punto
sobre la circunferencia, puesto que éste, junto con el origen de
coordenadas, definirian el rayo o semirrecta final.

Area del sector circular

Al sector del circulo limitado por el eje positivo de las z, el rayo final y la
circunferencia, se le llama sector circular, lo denotaremos por Sy es de
interés calcular su drea A(S), en términos de la longitud del arco = entre
los dos rayos.

=7

=
x =~ 0.64 A(S) =~ 0.32”

Para ello, tendremos en cuenta que la longitud total de la circunferencia
de radio 1, es 27 y su drea es w. Por ahora, nos restringiremos a la
semicircunferencia superior. Asi, tenemos la relacién: Area del sector
circular, es al drea del circulo, como la longitud de arco, es a la longitud
total de la circunferencia.
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Es decir:

e Esta expresion la necesitaremos mds adelante en la definicidn de las
funciones coseno y seno, por lo cual conviene que la tengas presente.

¢ Aprovechando los datos de que la longitud total de la circunferencia
de radio 1, es 27 y sabiendo que su divisién en grados es de 360,
podemos establecer otra relacidon que resulta muy util para convertir
grados a radianes y viceversa.

T 0

27 360°

Donde z es la medida del 4ngulo en radianes (longitud del arco) y 6 su
medida en grados.

3.2 Area de un sector circular

Ahora podremos calcular el drea del sector circular, pero con respecto a
la abscisa del punto que define el rayo terminal del dngulo.

Dos casos a tratar

Para calcular el drea del sector circular, trataremos dos casos: a) 0 <
t<1lyb)-1<t<O0.

Caso a) 0 < t < 1. El 4rea del sector circular se obtiene de sumar el drea
del tridngulo, mds el drea de la region en verde, representada por la

integralde f(t) = v1—t2detal,es:

A(S) = t—”12‘t2 4 /t V1— @du...(2)
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A 2025 Ay=~0.17 | A(S)= A1+ Ay = 04D
(t! Vb= t2}
4
Pl |
oo
A
|
// |S
i
# |
|
< :
-1 0 A 1

Caso b) —1 <t < 0. El drea del sector circular se obtiene restando el
area del tridngulo del drea de la regidn en verde, representada por la

integral de f(t) = +v/1 —t?>detal,es:
V1— 2 1
A(S) = tth +/ V1 —u2du ... (3)
t

Es importante hacer notar que como en este caso ¢ es negativo o cero, la

expresion

t2

es negativa o cero respectivamente.

A= —-0.2 Ay = 1.22
(t,\u"l—tz —
S

A(S) =A;+ Ay~ 1.020

——

\

&7
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Las expresiones (2) y (3) son la misma, en lo que difieren en cada caso,
es en el signo de ¢, pero la férmula para obtener el drea del sector
circular es la misma y ademds queda en funcidn de ¢. Por lo tanto.

Definicidon
: tvi—2 [
Si —1 <t <1, entonces A(t) = — —|—/ v/ 1 — u2du es el 4rea del
¢
sector circular definido por ¢.
Analisis de A(t)
1. A(t) es continua en el intervalo [—1,1]. El primer sumando es

producto de continuas y para la continuidad del segundo sumando
basta recordar el primer teorema fundamental del cdlculo.

2. A(t) es derivable en el intervalo (—1,1). El primer sumando es
producto de derivables y para la derivabilidad del segundo sumando
basta recordar el primer teorema fundamental del cdlculo.

3.Por otra parte A'(t) = — <0 = A(t) es decreciente en

1
2v/1 — ¢2
~1,1].

Demostracion:Aplicaremos los teoremas de derivacion conocidos r’:} D’l
v el primer teorema fundamental del cilculo

Iniciar Demostracion

......
Wiosirar
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4. Ademis A(—1) = g,A(O) =Zya0)=o.

m
4

A
Demostracion: Recuerda que el irea de medio circulo es ;—I g E

Iniciar Demostracion

Maostrar Todo
5.Y por otro lado A" (¢t) = — ¢
2(1 — 2)y/1 — 2
Demostracion (Recuerda la derivada de un cociente y que A'(t) = — = e ,—il
212 ’< (0

Iniciar demostracion

Mostar todo
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6. Asi,

(A"(0)=0 ( A(t) tiene un punto de inflexién en t = 0
A"(t) > 0parat € (—1,0) = < A(t) es convexa en (—1,0)
A"(t) < Oparat € (0,1) A(t) es céncavaen € (0,1)

. ™ .
7.Finalmente A : [-1,1] — [0, 5] , €s continua, uno a uno, convexa en

(—1,0) y concavaen (0, 1) y su grafica es la siguiente:

-1

- 4

3.3 Las funciones seno y coseno

En este apartado encontrards la definiciéon de la funcién coseno en
términos del drea del sector circular y la definicién de la funcién seno.
Ademais encontrards algunos teoremas, relacionados con sus derivadas.
Para iniciar, estableceremos la definiciéon para 0 <z < 7 y luego la
extenderemos a todos los reales. En la definicién siguiente es
importante recordar que la funcidn drea es uno a uno y ademads que el

drea del sector circular en términos del arco z es A(S) = 3

Definicién
Si 0 <z < entonces definimos cos(z) como el unico numero en

[—1,1], tal que A(cos(z)) = g y sen(z) = /1 — cos®(x).
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A(S) =§

sen{xjs- - - — — — — — —

-1 cos(x) 1

Observaciones

a.La funcidn coseno estd bien definida puesto que la funcidén drea es
inyectiva. No puede haber una z que tenga dos valores cos(x).

b.La funciéon seno también estd bien definida, puesto que 1-—
cos?(x) > 0y por tanto su raiz es real.

c. De la definicidn del coseno, tenemos que 24 (cos(x)) = z y por tanto,
las funciones 24 y coseno, son inversas. Esta propiedad serd

necesario tenerla en cuenta en la demostracidén de nuestro siguiente
teorema.

Antes, enunciaremos un lema (sin demostracién) sobre la derivada de
la inversa de una funcidn, que de aqui en adelante serd sumamente
utilizado.

Lema 1 (la derivada de la inversa)

Si h es una funcién continua, uno a uno, definida sobre un intervalo y
suponiendo que h es derivable en h1(z), con W' (h~!(z)) # 0, entonces
h~! es derivable en z y ademas:

—1y/ _ 1
"= @)
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Teorema 1 (Derivada de las funciones coseno y seno)

Si0 < z < 7, entonces cos'(x) = —sen(z) y sen’(z) = cos(x)

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

Demostracién.(Haremos la derivada del coseno.Intenta la del seno).

Anadlisis de la funcidn cos(z)

Utilizando lo ya visto, haremos un andlisis de la funcién coseno, para

hacer ver que su graficaen 0 < z < 7 es la siguiente:

14

S

Cancava

Grafica de cas(x) en [0,17]

FPunto de inflexidn

0

------o4

Convexa "

Decrecientz en [0,
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Demostracidn: (La idea es utilizar el teorema del valor intermedio)

0
=Y

Iniciar demostracion

Mastrar todo

Anadlisis de la funcidn sen(x)

Similarmente, haremos un andlisis de la funcién seno, para ver que su
grificaen 0 < z < 7 es la siguiente:

Grafica de sen(x) en [0,17]

Cancava Cancava

»
L1

(=]
T R

n
Crecienteen[0, 7] Decreciente EH[ZE,TI']
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Anilisis (Debes recordar la relacién entre la derivada y la monotonia)

0
0yl

Iniciar analisis

Mostrar todo

Falta extender la definicidn a todos los reales. Para ello establecemos la
siguiente definicidn.

Definicién

1.Si 7w < x < 27, entonces cos(x) = cos(2m — z) y sen(z) = —sen(2w —

2.8iz =27k + ' parak € Zy «' € [0,2n], entonces cos(z) = cos(z') y
sen(z) = sen(a').

: oy 'S 2
Circunferencia unitaria |
2 —=x
den(2w — x)
{:(JH(2T{‘ o ;n)
cos(x) T
_géfi n(x)

r
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Ejemplos

Algunos ejemplos parawm < x < Inm

Q
=Y

Iniciar ejemplos

Muostrar todo

Extension del Teorema 1 (Derivada de las funciones seno y coseno)

Sim < x < 2w, entonces cos'(z) = —sen(x) y sen’(z) = cos(z).

< 6

Derivada de seno y coseno param = x < 2w

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo
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Observacion

Para el caso de la definicién anterior, las funciones seno y coseno toman
los mismos valores, asi que el teorema 1 queda obvio.

3.4 Las demas funciones circulares

En este apartado encontraras las funciones circulares que nos hacen
falta y que se obtienen de las principales seno y coseno. Se definen
mediante cocientes, como podrds ver y por ello, sus dominios deben
evitar ceros en el denominador.

Definicién
tan(z) iil(i))
Vo # Q2k+1)m vkeZ
1
sec(z) = cos(@) |

En este caso, hay que evitar los valores donde el coseno valga cero.

Definicion
o) - 249
Ve £ krykeZ
(2) = —
cse(x) = sen(@) )

En este caso, hay que evitar los valores donde el seno valga cero.
Tres identidades trigonométricas

Son identidades trigonométricas que se deducen con cierta facilidad,
sumamente utiles para la deduccion de otras identidades
trigonométricas y muy especialmente para calcular la derivada de las
trigonométricas inversas. trigonométricas y para el cdlculo de algunas
integrales.
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a)sen?(z) + cos?’(z) =1 b)) 1+ tan?(z) = sec*(z) <€) 1+ cot?(z) =
csc?(z)

~ | Zl
Demostracién: Debes recordar la definicién sen(x) = /1 —cos’(x) para0<x<mw o O

D a) sen’(x) + cos?(x)=
D b) 1+ tan®(x) =
D c) 1+ cot’(x) =

Mds adelante inclusive las utilizaremos para interpretar
geométricamente los valores de cada una de las funciones
trigonométricas.

Teorema 2
. 2k+1 .
Siz # %, entonces tan’(z) = sec?(z)y sec (z) = sec(z)tan(z). Si
x # km, entonces cot'(z) = —csc®(z) y csc'(z) = —csc(x)cot(z).
Demostracion (Debes recordar la derivada de un cociente y las de seno y coseno) g E
D tan'(x) =

En los métodos de integracidn, estas derivadas resultan de mucha
utilidad, sobre todo en el llamado método por sustitucidn.
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3.5 Funciones trigonométricas inversas

En este apartado veremos las funciones trigonométricas inversas, pero
para ello como no son inyectivas, tendremos que restringir sus

dominios. En particular, trabajaremos con:
T

sen : [—5, g] — [-1,1] = arcsen:[-1,1] — [—g, g]

17

sen[}}]—-[ﬂ] Eh A t

arcsen:[-1,1] = [-=.37]

. L1
B = = = = =

..—_._:_H:.—————-u'_.

cos : [0, 7] = [-1,1] = arccos : [-1,1] — [0, 7]

T————ﬂr

arccos [-1,1] = [0,11]

cos [0,11] = [-1,1]

A
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tan : (—Z Z) —+ R =— arctan : R — (—%,%)

El siguiente teorema tiene que ver con la derivada de las inversas de las
funciones trigonométricas y para su demostracion, es importante que
recuerdes:

1. La férmula para la derivada de la inversa de una funcidn, establecida
enel Lemal.

2. Las tres identidades trigonométricas vistas en el apartado anterior.
3. Las derivadas de las funciones seno, coseno y tangente.

Teorema 3

Si—1 < z < 1, entonces:

1
a.arcsen' (r) = ——
V1—a?
1
b. arccos' (z) = ————
V1 — 22

c.Vz € R,arctan(x) = 2
T
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Demostracidén (Debes recordar el Lema 1 sobre la derivada de la inversa))

)
Oy

Iniciar demostracion

3.6 Identidades trigonométricas inversas

En este apartado veremos otras identidades trigonométricas, ademas
de la ya vistas anteriormente, bajo el rubro de tres identidades
trigonométricas. Aqui en particular, nos interesa descubrir las
identidades para sen(z +y) y para cos(x +1y), ya que de ellas se
deducen otras que tienen que ver con angulos dobles o dngulos mitad.

Para lograr las identidades sefialadas, necesitamos algunos resultados
previos, entre ellos el siguiente Lema 2 y el Teorema 4.

Lema?2

Sea f una funcidn que tiene segunda derivada en todo R y que satisface:

Lf'4+f=0
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ii. f(0)=0
iii. f'(0) = 0, entonces f = 0.

Demeostracion: (Recuerda los teoremas para derivar sumas y productos)

Q
=Y

Iniciar demaostracion

Maostrar todo

Esto significa que sdlo la funcién constante cero, satisface las tres
condiciones dadas simultdneamente.

En cambio, si f(0) o f/(0) son distintos de cero, la funcién f ya no seria
idénticamente cero. Veamos el siguiente teorema.

Teorema 4

Sea f una funcién que tiene segunda derivada en todo R y que satisface:
Lf"+f=0

ii. f(0) =a

iii. f'(0) = b, entonces f(x) = bsen(z) + acos(z).
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]
Demostracion (Construiremas una funcion que satisfaga el lema E]J E

Iniciar demostracion

Muostrar todo

De acuerdo con este teorema 4, en particular si f(0) =0y f(0) =
entonces f(z) = sen(z) y, si f(0)=1y f'(0) =0, entonces f(z)=
cos(z).

Teorema 5

Siz,y € R entonces:

i. sen(z + y) = sen(z)cos(y) + sen(y)cos(x)

ii. cos(z 4+ y) = cos(z)cos(y) — sen(z)sen(y)

)
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Demostracion (Utilizaremos el Teorema 4, demostraremos a)
vy te dejamos el inciso b) para que lo intentes)

Q
=Y

Iniciar Demostracion

Utilizando el teorema 5, es posible construir otras identidades
trigonométricas, como se podrd ver en el siguiente apartado.

Mais identidades trigonométricas

Hasta ahora y a manera de resumen, tenemos las identidades:
1. sen?(x) + cos®(z) = 1

2.1+ tan?(z) = sec?(z)

3.1+ cot?(z) = csc*(x)

4.sen(z +y) = sen(x)cos(y) + sen(y)cos(x)

5.cos(z + y) = cos(z)cos(y) — sen(x)sen(y)

De ellas se pueden obtener las siguientes:

6. cos(2z) = 2cos?(z) — 1
7.cos(2z) = 1 — 2sen’(x)
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Demostracién: (Utilizaremaos la identidad 5)

O
0]

Iniciar demostracion

Mediante simples despejes, en 6. y 7., se obtienen las siguientes
identidades que son de mucha utilidad, en particular para el cilculo de
integrales, porque permite bajar el grado de las funciones involucradas.

1 + cos(2x)
2

9.sen’(z) = 1 — 2sen’(x)

8. cos®(x)

¢Puedes descubrir el desarrollo, para obtener la siguiente identidad?

10. sen(2z) = 2sen(z)cos(x)

Es seguro que encuentres o que puedas descubrir muchas identidades
trigonométricas, pero las que hemos visto, son bdsicas.
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3.7 Circulo trigonométrico

En este apartado podrds encontrar la interpretacion geométrica de las
funciones trigonométricas en la circunferencia de radio 1 y un

interactivo del circulo trigonométrico, desplegando la grifica de las
funciones trigonométricas.

Interpretacion geométrica de las funciones trigonométricas

Observa que:

1) 0S=1y 0T=1

2) Los triangulos
OFPQ y OTU
son semejantes

3) .Los triangulos 0 b
OFPQ y ORS
son semejantes

Por la definicién de seno y coseno, sabemos que: a = sen(z) y b=
cos(z). Haremos ver que d = tan(z) y e = cot(x).

Como los triangulos OPQ y OT'U son semejantes, entonces:

PQ RS a d sen(z)

w_ﬁ: b1 cos(x)

Como los tridngulos OPQ y ORS son semejantes, entonces:

oQ TU b e cos(z)

PQ_ﬁja_l - sen(x)
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Pero ademds, por las identidades trigonométricas 2) y 3), que
establecen: 2) 1 + tan?(z) = sec?(z), 3) 1 + cot?(x) = csc?(x), podemos
ver que OR esla sec(z) y OU esla csc(z).

Observa que las identidades 2) y 3) establecen una relacién pitagdrica

en un tridngulo rectdngulo, de la forma: a? + b? = 2.

Asi, queda que:

donde la hipotenusa del tridngulo con catetos 1 y tangente, es la
secante y la hipotenusa del tridngulo con catetos 1y cotangente es la
cosecante.

Desde luego que en cada cuadrante debe haber una adecuacién del
signo de cada funcidn. Por ejemplo en el segundo cuadrante la tangente
es negativa, puesto que seno es positivo y coseno es negativo. También
la secante seria negativa.
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Circulo trigonométrico unitario

Con base en las interpretaciones geométricas anteriores y con la
adecuacidén necesaria en cada cuadrante, presentamos el siguiente
graficador interactivo de las funciones trigonométricas. Por espacio,
sOlo presentamos seno, coseno y tangente.

Circulo Trigonométrico Unitario ~ E

Puedes mover el Punto P en sentido contrario a las manecillas del reloj

sen(x)=0 cos(x) =1 tan(x) =0

—e
(0.-1)

-2 1 | Muestra seno | Muestra coseno | Muestra tangente |

Cada vez que muevas el punto P en el interactivo y desees borrar las
trazas, debes dar clic en el icono de reiniciar que estard en el extremo
superior derecho.

3.8 Ejercicios

1. Demostrar que cos(x + y) = cosx cosy — senx seny, vV, y.

sen(z)
2.Sea f(z) = r z 70
1, z=0
Hallar:
a. £(0)

b. 7"(0)
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3. Hallar la grafica de las siguientes funciones:
a. f(z) = tanx — x
b. f(z) = z + senx
c. f(z) = senx + sen2z

4. a.Demostrar que Asen(z + B) puede escribirse como asenx + bcosz
con ay badecuados.

b. Reciprocamente, dados a y b, hallar nimeros A y B tales que
Asen(z + B) = asenz + bcosx B, para todo z.

c. Utilizar el inciso (b) para hallar la gréifica de f(z) = v/3senz +

COST.

tanx + tany

5. a. Demostrar que tan(z +y) = , siempre que z, y y

1 — tanx tany
™
z + y no sean de la forma kr + 7

b. Demostrar, indicando las restricciones para z y y, que arctanx +

( z+y )
arctany = arctan .
1—zy

c. Demostrar, indicando las restricciones para a 'y 3, que arcsena +

arcsenf = arcsen(ay/1 — B2 + BvV/1 — a?).

6. Demostrar que si m y n son numeros enteros cualesquiera, entonces

1
a. senma sennT = o [cos(m — n)x — cos(m + n)x]

1
b. senmz cosnz = §[sen(m + n)z + sen(m — n)z|

1
C. COSMT cOSNT = E[cos(m + n)x + cos(m — n)z]
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7. Demostrar que sim Y n son numeros enteros cualesquiera, entonces:

8.

10.

™
0,m#n
a. senmx sennxdxr =
,,r T,m=n
™
0,m#n
b. cosmz cosnrdxr =
o T™Tm=n

™
C. / senmx cosnzdxr = 0

Si f es integrable en [—m, x|, demostrar que el valor minimo de
™ 1 ™

/ (f(x) — acosnz)*dz se presenta cuando a = — / f(z)cosnzdz,y
™ —T

—T
™

el valor minimo de / (f(x) — asennz)’dz se presenta cuando a =

—T

1 / f(z)sennxdz.
™ —Tr

Indicacidn: en cada caso sacar a del signo integral, obteniendo una
expresion cuadritica en a.

. a. Hallar una férmula para senz + seny (obsérvese que con ello se

obtiene también una férmula para sinz — siny).

b. Hallar también una férmula para cosz + cosy y cosz — cosy.

a. Partiendo de la férmula para cos2z, deducir las férmulas para
sen’z 'y cos’z en términos de cos2z.

T 1+ cosz T 1 — cosz
b. Demostrar que cosg =4/ ——o—— y seng =4/————, para

0<z<Z.
2

b b
c. Usar la parte (a) para hallar/ sen’zdz y/ cos’zdz.
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11. Demostrar que:

1
a.arcsen/(r) = ——=,si—-1 <z <1
V1-— a2
b. arccos'(z) = ——,si—-1 <z <1
1 — a2
1

Ve

c.arctan/(z) = T
T

12. Obtener la derivada de cada una de las siguientes funciones:
a. f(z) = arctan(arctanz- arccosx)
b. f(z) = arctan(tanz- arctanx)

c. f(z) = arcsen(arccosz- arctanz)

d. f(z) = arcsen (ﬁ)

13.Hallar sen(arctanz) y cos(arctanr) como expresiones que no

encierren funciones trigonométricas.
seny

Indicacidn: y = arctanz significa que =z =tany=
seny

v/1 — sen2y

14.S1 z = tcmg, expresar senu y cosu en términos de z. (Aplicar el

cosy

problema inmediato anterior; las soluciones deben ser expresiones
muy sencillas).

. 1
15. Hallar lim zsen—.
r— 00 €T

1
1 e e, .,
16. a.Hallar / 5 dt. Indicacion: La solucidon no es 45.
0

b. Hallar/ 1 dt.
o 1+

t2
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17.Sea f(z) = secz para 0 < z < «. Hallar el dominio de f~!(z) y hacer
un esquema de su gréfica.

18. Demostrar que |senz — seny| < |x —y|,Vz,y numeros reales.
Indicacidn: aplicar el Teorema del Valor Medio.

19. Demostrar  que /\lim sin\zdr =0, calculando la integral
—00

explicitamente.
20. Aplicando la férmula para senxz — seny demostrar que:
1 1
a.sen|k+=-)x—sen|k—= |z = 2sen— coskz
2 2 2

1
sen|n+ <)z
. 1 ( 2)
b. Concluir que 5 Tcosz + cos2z + ... + cosnx = =

2 —
sen2
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Funciones Logaritmica y Exponencial

En esta seccidn encontrards la construccidon de las funciones logaritmo
y exponencial, utilizando el concepto de integral, combinado con el uso
de la derivada.

Igualmente encontrards la estrecha relacion entre ellas y sus
propiedades mads importantes. Asi también verds la construccién de los
logaritmos y exponenciales en diferentes bases.

log(x) =
L =

Recta:y=x -1

Mueve el punto x rojo y observa que la grifica
morada toma los valores de la integral.
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4.1 Conceptos preliminares

En este apartado haremos ver la necesidad de trabajar con mayor
formalidad los conceptos de logaritmo y exponencial, con la finalidad
de poder demostrar propiedades conocidas y poderlas aplicar con la
conciencia tranquila.

Los exponentes

En los cursos elementales de matematicas se da por hecho la siguiente
ley de los exponentes,

Sia > 0, entonces a"a™ = a"™™

cuando mucho se ilustra de la siguiente manera para el caso de
exponentes naturales:

aa" =a-a..a=aa...a=aa...aq=a"™
—_—— Y= Y=

n veces m veces n+m veces

De donde, si se quiere mantener la ley de los exponentes para el caso
n = 0, se obtiene que: a’a™ = a®™ = a™. Lo cual obliga a definir: a° =
1.

Igualmente, si se desea mantener la ley de los exponentes, para el caso
de los enteros negativos, se tendria que: a "a™ = a "™ = a° = 1, lo cual
obliga a definir:a™™ = —.
an
Con esta misma idea, mantener la ley de exponentes para potencias
1
racionales, implicarfa que: a*-a® - ...-a® = a™ = a! = g, lo cual obliga a
N ———

n veces

. 1 .
definir: a* = {/a.Y entonces, basta definira™» =

v a™.

Hasta ahi se llega generalmente, pero ;Qué pasaria si tuviésemos un
exponente irracional? Por ejemplo, cémo interpretar 3V22. En todos los
casos anteriores se podia contar "tantas veces". Aun mds, ;Cémo hacer
ver la ley de exponentes para estos casos?
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Los logaritmos

De manera similar en los cursos de matemadticas elementales,
frecuentemente encontramos una presentaciéon del concepto de
logaritmo, de la siguiente manera:

El logaritmo de un numero b, en una base a positiva dada, es el
exponente z, al cual se debe elevar a, para obtener b.

Es decir:

Si a® = b, entonces z es el logaritmo en base a, de b y se denota como
z = log, b.

Asi por ejemplo:

3 = log;, 1000, puesto que 10% = 1000
5 = log, 32, puesto que 2° = 32

4 = log, 81, puesto que 3* = 81

2 = log, 49, puesto que 72 = 49

3 = log; 125, puesto que 5% = 125

4 = log, 16, puesto que 2* = 16

O también

1 1
—1 =logyy — 5> puesto que 107! = E
—5=1 , t 275 =
0g; 35 Puesto que 312
—4 = log; —, puesto que 374 =
81 811

1
—2 = log; 197 Puesto que T?2=—
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O inclusive

1
!
t
t

= log(o 10, puesto que 1002 = 10
= log4 2, puesto que 161 =2
= log,, 3, puesto que 275 =3

5 = log, v/2, puesto que 23 = /2

Es decir, z =log,b, si a® =b. Sin embargo, bastaria preguntar por

log,, ™ =7 O bien, ;Cuanto vale z, tal que 10° = 7?

Conclusiones

Tanto para los exponentes, como para los logaritmos, que por demds
estan intimamente ligados, es necesario precisar sus definiciones y a
ello, dedicaremos los siguientes apartados, incluyendo la
demostracion de las propiedades de los mismos.

Puedes observar que hasta este nivel de racionales, logaritmo y
=X y

exponencial son inversa una de la otra, puesto que: a'°:?

log, a® = .

Debes procurar mantener este resultado en tu mente, ya que nos serd
de mucha utilidad en la construccidn de la exponencial y también de
la funcién logaritmo.

4.2 En busca de la exponencial

En este apartado buscaremos construir la funcién exponencial, definida
en todos los reales. Lo hacemos pensando fundamentalmente en que
ésta cumpla la ley de los exponentes:

a® ™ = a%a¥

desde luego para a > 0. Ademds, con la experiencia de la definicién
hasta los racionales vimos que:

a%:* = zylog, a® = x

es decir, logaritmo y exponencial son inversa una de la otra.
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Iniciamos la busqueda

Buscamos una funcidn f derivable, que no sea idénticamente cero, que
satisfaga la ley de los exponentes y que tenga inversa, es decir:

Buscamos una funcidn f derivable tal que:

L f(z+y) = f2)f(y) Yo,y € R
ii. que por ejemplo f(1) # 0

iii. y que tenga inversa.

La propiedad (i) garantiza que f cumpla la ley de los exponentes y la
(ii) garantiza que no sea idénticamente cero. La buscamos derivable
para poder recurrir a su derivada y obtener informacidén de ella.
Recordemos que la derivada de una funcidn nos aporta conocimiento
sobre la propia funcidn.

Recurrimos a su derivada

Con las propiedades anteriores, tenemos que:

f/(z) = lim fleth)—flz) o F@)fh) -~ flz) _ f(z) lim

h—0 h h—0 h h—0
Pero pOI‘ otra parte:

f@+0)=f(=)f(0) = f(z) =f(=)f(0) = f(0)=1..(2)
Luego entonces sustituyendo (2) en (1), queda que:
f(h) -1
Suponiendo que el limite en (3) existe, le llamaremos k y sustituyendo
en (1), nos quedaria finalmente que:

f'(x) = kf(z) ... (4)
Aunque pudiésemos calcular el valor de k en (4), de cualquier manera
llegamos a una expresidon donde la derivada de f, depende de f y ésta
dltima es la que queremos encontrar. Necesitamos explorar otro

camino y para ello, aplicaremos (iii), es decir recurriendo al hecho de
que f tiene inversa.

f(h) -1
o

f'(0) = lim

h—0
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Ahora recurrimos a su inversa

Antes de empezar la nueva exploracion, sera importante que recuerdes
la expresidn para la derivada de la inversa, si no la recuerdas puedes
dar clic en Lema 1. También es importante que recuerdes el corolario del
primer teorema fundamental del cdlculo, igualmente, si no lo recuerdas
puedes dar clic en Corolario.

Para ser consistente con lo desarrollado hasta los racionales,
llamaremos f*(z) = log, (), asi tendrfamos que:

(F)(@) =loea(®) = F70y) = %F @) ke

De aqui, por el corolario del primer teorema fundamental, tenemos
que:

1 ("1

2 [ it = 10m.(e) 1oz, (1)
pero como: log,(1) = 0, puesto que a® = 1,

1 (%1
entonces nos queda que: log,(z) = Z / ?dt ... (5)
1

En la expresion (5) seguimos con el problema del valor de k. Una
manera de salvar el problema, es declarar £ = 1y definir:

71
log(z) :/1 ;dt

confiando en que se trata del logaritmo de z en alguna base que no
conocemos por ahora.

Conclusion

e Buscando cémo definir la funcién exponencial f, con base aq,
llegamos a la definicién de su inversa, log(z), en una base aun no
conocida, pero que podremos calcular mds adelante.

e Lo importante es que ya tenemos una definicion que ademas se
cumple para toda =z > 0 y que con ella volveremos a buscar la
exponencial.
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4.3 La funcidn logaritmo

En este apartado encontrards la definicidn de la funcion logaritmo y la
demostraciéon de sus propiedades mds importantes. Con lo anterior
allanaremos el camino para definir la funciéon exponencial y para la
demostracion igualmente de sus propiedades mds importantes.

Definicion

T
Siz > 0, entonces definimos log(x) = / —dt
1

Puedes mover z y observar que:

a.log(z) < Opara0 <z < 1,
b.log(z) =0paraz =1y

c.log(z) > Oparaz > 1.
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Estas propiedades corresponden a las propiedades de la integral que
hemos visto con anticipacién. Por ejemplo (a), corresponde a la

propiedad /1 " Ftydt = — / .

Por otra parte log(z) no es posible definirlo para z < 0, puesto que

ft) = S no estd acotada en el intervalo [z, 1].

Ahora estamos en posibilidad de demostrar una de las propiedades mds
importantes de la funcién logaritmo, a saber:

Teoremal
Siz,y > 0, entonces log(zy) = log(z) + log(y).

Demostracion (usaremos teorema fundamental y propiedades conocidas de log.y derivada) g DI 7||

Iniciar demostracion

A partir de este teorema tenemos dos resultados particulares de interés.
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Corolario 1
Sin € Nyz > 0, entonces log(z") = nlog(z).

Demostracién (Usaremos induccién y el teorema 1 anterior)

0
D]

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Corolario 2

Siz,y > 0, entonces log <£> = log(z) — log(y)
4

Demostraciin (Usaremos fundamentalmente el teorema 1 anterior) f; D’|

Iniciar demostracion

Mostrar todo
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Anadlisis primario de log(z)

1
1. Por el teorema fundamental del clculo, tenemos que log'(z) = = >
x

0, lo cual significa que log(z) es creciente.

. 1 b b L .
2.Como lim ~= 0, significa que el crecimiento de log(z) es cada vez
T—00

menor, conforme z crece.

3. A pesar de ello, log(z) no esta acotada, ni superior, ni inferiormente,
puesto que:

log(2") = nlog(2) y log(2) >0 lim log(2") = oo
log (2%) = log(1) —log(2") = —log(2") lim log (2—171) = —00
n—oo

4. Por tanto log : (0,00) — R (sobre). Esto dltimo nos indica que log™" :
R — (0, 00) (sobre).
5.Como lim log(z) = lim — = — lim —dt = —0o, entonces
z—0" t

z—0% Jyq z—0" J,,
log(x) es asintdtica al eje negativo de las y.
1
6. Como log"(z) = = <0, Vz e (0, o), entonces log(z) es céncava.

7.Y por dltimo log(x) < x — 1, V 0 < & # 1, puesto que:

1 1 v
a.a:>1:>—<1:>/zdt</dt:>10g(a:)<a:—1
z 1 1

1 11 1 11
b.0<a:<1:>—>1:/zdt>/dt:>—/ Zdt<
Z T X xr

1 T T
1
—/ dt:>/¥dt</dt:10g(m)<w—1
T 1 1
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Mueve el punto x rojo y observa que la grifica
morada tome los valores de la integral.

4.4 La funcién exponencial

En este apartado encontrards la definicién de la funcidén exponencial y
la demostracidn de sus propiedades mas importantes. Aprovecharemos
la idea de que, al menos hasta los racionales, logaritmo y exponencial
son inversas una de la otra. Tomamos esta idea y definimos la funcién
exponencial, que denotaremos por exp, de la siguiente manera:

Definicion de la funcién exponencial
exp : R — (0, 00) tal que exp(z) = log *(z)

Para analizar su grafica, veamos el siguiente teorema sobre su derivada.
Para su demostracion sera importante que recuerdes la la derivada del
logaritmo y la expresidén para la derivada de la inversa, si no la
recuerdas puedes dar clic Lema 1.
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Teorema 2

exp’(z) = exp(z) Vz € R.

I 7||
Demostracion (Usaremos la derivada del logaritmo y de la inversa de una funcién) :; O

Iniciar demostracion

Es decir, la derivada de la exponencial en cada punto, es igual a su
propio valor en tal punto. Se sabe que a excepcién de la funcién
constante cero, la exponencial es la unica con la propiedad establecida
en el Teorema 2.

Primer analisis de exp(z)

1.exp”(z) = exp/(z) = exp(z) > 0Vx € R = exp(z) es convexa y
creciente en R.

2.exp(0) = 1, puesto que log(1) = 0.

3.exp’(z) = exp(x) Vo € R = la pendiente de la recta tangente en z
es exp(z).

4.z < exp(x) V0 # z € R, puesto que:

Para z < 0, es inmediato ya que exp(z) > 0 Vz € R.
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Para z >0, sabemos que log(z)<z—-1 — log(z) <z =
exp(log(z)) < exp(z) = z < exp(x).

5.Adn mas, z + 1 < exp(x) V0 # x € R, puesto que la funcién g(z) =
exp(z) —x — 1, sélo tiene un minimo local en z =0. ;Puedes
comprobarlo? Recuerda los criterios de la primera y segunda
derivada.

Basados en la propiedad del logaritmo, establecida en el Teorema 1y del
hecho que las funciones log y exp son inversas entre si, demostraremos
una de las propiedades mds importantes de la funcidn exponencial, a
saber:

Teorema 3

exp(z +y) = exp(z) exp(y) Vz,y € R

Demostracidn: (Usaremos el teorema 1 y el hecho de que las funciones log y exp son inversas). :'; DI zl

Iniciar demostracion
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Esta funcidn exp, ya cumple los requisitos de la funcién cuya busqueda
emprendimos en el apartado 2 de este tema ;Recuerdas?:

Buscamos una funcién f derivable tal que:

L f(z+y) = f(2)f(y) Yo,y € R,
ii. que por ejemplo f(1) # 0

iii. y que tenga inversa.

El teorema 3, demuestra que satisface el inciso (i). Respecto a (ii),
sabemos que exp(1l) # 0 puesto que exp(z) > 0Vx € R y por dltimo
cumple (iii), es decir, tiene inversa.

El numero exp(1) serd motivo de andlisis en el siguiente apartado. Por
ahora buscaremos graficar la funcidn exponencial, relacionada con la
gréafica de su inversa, log.

8
=Y

Grdficas de funciones inversas
y=log(x) = x=¢

Observa:
Elpunto P tiene coordenadas (xy)
Elpunto Q tiene coordenadas (y,x)

La grdfica azul corresponde a la funcién
inversade la gridfica en rojo.

Nota que cuando se refleja la grafica roja
en la identidad (la grdfica morada) se
obtiene la grdafica azul
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4.5 El numero e y la exponencial

En este apartado encontraras la relacién entre el numero exp(1) y la
funcidn exponencial. Igualmente encontrards las primeras
aproximaciones para dicho numero y la grifica de la funcién
exponencial, relacionada con la de su inversa, log(z).

El numero exp(1), adquiere ahora mayor interés y habra que precisar su
valor. Sabemos que es un real, pero ;serd racional o irracional? Por lo
pronto, le asignaremos un nombre mas corto.

Definicion
e = exp(1)

Es decir el numero e, es aquel para el cual log(e) = 1. En otras palabras:

Si mueves el punto rojo z, cuando la integral vale 1, entonces z = e
(desde luego que en el interactivo nos dard un valor aproximado), i.e.
e

1 =log(e) = / lalt.
1t
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Queda la duda sobre el valor del numero e. Para empezar haremos ver

que: 2 < e < 4, 1o cual no es muy halagiiefio, pero con las herramientas
tedricas que tenemos hasta ahora, es lo que podemos lograr. Veamos:

)
:
Jra<1=1@-1)
|

1 2

X=4

Figura 4.2. La suma de las dreas de los rectdngulos en rojo, es menor que el drea bajo la
curva.
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Es decir:

21 1 4
/—dt</—dt</—dt:>2<e<4
lt 1 t 1t

Consecuentes con el trabajo de las propiedades de los exponentes para
numeros racionales, definiremos, la exponencial en términos del
numero e = |exp(1), de la siguiente manera:

Definiciéon
exp(z) =e* Vr € R
Observaciones

e Aunque la aproximacién obtenida para el numero e es muy burda,
tedricamente es lo que nos es posible hasta ahora.

e Mids adelante, en el tema de Aproximaciones polindmicas, podremos
tener mejores aproximaciones.

e Aun mds, podremos demostrar que el numero e es irracional.

e Con el interactivo al inicio de esta pagina, puedes observar con
mucha facilidad que 2 < e < 3.

4.6 Exponenciales con base a > 0

En este apartado encontrards la definiciéon de funciones exponenciales
pero con base a > 0, distinta al numero e y sus propiedades mais
importantes, referidas como propiedades de los exponentes. Tomamos
a > 0 para asegurar la existencia de log(a) y para evitar problemas con
algunos exponentes racionales (raices pares de numeros negativos).

Definicion

Sea a > 0. Entonces definimos a? = e%21°8(4) g ¢ R,
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Cuando a = e, queda la definicidn de la exponencial, tal como la vimos
en la seccién anterior, puesto que log(e) = 1.

Ahora veamos las leyes de los exponentes, que de paso puedes observar
que coinciden con las ya conocidas en los racionales.

Teorema 4

Sia > 0, entonces:

1. (ab)¢ = a* Vb,c € R
2.a' =a

3.a°" =a%*a¥ z,y € R

rs Pl - P s {ay
Demostracién (Usaremos bisicamente la definicién a® = e”“ﬂ"“-)

0
=Y

Iniciar demostracion

Ahora resulta interesante analizar esta funcidn para distintos valores de
a > 0.

Anadlisisde f(z) = a®* paraa=1,a > 1ya <1
Paraa = 1, f(z) = a (constante). Resulta evidente.

Paraa > 1, f(x) = a” es creciente.
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Demostracion (Usaremos la definicion a* = e* 9% y gue log(a) = 0va = 1) p:] DI 7l|

Iniciar demostracion

Maostrar todo

Paraa < 1, f(z) = a” es decreciente.

[ 7||
Demostracion: Usaremos la definicion a* = e*'*8% y que logla) < 0 va < 1, : O

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Asi tenemos que f(x) = a® para 0 < a # 1 es inyectiva y por lo tanto
tiene inversa.

A dicha inversa le llamaremos: f!(z) = log,(z) para0 < a # 1y z > 0,
es decir se trata del logaritmo en base a, de z.
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Es muy importante ahora, establecer la relaciéon entre el logaritmo en
base a, con respecto al logaritmo en base e. Demostraremos que:

log(z)
log,(z) = -——-
log(a)
Demostraciin: Usaremos la definicion a® = e"*8% y gque log(e™) = u. g E

‘ Iniciar demostracion ‘

Mostrar todo

Sus graficos:

Observa los cambios para0 < a < lyparaa > 1.

a=77
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Observa los cambios para0 < a < 1yparaa > 1.

Fa
[

glx) = logs -(x)

2 3 4

a=67

Las derivadas de f(z) = a” y de suinversa g(z) = log, ()

f(z) = a* — f(x) = 780 — f(z) = log(a)e @) = log(a)a”

9(z) =log,(z) = g(z) = ~ zlog(a)

El caso general: la derivada de f(z) = g(z)"®

f(z) = g(2)"@ = f'(z) = g(&)"® |1(z)log(g(x)) + h(z)2
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Demostracién.(Usaremos la definiciéna” = e*29'@) y que log(e*) = u). S |:|7||

Iniciar Demostracion

Un caso particular: f(z) = z* que establece la regla general para
funciones con una potencia real

a

f(z) =2z = f(z)=2" (E) = az®!

En este caso basta aplicar el caso general, considerando:
h(z) =a = h'(z) =0

g(z) =z — g'(z) =1

4.7 Otros resultados

En este apartado encontrards otros resultados sobre la funcidn
exponencial, entre ellos su relacidn con cualquier funcién polinomial.

De antemano, como lo vimos en el teorema 2, sabemos que: Si f(z) =
e, entonces f'(z) = f(z). Queremos saber si el reciproco del teorema 2
es cierto. Veamos entonces el siguiente teorema.
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Teorema 5

Si f es derivable y f'(z) = f(z) Vz, entonces Jc € R, tal que f(z) =
ce® V.

Demostracion. (Definiremos una funcion glx) tal que g' (x) = 0). l'::, Dzl

Iniciar Demaostracion

Bk o T
Wostrar 1odg

Ademids de las propiedades demostradas en los teoremas 2 y 3, la
funcién exponencial tiene otra sumamente importante: "La funcién
exponencial exponencial crece mas rapidamente que cualquier
polinomio". Este resultado lo demostraremos en el Teorema 6, pero
antes veamos otro resultado que necesitaremos:

Lema

lim e* = oo
T— 00
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Demostracion (Lo haremos por comparacion. Demostraremos que x < e*)

Q
=Y

Iniciar demostracion

Mastrar todo
Teorema 6
T
Para cualquier nimero natural n, se tiene que : lim — = oc.
z—o0 "
Demostracién (Usaremos induccién matemitica vy una variante de L'Hépital) ™ lﬂ
</ |0

Iniciar demostracion

Mostrar todo

A partir de este resultado se facilita analizar un cierto tipo de funciones,
tales que sus derivadas de cualquier orden, en un punto, permanecen
igual a cero, como por ejemplo:
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Analisis de la funcién: f(z) = () vz #0

1.
2.

10.

! (;
.Por otra parte: 1111(1)33 =0 = lim =) = — lime

Es una funcién par.

Es una composicion de funciones derivables para x # 0, entonces:

fl(z) = e(_z%)% Vz # 0 (funcién impar).

.Porlo tanto: f'(z) < Oparaz < 0y f'(xz) > 0 paraz > 0.

.Y asi: f es decreciente paraz < 0y f es creciente para z > 0.

1
.Ademids: lim z2 =00 — lim (——) =0 — lim e(‘ﬁ) —

r—+o0 r—+o0 ZE2 r—+00

1.

. Entonces larecta g(z) = 1 Vz, es una asintota de la funcién.

wl’_‘

) —

z—0 z—0

o0 — lime(*z%) =0.
z—0

(%)
.S1 en este momento redefinimos: f(z)= {e vz #0

. )
0 siz=0
estaremos seguros que esta nueva funcion es continua en cero.

. Ademas es derivable en cero, puesto que:

0+ h) — £(0 (-52) 1
f(07) = lim f0+h) ~ 1(0) — lim —~ = lim —t— — lim :132
h—0+ h h—0t h h—0+ e(%) z—oo el@?)
y
#(07) = lim FO+R) = FO) _ L) _ lm b — lim &
RS0 h RS0 b hsor e(%)2  a—oo (@)
Y como por el Teorema 6, sabemos que: lim — = 0o, entonces con
T—r 00
(z*)
e

mayor razén: lim
r—o00

= OQ.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

De aqui que: lim % =0 y por tanto f'(0)=0. As: f'(z) =
z—o0 el\T
2
e(_j‘?)—3 Ve #0
T
0 siz=20
Esta funcién derivada es continua en cero, puesto que:
el ) 2y w
. I — . — . w _ 2 . - — I
SRS A T Ty iR 0O
1
dondeh = —
T
2¢(~3%) (1)° K3
1 ! = 1 _= 2 1 Z = —2 1 —_— = = !
i f(@) = Jim =2 lim - = 2 fim e =0=71(0)
1
donde k = —
T
"0+ h) — f'(0
Y es derivable en cero, puesto que: f”(0) = }llmé f0+ })L 10 =
H
_f'(h)
W h
)2 h 4
Es decir: £(0) = lim % = 2lim ~/_ =2 lim —— =0
h—0 h h—0 6(%) T—00 e(m )
(-%) (‘_6> +el-) (i) Wz £ 0
Entonces: f'(z) = © z § a5 =7
0 siz=20
Se puede observar que: f*)(0) = 0 Vk, es decir, la funcién definida en

el punto 7, es extremadamente plana en el punto 0. Observa su
graficay las de la primera y segunda derivadas.
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[
D]

O rw ] Or @

Una situacidn similar ocurre con la funcidn:

e(=2) sen (1) Ve #0

T
0 siz=0

fz) =

Es decir, se trata de una funcién extremadamente plana alrededor del
origen y tal que f(*)(0) = 0 Vk. Observa su gréfica y las de la primera y
segunda derivadas.

[

159 E

- e_zlzsen(x_i) Vx=0
£l = { <

x=0

[(Jrw

0.5+

Ore
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4.8 Ejercicios

. . . . C
1. Derivar cada una de las siguientes funciones: (recordar que a’

designa siempre a(*).

a. f(x) = e
. f(z) = log .- senz
 f(z) = sengsenlsen))
d. e(fox o)
e. f(z) = coszs*
f. f(z) = senx*"®
. f(z) = log(z)"s")
h. z*

i. f(.’L') _ COchos(cos(m))
]‘_ f(.’B) — Cosxsen(sen(a:))

2. a.La derivada de log(f) es J;T/, es decir: $\log(f)' = \frac{f'}{f}. Esta
expresion recibe el nombre de derivada logaritmica de f. Resulta
muchas veces mas ficil de calcular f'; ya que los productos y
potencias de la expresion de f al pasar a log(f) se convierten en
sumas y productos. Se puede después captar la derivada f’ sin
mads que multiplicar por f; a este proceso se le da el nombre de
derivacion logaritmica.

b. Aplicar la derivacién logaritmica para obtener la derivada f'(x) de
cada una de las siguientes funciones:

i f(z) = (1+a)(1+e)

i, fz) = (8- a)iat
/(@) (1—x)(3+az)§
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iii. (senxz)®** + (cosz)*"™*

iv. f(z) =

et —e®

63:3(]_ + 1:3)

b g1

F'(t)

3.Hallar/ dtpara f > 0ena,b.
. f e sz oena

4. Hallar la grafica de cada una de las siguientes funciones:

a. f(z) = =™

et —e® P | 2
. —= — — 1 _—_—_—,_—_——
€ f(f]?) et +e T e2z + 1 e2m + 1

5. Hallar los siguientes limites mediante la regla de L’'Hépital:

.’E2

x —
er —1—x— 3

a. lim
z—0 .’E2
e _1_,._2_ 2
b. lim c 125 6
z—0 1133
5 e —1—-—z— ‘%2
¢ :clir(l) .'133
d limlog(l—i—x)—x—l—%
':c—>0 £U2
e lim log(1+z) —x + ‘”—22
.w—>0 :13‘3

6. Las siguientes funciones reciben el nombre de seno hiperbdlico,

coseno hiperbdlico y tangente hiperbdlica respectivamente:

et —e™®

2
et +e*
2

a. senh(z) =

b. cosh(z) =
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T __ -z 2
c.tanh(z) = R
et 4+ e ¢ eZw + 1

Existen muchas analogias entre estas funciones
correspondientes funciones trigonométricas ordinarias.

{(x,y):x2 - 2 —]}

{(x,y) rx?+y?= ]}

Demostrar que:

a.cosh?(z) — senh?(z) =1
b. senh/(x) = cosh(z)
)

c. cosh'(z) = senh(x

1
2 e e pu—
d. tanh®(x) + cosh2(z) 1
1
.tanh/(z) = ————
e tank(z) cosh?(x)

f. senh(z + y) = senh(x)cosh(y) + senh(y)cosh(zx)
g. cosh(xz + y) = cosh(x)cosh(y) + senh(x)senh(y)

y

(cosh x, senh x)

las
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7.Las funciones senh(z) y tanh(z) son uno a uno y sus inversas,
designadas por arcsenh(z) y arctanh(z) estan definidas sobre R y
(—1,1) respectivamente. Si se restringe el dominio de cosh(z) al
intervalo [0, 00), tiene una inversa designada por arccosh(z) y que
estd definida sobre $[1,\inty)$.

Demostrar, utilizando la informacidn del ejercicio anterior, que:

a. senh(arccosh(z)) = Va2 — 1
b. cosh(arcsenh(z)) = v/1 + x?
1
c. (arcsenh(z)) = ——
( (@) V1+a?
d. (arccosh(z)) = \/% paraz > 1
e. (tanh(z)) = para|z| <1

1— 22
8. a.Hallar una férmula explicita para arcsenh(z), arccosh(z) y
arctanh(x).

b. Calcular las siguientes integrales:

b
. 1
1. d
/a 1+ 22 v

drparaa,b>1oa,b<1

|
i | ———
/a var-1
b1
iii./a mdw paraal,|b| < 1

Comparar la soluciéon de la tercera integral con la que se
obtiene escribiendo:

1 1 1 N 1
1—22 2|1—2z 14z
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9. Calcular

a. lim a® paral<a <1
T— 00

b. lim —————
z0o (log(z))"

c. lim —(log(:zz))”

T—00 €T

d. lim 2*
z—07"

e. Graficar la funcién f(z) = z* paraz > 0

n (100 (1))
f. lim z(log(z))". Sugerencia: z(log(z))" = - (l ° <“’)>

z—07t 1

10. a. Hallar el valor minimo de f(z) = % paraz > 0,y concluir que:

en

f(z) > . paraz >mn.

b. Hallar la grafica de f(z) = %

11. Sin utilizar la Regla de L'H6pital:

a. Hallar lim M
y—0 Yy

1
b. Hallar lim zlog (1 + E)

Y—00

T—00

1 T
c. Demostrar que e = lim (1 + E)

T—00
expresién del inciso c), con un poco de habilidad algebraica.

d. Demostrar que e® = lim (1+2) (es posible deducir esta
T
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12.

13.

14

15.

16.

17.

Hallar la gréfica para f(z) = (1 + %) para z > 0. (Utilizar el inciso
c) del problema 11).

1
a.Sea f(z) = log |z| para z # 0. Demostrar que f'(z) = — para z #
T
0.
f/
b. Si f(x) # 0 para todo z, demostrar que log | f|' = T

. Demostrar que si f(z) = / f(t)df, entonces f = 0.
0

En cada inciso, hallar todas las funciones continuas que satisfacen:

a./ f=¢€"

0

b./ f:l—e%”2
0

Supdngase que f satisface que: f' = fy f(z +y) = f(z)f(y) para
todo z e y. Demostrar que f = expo f = 0.

Demostrar que log;,(2) es un numero irracional.



Integracion

En esta seccidn encontrards los teoremas que te permitirdn construir
los métodos para calcular integrales de funciones, en términos de
funciones elementales.

Encontrards los métodos de integracién mads conocidos, por partes, por
sustitucion y por fracciones parciales, enriquecidos con muchos
ejemplos. Asi también podrds ver la construccidén de férmulas de
reduccidn para integrales complicadas.

Integracion i
fix) = x sen(x) f x sen(x)dx = 2.63
-2

~ |7

a==-2 b=15

Puedes moverlos puntos rojos para cambiar los limites de integracion
Puedes cambiar la expresion de la funcion en la Casilla de entraday
luego dar ENTER para que se acepte el cambio.
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5.1 Conceptos previos

Para poder abordar esta seccidn es muy importante que recuerdes
algunos resultados tanto de derivacién, como de Integrales. Los
enunciaremos a continuacién sin demostracidn, en el entendido que si
las requieres las podrds consultar en Cdlculo Interactivo I o en los
primeros apartados de estos materiales de Calculo Interactivo II. El
interés para este apartado, son en si los resultados y no tanto sus
demostraciones.

Algebra de Derivadas

Derivada de una suma: Si f y g son derivables en a, entonces f + g es
derivableenay (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

Derivada de un producto: Si f y g son derivables en a, entonces fg es
derivable enay (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Caso particular del producto: Si g(z) =cf(z) y f es derivable en a,
entonces g es derivableen ay (g9)'(a) = cf'(a).

Derivada de un cociente: Si f y g son derivables en a y g(a) # 0,
f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
lg(a)]?

entonces f/g es derivableenay (f/g)'(a) =

Derivada de una composicidn: Si g es derivables en a, y f es derivable en
g(a), entonces f o g es derivableenay (f o g)'(a) = f'(g9(a))g'(a).

Algunas derivadas de funciones basicas
Funcién constante: f(z) = ¢ (constante) = f'(z) =0 Vz € R.

Funciénidéntica: f(z) =z = f'(z) =1Vz € R.
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Potencia natural: f(z) = 2" (n € N) = f'(z) = nz" ! Vz € R.
Funciones trigonométricas: sen’(z) = cos(z) y cos'(z) = —sen(x) Vz €
R.

: . . , 1
Funciones logaritmica y exponencial: log'(z) = — V& >0 y (e*) =

T

e’ Ve € R.
5.2 Introduccidon

De acuerdo con el segundo Teorema Fundamental del Cdlculo, toda
derivada nos proporciona una férmula para calcular una integral. Por
ejemplo:

F(z) = sen(z) = F'(z) = cos(z) = / cos(z)dx = sen(b) —

sen(a)

n n—1 b b n
F(m):x_:F,() o :mn_1:>/a:”_1dm:——a—
n

F(z) =" = F'(x) :e””:/ e?dr = b — ¢

Asi que, si deseamos calcular la integral / f, nuestra primera reaccion

a
serd localizar una funcidn F tal que F’ = f y entonces el valor de dicha
integral seria simplemente F'(b) — F(a). No siempre serd facil encontrar
tal funcién F, pero no estara de mds intentar este primer camino.

Definiciéon

A una funcién F que cumpla que F' = f le llamaremos funcién
primitiva de f.

Una observacion

Apoyados en el primer Teorema Fundamental del Calculo, sabemos que

si f es continua, siempre tiene una primitiva, a saber: F(x / f.
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Sin embargo lo que seria deseable es poder expresar tal funcién
primitiva, en términos de funciones conocidas, sean polinomios,
trigonométricas, logaritmicas, sus inversas, etc. o mediante
operaciones con ellas, incluida la composicién. Es decir nos gustaria
poder encontrar primitivas en términos de lo que llamaremos
funciones elementales.

El propésito

Dada la observacion anterior, el propdsito del tema de Integracion que
nos ocupa, serd desarrollar en lo posible, la teoria necesaria que nos
permita establecer métodos para calcular primitivas en términos de
funciones elementales.

Habra funciones que se resistan o que definitivamente sean imposibles.
En las primeras la practica, el conocimiento de los métodos y los
artificios algebraicos ayudaran a salir adelante y en las segundas habra
que dar otro tratamiento que serd motivo de un trabajo posterior.

Se sabe que por ejemplo, que no existe una funcion elemental F' tal
que F'(z) = e, no obstante que f(z) = e ® es continua en todos los

reales. Hay un teorema que lo demuestra, pero por su complejidad, se
encuentra fuera de los propdsitos de este apartado.

5.3 Integrales basicas

Para iniciar partiremos de la siguiente tabla de las siguientes integrales
bdsicas, que se pueden comprobar mediante una simple derivacién. Por
economia en la escritura sélo consideraremos la primitiva bdsica y no
sumada con constantes.

wn—}—l
adx = az, "dx = ——, -1,
/ /m T T n #

/ 1dzc = log(x), /e”’da: = e,
T
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/sen(m)dm = —cos(z), cos(z)dz = sen(z),

[ e
/sec (z)dz = tan(z), /sec Jtan(z)dz = sec(x),
| 7=

1
/ dx = arctan(z),y

————dx = arcsen(x)

1+ 22 V1 — z?

Teoremas bdasicos

A partir de tales integrales, de los siguientes teoremas bdsicos ya vistos
y de los métodos que vayamos encontrando, calcularemos otras
integrales.

/(f($)+g$ dx:/fa:d:c—lr/ (z)dz, y/cf d:c—c/f
/b(f()+g dw—/f dw+/b<>dx, y /a0f()
/f

Estos teoremas indican que es lo mismo:

e Encontrar la primitiva de una suma de funciones, que sumar las
primitivas de cada una de ellasy

e Encontrar la primitiva de una constante por una funcién, que
multiplicar la constante por la primitiva de la funcion.

Observacion

En los teoremas bdsicos, no tenemos, como en la derivada, teoremas
para el producto o el cociente de dos funciones. Esto es porque no
siempre es posible tener un procedimiento general para integrar
productos o cocientes, sin embargo, la teoria siguiente tratard de
resolverlo para ciertos casos.
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5.4 Integracion por partes

La féormula para derivar un producto de funciones, proporciona la
posibilidad de formular un teorema para integrar cierto tipo de
productos de funciones como veremos enseguida.

Teorema 1 (Integracién por partes)

Si f'y ¢’ son funciones continuas, entonces / fg' = fg— / af’

Demostracién (Usaremos el teorema fundamental y propiedades de la derivada y la integral).= DI 7||
[ =

Iniciar demostracion

Este teorema también puede formularse incluyendo la variable z:

Si f/(z) y ¢'(x) son funciones continuas Vz, entonces: /f(m)g’(q;) —
f(z)g(z) —/g(x)f’(x)d:p.

O como una integral definida:

fi(z) y g( ) son funciones continuas Vz € [a,b], entonces:

/ f(z = f(z)g(z) — /abg(w)f'(w)dm.
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Ejemplos

Este teorema 1, nos permite tener un método de integracion que
llamaremos "método de integracidon por partes" y que en general lo
aplicaremos en productos de funciones polinomiales por
trigonométricas, exponenciales por trigonométricas o polinomiales por
exponenciales que son los casos tipicos a resolver con este método.
También veremos algunos casos atipicos en los que se puede aplicar tal
método.

En los siguientes ejemplos, elegir f(z) = z tiene la ventaja de que
f'(z) = 1y esto permitiria simplificar la integral, al aplicar el método de
integracidn por partes.

/a:sen(:c)d:c

Solucidn: (5i elegimos f{x) = x v g'(x) = sen(x). tenemos la ventaja de que f'(x) = 1) o~ DI 7||
[

Iniciar solucion

=]
oy
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/ zetdx

Solucién: (5ielegimos f(x) =x y g'(x) = e* . tenomos la ventaja de que F'(x) = 1)« DI 7'|
et

Iniciar solucian

Mostrar todo

/mcos(m)daz

Solucién: (5i elegimos f(x) = x ¥ g'(x) = cos (x).tenemos la ventaja de que f'(x) = 1) o~ E]I 7I|
wd

Iniciar solucion

Mostrar todo
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En los siguientes ejemplos, la eleccion de f y ¢’ es indistinta. Lo

importante serd que la integral en cuestion aparecerd en los dos
miembros de laigualdad.

/e””sen(x)dm

Solucion (La eleccion de f y g'es indistinta. Aqui haremos una. Puedes intentar la otra) = DI 7'|
wt

Iniciar solucion

Maostrar todo
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sen(x)cos(x)dz

Solucion: (La eleccion de f v g° es indistinta)

Iniciar solucion

Maostrar todo

e“cos(z)dx

Solucidn: (La eleccion de f y g° es indistinta. Aqui haremos una. Puedes intentar la otra)

o)

Iniciar solucion

Maosirar todo
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En el siguiente ejemplo, aparentemente no hay un producto de
funciones. Sin embargo, podemos considerar f(z) = log(z) y ¢'(z) = 1.
Veamos:

/log(m)dm

Solucion (Elegimos f(x} =log(x) y g'(x) = 1. La otra eleccién no seria faverable) 5y Dzl

Iniciar solucion

Maostrar todo

En los siguientes ejemplos, la eleccién de f y ¢’ es indistinta, sin
embargo en los dos primeros casos, la que utilizaremos facilita el
calculo de la integral.

/ 2 log(z)da

Soluciom (La eleccion de f y g'es indistinta. Haremos la que facilita el trabajo. Intenta la Dtraj:; DI Z|

Iniciar solucion

Mostrar todo
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/ é log(z)dx

Solucion (La eleccidn de [y g'es indistinta. Haremos la que facilita el trabajo.Intenta la otra) g I Zl

Iniciar solucion

Mostrar todo

[ tog(e) e

Solucion (Le eleccion de fy g'es indistinta. Aplicaremos que j log(x)dx = xlog(x) —x) g DI z|

Iniciar solucion

Mostrar todo

En los siguientes ejemplos, la eleccién de f(z) = z?, tiene la ventaja de
que en la primera aplicacién del Teorema 1: f'(z) = 2z y entonces la
integral del segundo término queda como en los ejemplos del primer
bloque arriba.
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z2e®dx

Solucién (La eleccion de f(x) = x°. tiene la ventaja que f'(x) = 2x)

Iniciar solucion

Mostrar todo

x’cos(z)dx

Solucion ( La elecciénde f(x) = x% tiene la ventaja que f(x) = 2x)

Iniciar solucion

Mostrar todo
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/a:%en(a:)d:c

Solucion (La eleccién de f(x) = x% tiene la ventaja que f'(x) = 2x)

Q
=Y

Iniciar solucidn

5.5 Integracion por sustitucion

Como consecuencia de la regla de la cadena, tenemos la posibilidad de
instrumentar un método de integracidn para ciertos productos de
funciones. Presentamos enseguida el teorema que lo justifica.

Teorema 2 (Integracidn por sustitucion)
9(b) b
Si f y ¢’ son funciones continuas, entonces / f= / (fog)d.
g(a) a

Este teorema también puede formularse incluyendo variables:

g(b)
Si f y ¢ son funciones continuas, entonces / f(u)du =
g(a)

[ 1)) g @)ia.
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@ A
Demostracion (Usaremos el teorema fundamental y la regla de la cadena) 3 E

Iniciar demostracion

Ejemplos
Al método de integracion que se deriva de la aplicacidn de este teorema
2, le llamaremos "método de integracion por sustitucion" y lo

aplicaremos con diversos tipos de sustituciones como podremos
apreciar en los ejemplos.

En un primer momento realizaremos ejemplos considerando los limites
de integracion y posteriormente s6lo nos preocuparemos del calculo de
las primitivas en términos elementales. Igualmente, por lo extenso,
dividiremos este tema en dos apartados.

En los siguientes ejemplos, es mds o menos visible la funcién g, que
permitiria simplificar la integral.
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b
sen” (z)cos(z)dzx

Solucitn (Impoertante observar que sen(x) esti en la composicion y que sen'(x) = cos(x}b

Iniciar solucion

Mostrar tode

b
cot(x)dz

Solucién (Importante observar que sen(x) estin en la composicién y que sen' (x) = cos(x)) ' DI Z|

Iniciar solucidn

Mostrar todo
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b
tan(z)dx

Solucion (Obsmn que sen(x) y cos(x) estin en el integrando y que cos'(x) = —sm(x}} ‘:;

Iniciar selucion

Maostrar todo

1 1
Solucién: (Observa que log(x) y — estin en el integrando vy que log'(x) =— TJ
X X

Iniciar solucion

Mastrar todo
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b
/ tanh(x)dz

e
efte %

Solucion:(Observa que tanh{x) =

v si g(x) =e*+ e * entonces g'(x)=€e* —e™ %) : DI ’l

Iniciar solucion

Mostrar todo

b
/ cos(z)e*" @ dg

Solucién: (Observa: si g(x) = sen(x), entonces g'(x) = cos(x) ) g ,Ezl

Iniciar solucién

Mostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap5/05_ejemplo_5.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap5/05_ejemplo_6.html

180

En los siguientes ejemplos, identificaremos la funcién g que nos ayude
a simplificar la integral. Asi, sustituyendo u = g(z) tendremos du =
g'(z)dz. Integramos respecto de u y luego la primitiva la transformamos
en términos de z, con la misma sustitucién v = g(z).

/ sen’(z)cos(z)dz

@
0yl

Solucién: (Observa: si g(x) = sen(x), entonces g'(x) = cos(x) )

Iniciar solucion

Mostrar todo

/ sen(z)cos’ (x)dz

Solucién: (Observa: si g(x) = cos(x), entonces g'(x) = —sen(x) )

W)
=Y

Iniciar solucion

Mostrar todo
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/ sec?(z)tan® (z)dz

0
D]

Solucién: (Recuerda: si g(x) = tan(x), entonces g'(x) = sec?(x) )

Iniciar solucion

Mostrar todo

/ cos(z)e* @) dz

Solucion (Recuerda: si g(x) = sen(x), entonces g'(x) = cos (x))

0
=

Iniciar Solucion

Mastrar todo
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/ sen(z)e*@dg

/

Solucién (Recuerda: si g{x) = cos(x), entonces g'(x) = —sen (x)) g DI 7||
Iniciar Solucion
Mostrar todo
1 d
X
x+2
Solucién (Recuerda: si g{x) = x + 2, entonces g'lx) = 1) .:j DI ’l

Iniciar Solucion

Mostrar todo
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/ e dx

Solucién (Recuerda: si g{x) = 3x, entonces g'(x) = 3 dx)

Q
0]

Iniciar solucian

Maostrar todo

/cos(ﬁw)dw

Q
0]

Solucion (Recuerda: si g(x) = 6x. entonces g'(x) = 6 dx)

Iniciar solucion

Mastrar todo
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/e—“’dw
VI

Solucién (Recuerda: si g(x) = e*, entonces g'(x) = &)

Q
ol

Iniciar Solucion

Mastrar tode

En los siguientes ejemplos, no es fdcil identificar la funcién g que ayude
a simplificar la integral. Es decir, no es ficil identificar el cambio de
variable.

1+e” d
——_ax
e’ —1
Solucion:
Observa quesi g(x) = e* % g'(x) =1 + e*. Experimentemos.

Iniciar solucion

0
=

Mostrar todo
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2z
e
—dz
v1+e*
Solucion:
No se visualiza ficilmente un cambio de variable. Experimentemaos.

Iniciar solucion

[
D]

Mostrar todo

2z
e
——dx
/ e?r —1

Solucion:
No se visualiza ficilmente un cambio de variable. Experimentemas.

Iniciar selucion

0
ol

Mostrar todo

En el siguiente apartado, seguiremos con el método de sustitucidn para
el calculo de integrales, pero utilizando fundamentalmente identidades
trigonométricas.
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5.6 Integracion por sustitucion trigonométrica

En este apartado seguiremos ejemplificando el método de sustitucion,
derivado del teorema 2, pero ahora mediante sustituciones con
expresiones trigonométricas y para las cuales serd necesario tener
presentes las identidades trigonométricas siguientes:

1. sen?(z) + cos?(z) =1

2.1+ tan?(z) = sec?(x)

3.1+ cot?(z) = csc?(x)

4. sen(z +y) = sen(zx)cos(y) + sen(y)cos(z)
5.cos(x + y) = sen(z)sen(y) — cos(x)cos(y)

Asi como algunas que se obtienen a partir de las anteriores:

6. cos(2z) = 2cos?®(z) — 1
7.cos(2z) = 1 — 2sen?(zx)

1 2
8. cos?(z) = 1+ cosaz) C;s( z)

1-— 2
9. sen?(z) = —C;S( z)

10. sen(2z) = 2sen(x)cos(x)

Ademds también es importante tener presente el teorema 2:

Teorema 2 (Integracidn por sustitucion)

Si f y ¢’ son funciones continuas, entonces: /
9(a)
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Demostracion (Usaremos el teorema fundamental y la regla de la cadena) 3 Dzl

Iniciar demostracion

0 en esta otra formulacidn:

Si f y ¢ son funciones continuas, entonces: / f(u)du =
g(a)

b
/ F(g(@))- ¢ (x)dz.

Ejemplos

En los ejemplos que presentaremos, seguiremos insistiendo en
encontrar las correspondientes sustituciones, sin preocuparnos por los
limites de integracidn.

En los siguientes ejemplos, haremos uso de las identidades
trigonométricas mencionadas arriba y nos referiremos en su aplicacion
al numero que las identifica.
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/ V1 2da

Solucion:
Recuerda que sen®(x) + cos’(x) =1 = cost(x) = 1— sen?(x)

Iniciar solucién

v 14 z2dx

Solucion:
Recuerda que 1 + tan®(x) = sec®(x)

Iniciar solucion

[

Mostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap5/06_ejemplo_1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap5/06_ejemplo_2.html

189

vV1—zx2

dx
22

Solucion:
Recuerda que sen’(x) + cos’(x) = 1 = cos’(x) = 1 — sen’(x)

Iniciar solucién

dx

_1
(1+22)2

Solucién: (Recuerda : 1 + tan®(x) = sscz(x)y sen(Zx) = Zsenlx) coslx))

Iniciar selucion

Mostrar todo
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1
—dzx
/ x24/1 + 2

Solucion: (Recuerda : 1 + tan®(x) = sec’(x) y sen'(x) = cos(x))

Q0
O]

Iniciar ejemplo

Mostrar todo

En los siguientes ejemplos, ilustraremos la forma de trabajar integrales
de potencias de funciones trigonométricas. Las identidades
trigonométricas son fundamentales, sobre todo aquellas que reducen
las potencias, como las 8) y 9).

/ sen’(z)dz

1—cos (2v)

1+ cos (2v)
z — )

Solucion : (Rmmutu: 9)sen’(v) = Z

v 8) cos(w) =

0

&7

Iniciar ejemplo

Mostrar todo
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/0034(33)d:c

1+ cos(Zv)
=)

0
0]

Solucidn : (Rgcuwda 8y cos*(v) =

Iniciar ejemplo

Mostrar todo

/cos?’(a:)da:

Solucién: (Recuerda: 1)sm2 {x) + t.'osz(;t} =1)

0
O

Iniciar jemplo

Mostrar todo
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/ sen®(z)dz

Soluciém: (Recuerda:1) sen®(x) + cos®(x) = 1)

Iniciar ejemplo

Mostrar todo

[

/ sen®(z)cos*(z)dx

Solucién: Recuerda 1: sen’(x) + cos®(x) = 1.

Iniciar solucion

Mostrar Todo

0
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/ sen’(z)cos®(z)dx

Solucion: Recuerda 1: sen’(x) + cos’(x) = 1.

Q
=

Iniciar solucion

Muostrar todo

En los siguientes ejemplos, ilustraremos como abordar casos generales
de integracion de potencias de funciones trigonométricas.

/ sen®™ M (z)dz

Solucién: Recuerda 1: sen®(x) + cos(x) = 1.

Q

&7

Iniciar solucion

Mostrar todo
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2 1
cos”™ ! (x)dx
Solucién: Recuerda 1: sen®(x) + cos’(x) = 1. ~ A
/ D]
Iniciar solucion
Mostrar Todo
cos’™(x)dx
Solucitn: (Recuerda: 8)cos®(x) = H%.S(Zx} ,:J Dzl

Iniciar solucion

Mostrar todo
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/ sen®™(x)dx

1 - cos(2x)
Solucién: (Recuerda: 9)sen®(x) =

2

0
0]

Iniciar solucion

Maostrar todo

En el caso de integrales del tipo: /sen"(m)cosm(x)dm se siguen

procedimientos similares ya sea utilizando la identidad 1) para los casos
en que n o m sean impares y las identidades 8) 0 9) en caso de que ny m
sean pares.

En el siguiente apartado, seguiremos con otro método de integracion,
propio para integrar cocientes de funciones polinomiales.

5.7 Integracion por fracciones parciales

En este apartado encontrards un método para integrar cocientes de
funciones polinomiales, también llamadas funciones racionales. La
justificacion tedrica de dicho método se basa en el Teorema
Fundamental del Algebra y en otros resultados que se desarrollan en el
estudio de las funciones complejas.

Por lo anterior, sélo exhibiremos los teoremas correspondientes, sin su
demostraciéon y lo que si, desarrollaremos diversos ejemplos que
permitan entender este método de integracion por fracciones parciales.
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Teorema 1 (Descomposicion de un polinomio en factores realesy
complejos)

Toda funcién polindmica gq(z) = 2™ + bp_12™ ' + ... + b1z + by, se
puede escribir como un producto: g(z) = (z —ay)™ - ... (z — ay)"™ -
(2 + Brz +71)% - ... - (22 + Biz + 11)*, donde:

a.r1+ ... +re+2(s1+ ... + 8¢t) =m,
b. los factores 22 + B;z + 7; son todos distintos

c.ylos factores (z — «;) son de repeticion r;.

Es decir que toda funcién polindmica se puede escribir como un
producto de factores reales y complejos. Los factores reales pueden ser
con repeticion y los factores complejos son por pares y distintos.

Teorema 2 (Descomposicién de un cociente de polinomios en
fracciones parciales)

Sean n<m y p(z)=a"+an12"" + ...+ a1z +a, gq(z)=2z"+
bm_1$m_1 4+ ..+ bz + by = (:C — al)m S (m — al)Tk . (a:2 + Bz +

Y1) - ... - (22 + Bix + 71)*, entonces 1% se puede escribir como:
q(z
P(CU) a1 A1y ]
= ot —
g(z) [(z—a1) (x —ay)n
a1 Qry
D . R
| (z B o) (z — o) L
11+ ¢ 1s1 T Cisy ]
+ ...+ + ...+
(22 + Bz + 1) (22 4 1z +71)%
by + ¢ bis, + Ci1s
3 .+ 3 "
(22 + Bz + 1) (22 + Brx + 1)
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Es decir:
e Por cada factor real o complejo y por cada repeticidon se tiene una
fraccion.

e En el caso de los factores reales, el numerador de la fraccién es una
constante.

e En el caso de los factores complejos, el numerador de la fraccidén es
una expresion lineal.

Por ejemplo

. oplz) P rz+2 p(z) A B
b @ T wo@a1) O @) T - o
Cx+D
x2+1°
z? —:1:+1 p(x) A B

5, entonces = + 5 T

cm+3 gy

z2+1 (xz—i—l)

Y claro, el problema es calcular las incégnitas A, B, C, D y en su caso E
y F. Desde luego el teorema 2, asegura que existe solucion.

El método de integracion

La posibilidad que proporciona el Teorema 2, de descomponer el
cociente de polinomios en fracciones, permite calcular la integral de
dicho cociente como una suma de integrales de dichas fracciones, las
cuales son realmente sencillas de obtener.

Ejemplos

En los ejemplos que presentamos, consideraremos por separado los
cuatro casos posibles:



a. ¢(z) tiene raices reales simples.

b. ¢(z) tiene raices reales repetidas.

c. g(z) tiene raices complejas simples.
d. g(z) tiene raices complejas repetidas.

En caso que existan combinaciones, que es lo mds probable, se aplica lo
correspondiente a cada caso.

Igualmente en los ejemplos que presentamos haremos énfasis en el
cdlculo de las fracciones parciales y dejaremos indicadas las integrales

correspondientes.

En los siguientes ejemplos, ilustramos el caso a) en el cual, el
denominador tiene raices reales simples.

6x2 —z +1 P
e x
3 —
Solucién: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejoremos indicadas las integrales) = [ 7'|
[

Iniciar solucion

lostrar todo
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2 +5z+6

Solucion: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejaremos indicadas las integrales) =
w/

Iniciar solucion

Mostrar todo

z? + 2
z(z+2)(z—1)

dx

Solucién: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejoremos indicadas las integrales) =

Iniciar solucion

Mostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap5/07_ejemplo_2.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap5/07_ejemplo_3.html

200

En los siguientes ejemplos, ilustramos el caso b) en el cual, el
denominador tiene raices reales repetidas.

/ B
z?(z — 1)3

Solucion: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejaremos indicadas las integrales) ~ A
e D]

Iniciar solucion

Mostrar todo

> —1
- - d
/ 2@ —13

Solucion: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejaremos indicadas las integrales) s A
& D]

Iniciar solucién

Maostrar todo
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/ x> —4x + 3
————dzx
z?(x + 1)?

Solucion: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejaremos indicadas las integrales) A
ot D]

Iniciar solucion

Mostrar todo

En los siguientes ejemplos, ilustramos el caso ¢) en el cual, el
denominador tiene raices complejas simples.

3z2 -1
5 5 dx
(22+1)(x®2+z+1)

Solucion: (Desarrollaremos las fracciones parciales y dejaremos indicadas las integrales) ~ A
o D]

Iniciar solucion

Mostrar todo
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z—1
/(m2+1)(x2+m+1)d"”

Solucion: Desarrollaremes las fracciones parciales y dejaremos indicadas las im’.lzg'rulei.J I zl

Iniciar solucién

Mostrar Todo

En el siguiente ejemplo, ilustramos el caso d) en el cual, el
denominador tiene raices complejas repetidas.
/ x4+ x4 2

—————dz

zt+ 222+ 1

Solucion: Desarrollaremos las fracciones parciales y dejaremos indicadas las iMQgruIEs;; I Zl

Iniciar selucion

Mostrar todo
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En general las integrales que resultan después de aplicar este método
de fracciones parciales, son mucho mds sencillas, asi justificamos el
haberlas dejado indicadas.

En el siguiente apartado, veremos algunos casos de reduccién de
integrales a casos mds sencillos, mediante formulas llamadas de
reduccion.

5.8 Formulas de Reduccion

En este apartado encontrards algunas férmulas que permitiran reducir
algunas integrales de potencias de funciones, a otra integral mds
sencilla que la original, a las cuales se les llamaremos férmulas de
reduccién. Un método muy util para encontrar dichas férmulas sera el
de integracidn por partes.

Por lo anterior serd importante que recuerdes el Teorema
correspondiente.

Teorema 1 (Integracién por partes)

Si f' y ¢’ son funciones continuas, entonces / fg' = fg— / af'.

Demostracion (Usaremos el teorema fundamental y propiedades de la derivada y la integral).= DI 7||
)

Iniciar demostracion
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Igualmente haremos uso de algunas identidades trigonométricas, por
lo cual serd bueno que recuerdes, al menos las bdsicas, a saber:

1.sen?(x) + cos?(z) = 1
2.1+ tan?(z) = sec?(z)
3.1+ cot?(x) = csc?(x)

4.sen(z +y) = sen(x)cos(y) + sen(y)cos(x)
5.cos(z +y) = sen(x)sen(y) — cos(z)cos(y)
Ejemplos

En estos ejemplos, presentaremos sélo algunas de las mds comunes.

En los siguientes ejemplos, podras observar cdmo la integral original,
depende de otra con menor potencia.

1 -1
/sen”(w)dm = —Esen"_l(;r:)cos(x) + 2 - /senn_z(ac)d:r:.

Solucion: Aplicaremos el método de integracion por partes.

Q
ol

Iniciar solucion

Maostrar todo
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/cos"(a:)da: = %sen(w)cos”_l(a:) + 2= L /cos"‘2(a:)d3:.

n

Q
ol

Solucion: Aplicaremos el método de integracion por partes.

Iniciar solucion

Mostrar todo

/[log(a:)]"da: = z[log(x)|" — n/[log(m)]”_ldm.

0
Dl

Solucion: Aplicaremos el método de integracion por partes.

Iniciar solucion

Mostrar todo
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/w”e‘”da: =z"e’ — n/a:"_lewda:.

0
=Y

Solucion: Aplicaremos el método de integracion por partes.

Iniciar solucion

Mostrar todo

Demostrar que paran > 1, se cumple la siguiente férmula de reduccidn:

1 1 T 2n — 3 1
——dz = + dz.
(2 +1)" 2n —2(z2+ 1)1 2n—-2 ) (224 1)t

Demostracion

En primer lugar escribimos:
1 1 2 _ 2 1 2
/_dx:/udmz/_dm_/w_dx
(2 + 1)" (z2 + 1) (2 + 1)1 (22 + 1)

Enseguida trabajamos con la integral en rojo de la expresién (1):

/ﬁdm:/%d:p:/wﬁdiﬂm (2)
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Resolvemos esta dltima integral en (2), por el método de integracién

por partes. Recuerda que: [ fg' = fg — /f’g.

f(z) =2 fla)=1
St y, 12w ’ 1 22, 1 1 1
g (.’IZ) = 5(332 n 1)n 9(513) 9 f (.'132 + 1)n €L = 5(]_ —TL) (;132 + 1)n—1

Para obtener g(z), basta utilizar el método de sustitucién, haciendo
u = x? + 1, de donde du = 2zdz y por lo tanto:

2 —n+1
(2 +1)" un -n+1 1—nur!
1 1

nl(@ 1)

Aplicando el método de integracion por partes, nos queda:

2 1 1 z 1 1 1
/(xi(x? + 1)ndg'j T20-n) @+ 2(1-n) / (g;2+1)n71d”3
(3

Es decir, de (2) y (3), nos queda que:

z? 1 1 T 1 1 1
/ T Ao @rlr 21— n) / @i 1 ®
(4)

Sustituyendo (4) en (1), nos queda:

1 gy — 1 dr 1 1 T
(2+ 1) [ (x2+ 1)t 2 (1—n) (z2+ 1)1
1 1
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Agrupando los términos semejantes en la expresion de la derecha en
(5), nos queda:

R S| z N
/(m2+1)"  2(1—n) (22 + 1)1

(aa ) e

Cambiando el signo en el denominador de la primera expresion del
lado derecho y haciendo cuentas en la segunda, nos queda:

1 do — 1 T n 3—2n 1 da
(2 4+ 1) 7 (2n—-2)(z2+ 1)1 2-2n ) (224 1)n!

Por ultimo, cambiando el signo en el numerador y denominador de la
segunda expresidn del lado derecho, nos queda que:

/ 1 de — 1 T n 2n — 3/ 1 d
@+ Gn-2) @+ -2 @11
Q.E.D.

Con estas formulas, terminamos lo referente a los métodos de
integracidon en términos de funciones elementales y pasaremos a un
nuevo tema, referente a la aproximacion de funciones, mediante
funciones polinomiales.
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5.9 Ejercicios

1. Demostrar el Teorema 1. (Férmula de Integracién por Partes). Si f'y
b
son continuas, entonces / f(x)d (z)dx = f(x)g(x) ‘a

/f

2. Demostrar el Teorema 2. (Férmula de Sustitucién). Si f' y ¢’ son

b g(b)
continuas, entonces/ flg(z)) - g (z)dx = / f(u)du.
a 9(a)

3. Las siguientes integrales requieren simples sustituciones. Justificar
cada paso.

a. /exsen(e“’)da:

b./:z:e_‘”Qda:
c. / log(2) 4,
T
edr
d'/62w+2ew—|—1
e./eeze“’daz
T
f. | ——dx
/ Vv1—zt
eVidr
¢ | <7
h./x\/l — z2dzx

/log(cos(az))tan( )dx

log(log(2)) ,
]'/ z log(z) e




k/l—|—e
1—e®

1. / dz
ver+1
4. Resolver las siguientes integrales, usando integracién por partes.
Justificar cada paso.

a./az3e””2dw
b. /e sen(b

/ z’sen(z)dz

d. / log(z))3dz

/de
£ / sec?
g / cos(log(x))de
h. / Jalog(x)dz

i. /:c(log(a:))2da:

5. Las siguientes integraciones pueden hacerse mediante sustituciones
de la forma = = sen(u), ¢ = cos(u), etc. Para hacer algunas de éstas

serd necesario recordar que [ sec(x)dx = log(sec(z) + tan(z)). Asi
como la siguiente férmula: /csc(x)da: = —log(csc(z) + cot(z)).

Las féormulas de las derivadas de todas las funciones trigonométricas
deben tenerse a la mano.
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Justificar cada paso.

1
a'/mdw
b./ 1 dz

V14 2
c./ ! dx
Va?—1

1
d./—d
zvzx? —1 v
e /;d:p
"] o2/ = 22

1
f. | ——d
/xm v
g./m3\/1—x2d:v

h./\/l—xzdw
i./\/1+a:2dx

6. Resolver las siguientes integrales por fracciones parciales:

a/ 202 +Tx — 1 P

) Bt 1™
2z +1

. d

b/x3—3x2+3w—1 v

/x3+7x2—5a¢+5

(z - 1)*(z+1)*

202 + 2+ 1
d'/ RIS

e./ x+4d:1:
2+ 1

dz
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24+ x+2
.| ———d
f/a:4+2a:2+1 T
/ 3z +2 de
& 3+ 2x2 —x — 2

h./ 3z +5 d

-2 —zx+1

7. Resolver las siguientes integrales:

a. /log(a2 + z?)dx

b, /1—|—cos
sen?®
r+1

Nz _332

/ azarctan
/ ()
/ (z)
a:
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w =

Aproximacion polinomial

A L

En esta seccion encontrards la teoria necesaria que justifica la
aproximacion de funciones mediante polinomios, en una vecindad
alrededor de un punto. También encontrards varios resultados
consecuencia de los anteriores. Entre otros, el teorema general de
mdximos y minimos y una demostracién de que el numero e es
irracional.

Encontrards construcciones interactivas que te permitiran visualizar las
aproximaciones, permitiéndote cambiar el punto alrededor del cual
deseas establecerla.

=7

Pi(x,1) =0.42 4+ 0.69 (x — 1)

Pa(x,1) = 0.42 + 0.69 (x — 1) + 0212 . L.

Pi(x.1) = 0.42 + 0.69 (X — 1) +0.12 -

&-------
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6.1 Introducciéon

Entre todas las funciones que se estudian en Cdlculo Diferencial e
Integral, las polinomiales son las mds sencillas de todas. Los
procedimientos para el cdlculo de limites, para derivarlas o para
integrarlas son bastante fdciles. Pero aun para evaluarlas en cualquier
punto, se reducen a un numero finito de multiplicaciones y adiciones.

En cambio el cdlculo en otras funciones, como las logaritmicas,
exponenciales, racionales o trigonométricas o combinaciones de ellas,
pueden adquirir tintes de gran dificultad. Por ejemplo, si queremos
calcular log(3), sen(2) o cos(1) al menos no resulta inmediato.

Ya en capitulos anteriores vimos las dificultades que se tienen para

funciones que nos son polinémicas el cdlculo de limites o de derivadas,

por ejemplo lim ﬂ(m), lim z* o (arctan(z))’. Estas dificultades no
z—0 T z—0

estdn ausentes en el cidlculo de integrales y es por todo esto que se
destaca la importancia de poder aproximar funciones mediante
funciones polinomiales.

Una propiedad de los Polinomios

Antes de incursionar en la teoria para aproximar funciones por medio
de funciones polinomiales, estudiemos una propiedad particular estas.

Sea P(z)=ag+a;x+ ayx®+ ... +a,z” una funcién polinomial de
grado ny con dominio en los reales.

Lo primero que podemos observar es que P(0) = ao.

Derivando, tenemos: P'(z) = a; + 2asz + 3a3z® + ... + na,z™ !, de
donde: P'(0) = a;.

Derivando  nuevamente, tenemos:  P"(z) = 2a2 + (3-2)asz +

(4-3)ayz® + ... + n(n — 1)a,z™ 2, de donde: P"(0) = 2a,.
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Volviendo a derivar, nos queda: P®)(z) = (3-2)as + (4-3-2)ayx + ... +
n(n —1)(n — 2)a,z" 3, de donde: P®)(0) = (3.2

~—

as.

Derivando una vez mds, tenemos P®(z) = (4.3 2)a4—|— .+ n(n—
1)(n — 2)(n — 3)a,z" %, de donde: P®(0) = (4-3-2)ay

Podemos observar en general que: P (0) = k(k — 1)(k — 2) - ... - lay, =
klay, parak = 0, ...,n, asumiendo que: 0! = 1y PO (z) = P(x).

Es decir, los coeficientes del polinomio se pueden escribir de la
siguiente forma:

P(k)
ar = k'( ) para 0 < k < n asumiendo que: 0! = 1y PO (z) = P(z) ...
(1)
En resumen

En resumen un polinomio de grado n, lo podemos escribir de la
siguiente forma:

PO) P'(0)  P"(0) , PM™(0) , ~=~P®(0) ,
Pla)=—g—+ e+ 5 @+t ——a X

Es f4cil observar que si:

P(z) = ap + ai(z — a) + az(z — a)® + ... + an(xz — a)”, entonces: aj =
pP(k) (a)

para0 <k <n...(3)

con las mismas suposiciones anteriores: 0! = 1y P (z) = P(z).

En el siguiente apartado serd muy importante tener en cuenta las
expresiones (1), (2) y (3).
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6.2 Polinomio de Taylor

En este apartado encontrards la definicién del Polinomio de Taylor
para una funcidn f que cumpla ciertas caracteristicas y algunos de los
ejemplos mas sencillos.

Importante recordar

Para la siguiente definicidn, serd importante recordar del apartado
anterior, que si:

P(x) = ag + ay(xz — a) + as(z — a)* + ... + ap(z — a)"

es un polinomio de grado n en (z — a), entonces los coeficientes tienen
la siguiente expresion:

pP(k) (a)
k!

Definicién (Polinomio de Taylor de grado n para f en a)

ar = para0 <k <n...(3)

Sea f una funcién tal que f'(a), f"(a),..., f™(a) existen y sean a; =
¥ (a)

k!
como P,,¢(z) =ap+ai(z —a)+...+ay(x —a)?, al que llamaremos

polinomio de Taylor de grado n para f en a.

para 0 < k < n. Definimos el polinomio de grado n en (z — a)

Surge una pregunta
Una primera pregunta que podria surgir, es la siguiente:

¢Qué relacion existe entre f y su polinomio de Taylor P, 4 ¢(x)?
El resultado siguiente nos dard una primera respuesta:
Proposicion O

Sea f una funcién tal que f'(a), f"(a), ..., f™(a) existen y P (z) =
F®(a)

ap +ai(z —a) + ... + an(x — a)”, donde aj = o

entonces P(fc)f(a) = f®)(a) para0 < k < n.

n,a,

para 0 <k <n,
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Es decir, f y su polinomio de Taylor P, , f(x) coinciden en todas sus
derivadas desde 0 hasta n, al ser evaluadas en a.

Ejemplos

Calcularemos el Polinomio de Taylor para funciones mds o menos
sencillas, pero también veremos algun caso con complicaciones, lo cual
nos llevara a buscar métodos alternativos.

Una primera funcién para la cual es relativamente facil calcular su
polinomio de Taylor de grado n en a = 0, es f(z) = e”. Sabemos que
existen todas sus derivadas hasta el orden n y son ella misma.

2 "

XL
—+...+—'
n!

Pn,O,el‘(x) =1+z+ ol

Solucidén (Recordemos que si f(x) = ¥, entonces f'(x) = &™)

0
D]

Iniciar solucion

Mastrar todo
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Polinomio de gradol ,ena =0 ,de la funcion: f(x) = e*

Q
D]

Pl.llf (m) — | + T

Puedes mover ny a, para cambiar el grado y el punto respectivamente.

Otro ejemplo mas o menos sencillo es la funcidn seno, de la cual
sabemos que es derivable siempre y se puede evaluar facilmente en 0.

3 5 7 2n+1
T Z Z T
— P - _ n
P2n+1,0,sen(x)(m) =T 3! + 51 7 +ot ( 1) (2n + ]_)l
Solucién (Recordemos que:sen'(x) = cos(x) y cos'(x) = —sen(x))

0

&7

Iniciar solucin

Mostrar todo
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Polinomio dk grade3 ,ena =0 ,de la funcion: f(x) = sen(x)

fla)=0

[

n=3

®

l

Puedes mover n y a, para cambiar el grado y el punto J'especﬁvams&e.

Otro ejemplo mas o menos sencillo es la funcidén coseno, de la cual
sabemos que es derivable siempre y se puede evaluar facilmente en 0.

z2 ozt

P2n,0,cos(x)($) =1— =+ I - a + ...+ (_1)n

2!

Solucion (Recordemos que:cos (x) = —sen(x) y sen'(x) = cos(x))

Iniciar solucion

Mostrar todo

=7

0



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/02_ejemplo_2_grafica.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/02_ejemplo_3.html

220

linomio de Taylor de grado 4 en a=0, de la funcion: f(:f:} — (.'(l:-i(.‘r:) Dz|

o2 gt
of(T) =1 — 27 +?
2
fla) =1

“\y | (;:U | Y/

Otros ejemplo mas o menos sencillo es log(z) que igualmente es n veces
derivable, pero al no estar definida en 0, haremos el cilculo de su

polinomio de Taylor en 1.

r—1)2 r—1)3 xz—1)*
Prsiogn ) = (2 - 1) - ESIL o oDy
(_1)n—1 (ZE — 1)n

n

Soluciton (Recordemos que:log'(x) = —
x

()
=Y

Iniciar solucion

Mostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/02_ejemplo_3_grafica.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/02_ejemplo_4.html

221

P,Lj‘fid.J =x—1

Polinomio de Taylor de grado 4 en a=1 de la funcién:

_(m—1)2+

™
(¥

f(z) = log(x)

2F(m—1)3_6’(m—1]'1

2!

3N 4!

Con el mismo método del ejemplo anterior te serda posible descubrir

que:

Pn,O,log(zH—l) (33) =T —

n
(=)t
+ (=)=

Polinomio de Taylo.

x?
Puns@) =o— 2 4

- de grado 4, en a=0 de la funcién: f(x) = log(x + 1)’:}

x8 xt
2.5 -6 5
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Un ejemplo complicado, que nos obliga a buscar métodos alternativos.

Pn,O,arctan(m) (m) =7

Veamos en qué estribe la dificultad. Ve A
w/ I:I]

Iniciar solucitn

Mostrar todo

En lo subsecuente necesitaremos construir la teoria necesaria para
resolver casos como el anterior u otros.

6.3 Igualdad hasta el orden n

En la seccidn anterior, en la Proposicién O, vimos que f y su polinomio
de Taylor coinciden en q, hasta la n-ésima derivada. En esta seccién
veremos que la relacion entre f y su polinomio de Taylor es aun mads

profunda que la establecida en la proposicién anterior, para ello
empezaremos con una definicién.

Definicidon
Dos funciones f y ¢ son iguales hasta el orden n en a, si

. f(@) —g(z)
ilgtlz (x —a)” =0
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Por ejemplo

f(z) = e”yg(x) =1+ z soniguales hastael orden1lena = 0.

X

_glx)
Solucion {Debemns comprobar que: liﬁl%: I]) nf"; DI zl
x=

Iniciar solucian

Maostrar todo

2
f(z)=¢€e"yg(x) =1+z+ % son iguales hasta el orden 2 ena = 0.

45 ) —glx) P [ ;||
Soluciin | Debemos comprobar que: iﬂ’ﬁizz 0 = |3

X

Iniciar solucidn

Muostrar todo
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2 3
f(z)=e"yg(z)=1+z+ 5 + ol son iguales hasta el orden 3 en a =
0.
Solucion (ngem,os comprobar que: im;ﬂx::s—g(ﬂ: I]) g E

Iniciar solucidn

Mostrar todo

f(z) = sen(z) y g(x) = z soniguales hastael ordenlena = 0.

Solucion (Debsmos comprobar que: iﬂng%= l]) v:; D;‘|

Iniciar solucidn

Maostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/03_ejemplo_3.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/03_ejemplo_4.html

225

3
€ .
f(z) = sen(z)yg(z) =z — 37 son iguales hasta el orden 3 ena = 0.
Solucion (Debemos comprobar que: lxl_r)% w = 0) g E
Iniciar solucion
Mostrar todo
.’132 $4
f(z) =cos(x) yg(z) =1— o7 Ty son iguales hasta el orden4 ena =

0.

Soluciin (Debemos comprobar que: lim
x=

Iniciar solucidn

Mostrar todo

fla) —glx) _
0 x* -

0)

™
[

o]
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r—1)2 )
f(z) =log(z) y g(z) = (x — 1) — % son iguales hasta el orden 2
ena = 1.
Solucidn (Debemos comprobar que: lxl_l;l.ll f(: __f](:] =0 ’:‘ E
Iniciar solucion
Mostrar todo
Una observacion

En todos y cada uno de los ejemplos anteriores, puedes observar que:
g(z) es polinomio de Taylor de f(z) del orden dado y en el punto
indicado.

De manera sencilla y tratando de generalizar, podemos ver que: f(z) y
Py, ¢(z) soniguales hasta el orden 1 en a.

1 c |57

f(-t] = Pl_a.f &)
Demostracion: (Debemos demostrar que: lim — =
x—a x—a

Iniciar solucion

Mostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/03_ejemplo_7.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/03_observacion_1.html

227

Asimismo: f(z)y P, ¢(z) soniguales hasta el orden 2 en a.

f(’:j == Pz_a.f &2
—_— =0

@)
=Y

Demostracion: (Debemos demostrar que: li 5
x—a (_x: i g.]

Iniciar solucion

En general esperamos poder demostrar que:
f(z)y Prar(x) soniguales hasta el orden n en a.

Esto lo haremos en nuestro siguiente apartado, después de un pequefio
conjunto de resultados que facilitardn la demostracién del mismo.

6.4 fy P, , s soniguales hasta el orden n

En esta seccidon podras encontrar la relacion profunda entre f y su
polinomio de Taylor en el sentido de ser iguales hasta el orden n en el
punto a. Para facilitar el entendimiento de su demostracion la
separaremos en varios resultados.
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Proposicion 1

ARG

k!
parak =0,...,ny P, , () polinomio de Taylor de grado n, en a, para f,

f(@) = Pras(z) _ f(z) —Qz)  f™(a)

Sea f una funcién tal que f'(a),..., f(a) existen. Sean a; =

entonces: = — donde T) =
(x —a)” (x — a)” n! ’ Qe)
n—1 k)
£l (a) k
x (x —a)".
k=0
Demostracion: En realidad basta descomponer la expresion del polinomio de Taylor. l"::, E

Iniciar Demostracion

Proposicion 2
ARG

k!

(z — a)" entonces Q¥ (a) = £ (a)

Sea f una funcién tal que f'(a),..., f™(a) existen. Sean a; =

parak =0,...,ny Q(x) =
parak =0,..,n — 2y Q" V(z) = f™ (a).
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Demostracion: La idea es observar con detalle la expresion para Qx).

Q
=Y

Iniciar Demostraciin

Mostrar todo

Proposicion 3

n!(z —a)"k

(n —k)!

Demostracion: En realidad basta descomponer la expresiin del polinomio de Taylor,

Sig(z) = (z — a)”, entonces g (z) = parak =1,..,n.

[
0]

‘ Imiciar demostracién ‘

Mostrar tedo
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Proposicion 4

Demostracién: Aplicamos las proposiciones 2 v 3.y laregla de L' Hopital.

[
=Y

Iniciar demostracién

Mestrar todo

Teoremal (f(x)y P, s(x) soniguales hasta el orden n en a)

Sea f una funcidn tal que f'(a), ..., f™(a) existen. Sean ademds aj, =

¥ (a) n
o para k=0,..,nYy Pyaof(z) =a0o+ai(x—a)+..+an(z —a)

- Pn a
entonces lim f(=) af(2)
r—a (.’L’ _ a)n

= 0.
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Demostracion: Aplicaremos las proposiciones 1 y 4.

Q
O]

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Teorema 2 (un teorema de igualdad de polinomios)

Sean P y @ dos polinomios en (z — a) de grados < n y tales que son
iguales hasta el orden n en a, entonces P = Q.

Demastracion (Definimos R(x) = P(x) — Q(x) = by + by(x — a) + - + by(x — @)" y demostraremos que R(x) = 0¥ x)= A
.3 D]

Iniciar demostracion

Mostrar Todo
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Corolario (unicidad del polinomio de Taylor)

Si f es n veces derivable en a y P es un polinomio en (z — a) de grado <
n,igual a f hasta el orden n en a, entonces P = P, , ;.

Demostracion | Veremos que la igualdad hasta el ordenn en a,es transitiva y usaremos los Teremas 1 y 2):') DI ’l

Iniciar demostracion

Una consecuencia importante del teorema 1, es el siguiente teorema
sobre maximos y minimos locales de una funcion.

Teorema 3 (un teorema general sobre extremos locales)
Supongamos que f'(a) = f"(a) = ... = f®Y(a) = 0y que £ (a) # 0.

1.Sinespary f™(a) > 0, entonces f tiene un minimo local en a.
2.Sinespary f(™(a) < 0, entonces f tiene un maximo local en a.

3. Sin esimpar, entonces f no tiene maximo, ni minimo local en a.
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Demostracion (aplicaremos el teorema 1 y sin perder generalidad supondremos que fla) = 0. ~ [ ;||
Si no fuera asi, bastaria trabajar la funcién g(x) = f(x) — fla) que seria una ~ 10
traslacion de f y no afectaria lo estructura de la grifica)

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Con la teoria anterior en nuestro haber, retomaremos en el apartado
siguiente el calculo del polinomio de Taylor para la funcién arctan(z).

6.5 Polinomio de Taylor de arctan(x)

Cuando una funcidn f es n veces derivable en un punto a, el Corolario
del apartado anterior, nos ofrece un método util para calcular su
polinomio de Taylor en a. Ilustraremos este hecho con la funcién
f(z) = arctan(z).

Procedimiento paso a paso

dt

T
1. Recordemos que: arctan(z) = / S dt.
o 1+t

2. Calculando el cociente del integrando con todo y resto, nos queda:

1 t2n+2

=1—2 4+t —t5 ... 4+ (—1)2 4 (—1)" 1L i
14 ¢2 + ot (1) +(=1) 14 ¢2
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3.

4.

7.

De donde: arctan(z)= / (1—2+t* —t5 + ...+ (—1)™)dt +
T 4242 0
(_1)n+1/ dt
0

1+¢2

Realizando la integral sumando por sumando, excepto el dultimo, nos
queda:

arctan(z) = x — x—g + ac_5 ac_7 + o+ (=1)" i +
N 5 7 7 2n +1
T t2n+2
(—1)m+! / dt.
o 1+¢2
. De acuerdo con el Corolario, el polinomio:
3 5 7 2n+1
r oz T
Pa)=z——4+Z L L (-1 .
(@ =z=3+5 B v

seria el polinomio de Taylor de grado 2n+1 en 0, para f(z) =
arctan(x) siempre que:

T t2n+2

. f(@)—P(z) _ o Jo TEdt
:1511}(1) W = 0, es decir si :ltlil(l] w = 0.
T t2n+2 T |x|2n+3
. Como: / 2dt| < / t2"+2dt| = , entonces:
o 1+t 0 2n + 3
T 42042 2n+3
fo Tedt| _ Smm e 2
:E2"+1 — |:E‘2"+1 2n_|_3 2n_|_3
9 T t2n+2 dt
T
Y como: lim = 0, entonces lim 20 87
z—0 2n + 3 z—0 gp2ntl
3 5 7 2n+1
T T T T
.Entonces: Plz)=z2— —+ — — — + ...+ (1) es el
(2) 3 * 5 7 * (=1) 2n+1

polinomio de Taylor de f(z) = arctan(z) de grado 2n + 1, en 0.
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2n+2

1+ t2

|w|2n+3

9. Volviendo a la desigualdad del punto 6: ‘ /
0

2n+2
z| <1 = ‘/ ‘

1+t

<
dt‘ —2n+3

“2n+3

T t2n+2
dt
/0 1+ ¢

pequefio como se quiera, haciendo n suficientemente grande.

10. Como lim entonces

n—00 27?, +3’

se puede hacer tan

Es decir, entre mayor sea el grado del polinomio de Taylor, mds
parecido serd a la funcidén f(z) = arctan(z).

En el siguiente apartado, trataremos de extender estas ideas a otras
funciones y haremos el andlisis de los polinomios de Taylor, con
relacidn a su grado.

6.6 Teorema de Taylor

En este apartado, extenderemos las ideas que experimentamos en el
apartado anterior con la funcidén arctan(z), hasta la formulacién del

Teorema de Taylor, el cual establece una relacién bastante buena entre
una funcidén y su polinomio de Taylor.

Una definiciéon

El resto R, (z) de f respecto a su polinomio de Taylor P, ¢(z) se
define como R, , ¢(z) = f(x) — P4 r(x). Es decir, f(z) =P, ¢(x)+
Ry a,f().

Algo importante

Serfa muy importante poder calcular una expresion general para el
resto R, , ¢(x), sobre todo para poder cuantificarlo y asi poder saber la
proximidad de P, . f(z) con f(x) alrededor de a. Por ejemplo, en el
apartado anterior vimos que:
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T t2n+2

1+t2dt

f(z) = arctan(z) = Raont10,5(z) = (—1)"“/
0
lim R2n+1,0’f($) = 0.

n—oo

Calculando una expresion para el resto

Empezaremos con el caso mds sencillo paran = 0.

f(@) = £(a) + Rows(z) — Rons / " Pt

Demostracion (Usaremos el Teorema Fundamental del Calculo) G

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Ahora paran = 1.

F@) = £(0) + 1'@)(& — ) + Raagle) — Runy [ 10— Ot


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap6/06_resto_1.html

237

Demostracion: Usaremos las expresiones siguientes

@ Roas@ = [ F@Odt y @ F& = Fla) + Roas ()

0
ol

Iniciar demostracion

Muostrar todo

Ahora paran = 2.

SFAU0)

z £(3)
f(:l?) = Z T + Rg,a,f(il?) — R2,a7f(il?) = / fz—'(t)(x — t)2dt.
o ! a !

Demostracion: Usaremos (1) RLCJ(X} =I frx—tdt y ':: D’|
2

@) F) = Fla) + F @x —a) + ' (a) @ + Ry

Iniciar demostracion

Mostrar todo
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Forma general del resto

Siguiendo con el procedimiento anterior de manera recursiva, podemos
intuir la forma general del resto, como lo demostraremos enseguida por
el método de induccién matemadtica, incluyendo la hipdtesis de que
" (t) sea continua en [a, z], debido a los requerimientos del teorema
de integracidn por partes:

k=n

= k) t) f n+l
+ Rn,a,f (:l}) — Rn a f / (.’L‘ — t)ndt
k=0

Demostracidén (Utilizaremos el método de induccién matemadtica,
empezando desde n = 0)

1. Primero veamos que se cumple paran = 0.

Sabemos que: f(z) = f(a) + Ry 4 ¢() ... (1)

Y por el teorema fundamental del Cdlculo, tenemos que:
T

| £t = 1@ - f(a)
De donde nos queda que: f(z) = f(a) + f’(t)dt .. (2)

Y asi, de (1) y (2) nos queda que: Ry, (= / f(t

2. Supongamos que se cumple paran = k. Es decir, supongamos que:

Rios(a / f W (- pytar . i)
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3. Haremos ver que se cumple paran = k + 1. Utilizaremos la hipdtesis
de induccién (hi). Calculemos la integral en (hi), utilizando el
método de integracion por partes, haciendo:

ut) = 149wy - @)

(42) (z — t)k+1
de donde: U( ) f ( )y’U(t) = —W. (4)

Recordando el teorema de integracion por partes:
Siu' y v’ son continuas, entonces / w' = uv — / u'v.

Al sustituir las expresiones (3) y (4) en (hi) nos queda:

Z

+

a

Ry (z / 1) (z — t)Fdt = u(t)v(t)
[t <t>—x‘t a

(k+1)!
Como: v(z) = 0,u(a) = f&(a) y v(a) = —%, entonces nos
queda:

(k+1) (k+2)
Ry .1 () = % a)ktl 4 / 7 — t)*1dt ... (5)

Ahora bien, sabemos que para n =k tenemos que: f(x)=

Z - a) + Rias(z) . (6)

Sustituyendo (5) en la expresién (6), nos queda:
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(@) (g . z p(k+1)
F(z) :Zf ,( )(m—a)’+/ fk—!(t)(:zz—t)kdt... (7)

1. Por tanto de (7), se puede deducir que:
k+1
Ry 105z / f —t)*

Es decir que se cumple para n=k+1 y por tanto, queda
demostrado que:

f n+1
R, .(z / — t)"dt es verdadera Vn > 0.

Estamos ahora en posibilidad de abordar nuestro teorema mds general
y mds importante, en cuya demostracidén utilizaremos teoremas
importantes del tema de derivadas como el Teorema del Valor Medio y
el Teorema del Valor Medio de Cauchy.

Teorema 4 (teorema de Taylor)

Supongamos que f, ..., f("*1) estdn definidas sobre [a, z] y que R, , ;()

(n)
estd definido por f(z) = f(a) + /(@) (& —a) + .+ LDz —ay +
n
Ry.a,f(x), entonces:
f(n+l)(t)
iRy f(x) = T(m —t)*(x — a) para alguna t € (a,z) ... (Forma
de Cauchy) .
ii. R, 4 ¢(z) = M(w —t)"*! para alguna t € (a,z) ... (Forma de
N (n n 1)‘ y
Lagrange)

Ademis si f("Y) es integrable sobre [a, ], entonces:

n+1
iii. Ry g f(x / f — t)"dt ... (Forma integral)
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Demostracion

)

Vt € [a,z], tenemos que: f(z)= f(t)+ f'(t)(z —t) + 51 (x —t)? +
(n) '
..+ / n!(t) (JZ — t)n + Rmt’f(af:).

Para cada t € [a,z]|, definimos S(t) = R, (x). Entonces, nos queda
flz)=f(t)+ f(t)(z—t)+ %('t)(ac —t)? + ...+ %(a: — )" + s(t)
. (1) '

Derivaremos ambos miembros con respecto a ¢, pero antes es

conveniente observar qué ocurre con la derivada de dos términos
consecutivos:

=0 = gy = - e

(k+1) (¢ (k+1)
e 0 = U0 =7

') ( t)k+1

Ur1(t) =
FO2)(¢

(k:+1)

Se puede observar que en ambas expresiones aparece un término
comun, pero con signo contrario, de tal manera que en la suma se
anulan. Esto significa que al derivar se irdn anulando en cadena
términos consecutivos y s6lo prevalecerd el n-ésimo con signo positivo,
mads la derivada de S(t).

Es decir, derivando (1) nos queda:
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(n+1)
f _ Dty )

Por lo tanto S'(t) = —

Por otra parte, como S es continua en [a,z| y derivable en (a,z),
entonces, por el teorema del valor medio,

S(z) — S(a)

3t € (a,z) tal que
T—a

= S'(t) ... 3)
Combinando (2) y (3) y, la definicién de S(t), nos queda:

S(fL’) o S(a) _ _f(n+1)(t) (d} o t)n (4)

T —a n!

Ademais, recordando que:

S(t) = Ry f(z) = f(z) -

]l.‘ll( )

s+ r0e -0+ L0 gy IO

n!

(2 —t)"

Se puede observar que: S(z) = R, ;. f(z) =0y S(a) = R0 f(2) ... (5)
Sustituyendo (5) en (4), nos queda:

ﬁ——T(.’L’—t) — Rn’a’f(al')

para algunat € (a, ) ... (Forma de Cauchy)

fr )

n!

(z —1)"(z —a)

Ahora bien, para deducir la Forma de Lagrange, aplicamos el Teorema
del Valor Medio de Cauchy a las funciones: S(t) = Rntf(z) y g(t) =
(x — t)", es decir:

Como S(t) y g(t) son continuas en [a, z] y derivables en (a, z), entonces
Jt € (a,z) tal que:

)
S(x) — S(a) _ S'(t)
g(z) — g(a

..(6)

N
Q
~
—~~
~
N—
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Como S(z) = 0 = g(x) y sustituyendo en (6), ¢'(t) y la expresién (2)
correspondiente a S’(t), nos queda:

S(a) B _f(":!)(t) (:B _ t)" B f(n+1)(t)
@) “mine@— W= i@

n+1 (

( +1)')( —a)"*! para alguna t€ (a,z)

Es decir: R,,;(z) =

(Forma de Lagrange)

Para la forma integral del resto, aplicamos que: f("*1)(t) es integrable
en [a, z|. Entonces:

z f n+l
S(z) — S(a) = / S'(t / A
Como S(z) = 0, entonces finalmente queda:
f n+1
Ry of(z / — t)"dt ... (Forma de Integral)

En el siguiente apartado veremos como estimar restos para algunas de
las funciones mds conocidas. Igualmente veremos algunas aplicaciones
de este teorema.

6.7 Estimacion de restos

En este apartado, intentaremos estimar los restos de algunas funciones
respecto a sus polinomios de Taylor, utilizando para ello, su forma
integral.

Recordemos que

El resto R, ,(x) estd definido por f(z) = P, ¢(z) + Ry.r(z) y de
acuerdo con el Teorema 4 (teorema de Taylor) su forma Integral es la

f n+1
siguiente: R, , f( / —t)"dt.
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Ahora es importante estimar restos

Para la funcidn exponencial. Si 0 < z <1, entonces 0 < Ry, (z) <
4

(n+1)!
Dmosh‘u‘r:sil]::csl,mtomesl]<Rw,r(x)<ﬁ g Dzl
Iniciar demostracion
Mostrar todo
|m’2n+2
Para la funcién seno: |R,,, x
| n, ,sen(w)( )| - (2n _|_ 2)'
|xizﬂ+2 '(1 z
Demostrar que |Ray. 10 sento &)| S Ty ot D]

Iniciar demostracion

Mostrar todo
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f |x|2n+1
Para la funcién coseno: <
e @@ < Ga
Demostrar que IHZn,B;MLﬂ(x)I = (:‘II—Z:_;-I}. g E
Iniciar demostracion
Maostrar todo
( )| |x|2n+3
~ 2n+3
Demostar que lRZu+1041n'mexJ {x)l 5 Iz“:t+: g E

Iniciar demostracion

Mostrar todo
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En todas las estimaciones anteriores, se puede observar que los restos
se pueden hacer tan pequefios como se desee dando a n valores
suficientemente grandes, especialmente si se trabaja con valores de z
en el el intervalo [—1, 1].

6.8 Aproximacion de valores

Los polinomios de Taylor y la estimacidn de los restos, vistos en el
apartado anterior, nos permite calcular valores aproximados de
cantidades diversas con un error deseado. Por ejemplo:

Podemos utilizar la estimacion del resto para la funcidén exponencial,
para obtener una mejor aproximacion del nimero e, de la que tenfamos
en un capitulo anterior, a saber: 2 < e < 4.

2<e<2.75

Sabemos que, si f(z) =€ y 0<z <1, entonces 0 < R,p(z) <
4

(n+ 1)V
Por tanto, sin = 4, entonces 0 < R 12 < = §))
, S1 = 4, < 4,0,f(33) < 51 30 54 "
., $2 2"
También sabemos quee” =1+ x + STttt Ry07() ... (2)
. n:

Asi, de (1) y (2), tenemos que, siz =1y n =4, entonces e < 1+ 1+
1

.. 18
Es decir,siz = 1yn = 4, entoncese < 2 + 21 = 2.75.

Asi tenemos una mejor aproximacion de la que teniamos en un capitulo
anterior: 2 < e < 2.75.

Para valores de n cada vez mayores, obtenemos mejores
aproximaciones, por ejemplo paran = 5, nos queda: 2 < e < 2.7222.
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Similarmente podemos utilizar el polinomio de Taylor de la funcidn
exponencial, para aproximar el numero e con la cantidad de cifras
decimales que pudiéramos desear. Puedes dar clic en la siguiente
imagen para que puedas acceder a una tabla con algunas
aproximaciones.

e ~ 2.7182815

n Aproximacion de e, mediante su polinomio de Taylor Elresto R : E
i | R i H::i=la:10°
2! 3176
AE - R R-:i=la:10°
i T "4 6
al1rredietel waons R:i=i{10_1
27Ty 51 30
5 |t 1etptpn vt nav166 .
S T e 6! 180
o | B o AR R-:1=L410‘3
273 a5 e 7!~ 1260
. PR
T TR S 8! — 10080
| Al ¥ s W T T B
T TR TR TR TR T 9! ~ 90720
o | vetetaa s s gt et e g umms R = — b ey
S T T TR T 9! ~ 907200

Podemos utilizar la estimacidn del resto para la funcidn seno.

|xi2n+2 g DI zl

Demostrar que |Rzﬂ+wsmgx)(xﬁ = Zn+2)

Iniciar demostracion
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Para resolver el siguiente problema, calcular sen(2) con un error menor
que 1075,

Calcular sen(x) con un error menor que 10~ m A
(x) q & Ell |

Iniciar calculo

Mostrar todo

@)
l{ﬂ,

Valores aproximados de sen(x)

[ SR p——

}»\51"

x = 2.0002 radianes

sen(2.0002) = 0.90920
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Podemos utilizar la estimacidn del resto para la funcién coseno.

|x|Pm-t ™ |7||
Demostrar que iﬂm,omm(xﬂsm ~ 0

Iniciar demostracion

Maostrar todo

Para resolver el siguiente problema, calcular cos(1) con un error menor
que 1075.

-5 ~ |l 7||
Calcular cos(1) conun error menor a 10 A D

Iniciar calculo

Mostrar todo
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x = 099784 radianes

cos(0.99784) = 0.54212

Como en los casos anteriores es posible aproximar muchos otros
valores. Muchas de las tablas de logaritmos, de funciones
trigonométricas, de raices entre otras, fueron construidas con base en
aproximaciones de este estilo. Igualmente ocurre con los algoritmos de
aproximacion en las calculadoras.

6.9 El numero e es irracional

En este apartado te presentamos una aplicacién muy particular del
polinomio de Taylor de la funcién exponencial, con la idea de
demostrar que el numero e es irracional.

Recuerda que en el apartado anterior vimos que 2 < e < 2.75.

Para los efectos de la aplicacién que te queremos presentar, nos sera
suficiente y de mayor utilidad tomar la desigualdad 2 < e < 3.

Ademids utilizaremos la estimacidén del resto que hicimos para la
funcidn exponencial, a saber:

emxn+1

Si0 < x <1l,entonces0 < R, o.:(x) < ——
=L n,O,e( ) (n+1)|
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§
=Y

4
Demostrar:Si 0 < x = 1,entonces 0 < R g «(x) < n+ 1)

Iniciar demostracion

Y por otra parte que con base en el conocimiento de que la funcién
exponencial es creciente, utilizaremos la siguiente desigualdad:

n+1

e ey € (0,1]
Xr
mt 1) = (nt1) )

Para no hacer tan larga la demostracion que nos ocupa primero
demostraremos el siguiente lema, que establece una nueva
aproximacion del resto para la funcién exponencial y luego nuestro
teorema final.

Lema

3

Si0<z<ly2<e<3entonces0 < R, g, < —
T > y € ,0, (IIZ‘) (’I’L+1)'
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Q
=Y

Demostracion: Construiremos una nueva aproximacion para el resto
a partir de la desigualdad 2 <e < 3

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Este serd nuestro teorema de cierre, con lo cual esperamos te
proporcione mucha idea de las posibilidades del Teorema de Taylor.

Teorema 5

El nimero e es irracional.

Demostracién (supondremos que e no es irracional y
construiremos una contradiccién)

Por facilidad denotaremos el resto por R,. Asi, tomando z =1,

s 1 1 1
podemos escribir: e = ¢! —1+1+2'+3'—|— +——|—R donde 0 <
3
Bn <

Ahora bien, si e € Q, entonces existen p,q € Z", con q # 0, tales que

e=—.
q
D 1 1 1
Entonces= =1+1+ — + — + .. + +Rn.
q 21 " 3l
. 1. nlp n!
Multiplicando por n!, nos queda: — =n!+n!+ 5 + 3 + . + — +
q

n!'R,,.
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! !
Sin > qymn > 3 (lo cual es posible), tenemos que: e yn!+n!+ % +
n! n! ! .
-7 ... + — son enteros.
3! n!

Por lo tanto n!R,, debe ser entero ... (1)

3 3n!
Pero como sabemos 0< R, < ——— — O<n!Rn<L:
] (n+1)! (n+1)!
n+1

Y paran > 3, tenemos que 0 < n!R,, < 1. jContradiccién con (1)!

Q.E.D.

Con esto cerramos el tema, no obstante que hay mucha tela de dénde
cortar. Nuestra siguiente seccion la dedicaremos a las aplicaciones del
Célculo Integral.

6.10 Ejercicios

1. Dada una funcién f tal que f(a), f?(a), ..., f(a) existen todas.
Sabemos que el polinomio de Taylor de grado n para f en a tiene la
siguiente expresion:

Poof(z) =ao+ai(z—a)+ ...+ apn(z — a)”
Escribir la expresion de los coeficientes a;, para0 < k < n.

2. Hallar los polinomios de Taylor, del grado indicado y en el punto
indicado para las siguientes funciones:

a. f(z) = e ; grado 3 en 0.
b. f(z) = e**™(*); grado 3 en 0.
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c. f(z) = sen(x); grado 2n en g

o,
Ly
8
I
Q
Q
%)
—~

x); grado 2n en 7.

log(z); gradon en 2.

(z)
(z)
e. f(x) = exp(z); gradon en 1.
(z)
(z)

= 1+m2;grado2n+1en0.

1
h. f(z) = 172 gradon en 0.
Sugerencia: Graficar con Maple o cualquier otro software, las
funciones y tres polinomios de Taylor de diferente grado.

3. Escribir cada uno de los siguientes polinomios en z como
polinomios en z — 3.

a.z?— 4z —9

b.z? — 122% + 442? + 2z + 1
c.ax’ +bx +c

d. 2°

4.Dada una funcién f tal que f©(a) = f(a), fM(a) y f?(a) existen.
Demostrar que si Pa4 () es el polinomio de Taylor de grado 2 para

— P
f en a, entonces: lim f(z) 2’;’f(w) =0
r—a r — Qa

5. Hallar para cada una de las siguientes funciones su expresion en
términos de su polinomio de Taylor en a = 0 y de su Resto en su
forma integral:

a. sen(x)
b. cos(x)
c.e’

d. arctan(z)
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6. Hallar una estimacién para cada uno de los Restos en su forma

integral de las funciones del ejercicio inmediato anterior.
7. Demostrar que ; paratodo ¢ en [0, z].

N |w‘n+1
/ R e Y

8. Mediante el Teorema de Taylor, demostrar que 2 < e < 3.

Sugerencia: Ver las paginas 582y 583 del Spivak.

1 1 1 1
9. Sabiendo que para todon,e=e! =1+ = TR +3' + .. +—+R
3
donde 0 < R < ————. Demostrar que e es un numero 1rrac1onal.

(n+1)!

10. Aplicar el Teorema de Taylor para demostrar que si f”(z) + f(z) =
0, f(0) =0y f'(0) = 0 entonces f(z) = 0.

Sugerencia: Recordar que el Teorema 4 afirma que f(z) = f(a) +

"(a (3)a (n)a
s @ SO0 (o)

2! 3!
Rnafaa ($)°

(x —a)®+ ...+ (x —a)" +

Revisar también las paginas 587 y 588 del Spivak.

11. Supdngase que la funcidn f(z) es tal que existe su polinomio de
Taylor de grado n en el punto a. Que el resto Ry ¢ .(z) = f(z) — f(a)y
que la funcién (1) es continua en [a x] Demostrar por induccién

n+1
matemadtica que R, 7 4( / f —t)"dt paratodon € N.
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Aplicaciones de la integral

H

En esta seccién encontrards algunas aplicaciones de la integral, tanto
en matemadticas como en otras disciplinas, como la fisica. Tendras a la
mano teoria, conceptos previos y recursos graficos e interactivos, para
entender mejor tales aplicaciones.

{ta, 5]}

e e e e e e e . —--——=

—
il

Arguetallinares 2014
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7.1 Areas de regiones planas

En esta secciéon trabajaremos con regiones planas limitadas por
funciones continuas (por tanto integrables) definidas en un
intervalo cerrado [a,b|. Es decir, regiones R(f,a,b) como las que se
muestran en las figuras siguientes:

Objetivo

Calcular las dreas de regiones R(f,a,b) como las que se muestran en la
figura anterior.

Conceptos previos

Para tener éxito, es importante recordar que:

b
e La integral / f(z)dx representa el drea algebraica de dichas

regiones R(f,a,b). Es decir, considera el valor positivo del drea, para
la parte de la gréfica que esta por encima del eje de las z y negativo
para el caso en que queda por abajo.
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e Un corolario del Teorema Fundamental para funciones continuas,
que establece:

Si f es continua en todo [a,b] Yy f =g para alguna funcién g,

b
entonces/ f =g(b) — g(a).

Demaostracién (Usaremos el Teo. Fundamental y propiedades conocidas de la derivada) G DI 7||

Iniciar Demostracion

e El teorema sobre la integral de una suma de funciones, que
establece:

Si fygson 1ntegrables sobre [a, b], entonces f + g es integrable sobre
[a,b]y / (f+9) / f+ /

e El teorema sobre la integral de una funcién multiplicada por una
constante, que establece:

Sifes 1ntegrable sobre [a,b], entonces la funcién cf es integrable

sobreachy/ cf—c/ f.
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e Y desde luego recordar algunas derivadas elementales, para aplicar
el corolario del Teorema Fundamental mencionado y asi poder
calcular las integrales que se nos presenten.

Ejemplos

En los ejemplos, se realiza el cdlculo de dreas para diversas funciones
continuas, definidas en un intervalo cerrado.

: ; 2 : ~ | 7||
|E‘;xmph31| |E}gmpfu ‘ |E;empl'03| it (m]

Los valores de las integrales son aproximados.
Ejercicios

Se plantea un problema sencillo para el cilculo del drea bajo la grifica
de una funcidn. No olvides tomar tu cuaderno y tu ldpiz para realizar
tus cdlculos.
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Titulo: Aplicaciones de la integral
Subtitulo: Areas de regiones planas.

Sea la funcion f:[1,3] =IR talque f(x) =8x+ 1.
Elige la opcion que represente el valor de la integral,
es decir, el valor del area bajo la curva.

_E._}JArea =42

E).\Area =46
E)JArea =34

ﬂ.ﬂArea =38

7.2 Area entre curvas

En esta seccidn trabajaremos con regiones planas limitadas por dos
funciones continuas (por tanto integrables) definidas en un
intervalo cerrado [a,b]. Es decir, regiones R(f,a,b) como la que se

muestra en las figuras siguiente:
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Objetivo

Calcular las dreas de regiones R(f,a,b) como las que se muestran en la
figura anterior.

Conceptos previos

Para tener éxito, es importante tener en cuenta:

En qué partes del intervalo [a, b] se cumple que: f(z) > g(z) o g(z) >
f(x). Por ejemplo en la imagen que se presenta arriba:

f(z) > g(x) Vz € [c, d], mientras que g(z) > f(z) Vz € [a,c] U [d,b).

En ese caso el drea entre las dos curvas se calcula de la siguiente
manera:

c d b
hrea = [ (o(o) ~ f@)dz + [ (7(2) ~ g(@)dz + [ (o) -
a c d
f(z))dz
Siempre deberds colocar la funcién mayor como minuendo y la
menor como sustraendo, en cada intervalo.

Sigue siendo importante el corolario del Teorema Fundamental para
funciones continuas, que establece:

Si f es continua en todo [a,b] y f = ¢’ para alguna funcién g, entonce

b
/ f=g()—g(a).

También el teorema sobre la integral de una suma de funciones, que
establece:

Si fygson 1ntegrables sobre | a, b, entonces f + g es integrable sobre

[]/f+g /f+/
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e El teorema sobre la integral de una funcién multiplicada por una
constante, que establece:

Si fes 1ntegrable sobre [a, b], entonces la funcidn cf es integrable

sobreachy/ cf—c/ f.

¢ Y desde luego recordar algunas derivadas elementales, para aplicar
el corolario del Teorema Fundamental mencionado y asi poder
calcular las integrales que se nos presenten.

Ejemplos

En los ejemplos, se realiza el cdlculo de dreas entre curvas, para diversas
funciones continuas.

= I [ 7||
‘ Ejemplo 3 ‘ L 1=

‘ Ejemplo 1 | ‘ Ejemplo 2

Los valores de las integrales son aproximados.
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Ejercicios

Se plantea un problema sencillo para el cdlculo del drea entre las
graficas de dos funciones. No olvides tomar tu cuaderno y tu ldpiz para
realizar tus cdlculos.

Titulo: Aplicaciones de la integral

Subtitulo: Area entre curvas.

2
x

Sean f(x)=x y g()-():E ¥ x €IR. Elige la opcion que mejor

represente, el valor aproximado del area entre las graficas de fy g.
E}L‘Area =6

E)Jﬁ.rea =7

C)lArea=8

E_'llérea =9

7.3 Longitud de arco

Esta aplicacion se refiere al cdlculo de la longitud de una curva. En
particular, en este apartado, trabajaremos con funciones continuas
definidas en intervalos cerrados.

Objetivo

Calcular longitudes de arco para funciones continuas definidas en
intervalos cerrados.
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Conceptos previos

e Es importante recordar que el procedimiento para calcular la
longitud de una curva se puede aproximar mediante poligonales,
como se muestra en la construccidn interactiva siguiente.

&7
e

‘b
JE.TI_".EII.I

{tg. fltgil

= = = = =
e e —

e LR R EE R R EE R R

—r
—

]
ik

e Entre mds fina hagamos la particién, mds préxima sera la longitud
de la poligonal, a la longitud de la curva.

e De tal manera que mediante un proceso de limites, se obtiene la
férmula siguiente, para calcular la longitud de la curva.
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Definicidon
Sea f : [a,b] — R tal que f’ es continua en |a, b], entonces la longitud de

arco de f, se define como A(f) = /b V14 (f")32

Ejemplos

A continuacién podrds ver algunos ejemplos de cilculo de longitudes
de arco. Para el cilculo de las integrales, consultaremos las tablas de
integrales y en caso de que lo amerite, exhibiremos el procedimiento en
una ventana flotante.

D Ejemplo 1 D Ejemplo 2 D Ejemplo 3 "‘:", D"l

Ejercicios

A continuacidn podrds practicar tus conocimientos sobre longitud de
arco. Recuerda que es muy importante que tomes tu papel y lapiz, para
realizar los cdlculos correspondientes.
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Titulo: Aplicaciones de la integral
Subtitulo: Longitud de arco.

Sean f(x}:%x ‘3vx €[0,13]. Elige la opcion que mejor

represente, el valor aproximado de su longitud de arco.
E_lILongitud de arco = 42

PJLongitud de arco = 46.062

.E)]Longitud de arco = 34.255

ﬂllLungitud de arco = 38.063

7.4 Trabajo realizado por una fuerza

Cuando un objeto se mueve en linea recta debido a la aplicacién de una
fuerza, decimos que tal fuerza ha desarrollado un Trabajo. Cuando la
fuerza que se aplica es constante y se aplica en la direccion del
movimiento, el trabajo realizado se calcula multiplicando el valor de la
fuerza por la distancia recorrida, es decir T = F - d. Sin embargo, el
interés en este apartado es calcular el trabajo realizado por fuerzas que
no necesariamente sean constantes.
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Objetivo

Calcular el Trabajo realizado por una fuerza F variable al mover un
objeto en forma rectilinea de punto a otro.

Conceptos previos

e Esimportante saber que el trabajo realizado por una fuerza variable
F al mover un objeto en forma rectilinea de un punto a, a un punto b,

b
estd dado por: T = / F(x)dz.

e Aunque en nuestros ejemplos no serd de relevancia el uso de las
unidades, es bueno saber que en el Sistema Internacional de
Medidas, la unidad de distancia es el metro, la unidad de fuerza es el
newton y la unidad de trabajo es el joule, asi: 1 (joule) = 1 (newton) x
1 (metro).

e La ley de Hooke establece que la fuerza necesaria para estirar o
comprimir un resorte z unidades de longitud, es proporcional a z,
es decir: F(z) = k- z, en donde k es la constante de proporcionalidad
que depende de las caracteristicas propias de cada resorte y se mide
en newtons/metro.

e Dichaley de Hooke significa que conforme un resorte se va estirando
o comprimiendo, se requiere mds fuerza para seguir haciéndolo: "A
mayor estiramiento o compresion, mds fuerza".

Ejemplos

A continuacién podris ver algunos ejemplos de cdlculo del Trabajo
realizado por una fuerza al mover un objeto. Para el cdlculo de las
integrales, consultaremos las tablas de integrales y en caso de que lo
amerite, exhibiremos el procedimiento en una ventana flotante.
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A
Ejemplo 1 Ejemple 2 Ejemplo 3 ﬂ E

Ejercicios

A continuacidn podrds practicar tus conocimientos adquiridos sobre el
trabajo realizado por una fuerza. Recuerda que es muy importante que
tomes tu papel y ldpiz, para realizar los cdlculos correspondientes.
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Titulo: Aplicaciones de la integral
Subtitulo: Trabajo realizado por una fuerza.

En una construccion se requiere subir un contenedor con 50 kg.
de peso, al piso 11 gue esta a una altura de 33 m. Para ello se
utiliza un montacarga gue lo levanta desde el suelo.
Calcular el trabajo necesario para realizarlo.

E}JTrabajo = 1800 joules

El'TrabajG = 1950 joules

E_)JTrabajo = 2100 joules

E)J'I'rabaja = 1650 joules

7.5 Problemas de movimiento

En este apartado podrds encontrar algunas aplicaciones de la integral,
relacionadas con el movimiento de un objeto. Por ejemplo conociendo
la velocidad de un mdévil, se trata de conocer la distancia recorrida o
conociendo su aceleracion seria deseable conocer su velocidad.

Objetivo

Calcular distancias o velocidades de un mdvil, a partir de la velocidad o
la aceleracidn respectivamente.
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Conceptos previos

e Es de suma importancia tener en cuenta el corolario del Teorema
Fundamental del Célculo que dice:

Si f es continua en todo [a,b] y f =g para alguna funcién g,

b
entonces/ f =g(b) — g(a).

e Es importante saber que la velocidad es la razén de cambio
instantdneo de la distancia recorrida respecto al tiempo, es decir:

v(t) = §'(t).

e También es importante saber que la aceleracidon es la razén de
cambio instantdnea de la velocidad respecto al tiempo, es decir:

a(t) = v'(t).
e Asi que si se conoce la velocidad de un mévil en el intervalo de

tiempo |a,b], la distancia recorrida se puede calcular mediante la

b
integral definida, es decir: s = / v(t)dt, pero inclusive se puede

calcular la distancia recorrida en cualquier instante del intervalo,

mediante: s(x) :/ v(t)dt.

e Similarmente, si deseamos calcular la velocidad a partir de la
aceleracidn, en cualquier instante de un intervalo [a,b], se puede

realizar mediante: v(x) :/ a(t)dt.

Ejemplos

A continuacién podras ver algunos ejemplos de aplicaciones de la
integral en problemas de movimiento. Para el cdlculo de las integrales,
consultaremos las tablas de integrales y en caso de que lo amerite,
exhibiremos el procedimiento en una ventana flotante.
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Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Q
D]

Ejercicios
A continuacién podrds practicar tus conocimientos adquiridos sobre

los problemas de movimiento. Recuerda que es muy importante que
tomes tu papel y ldpiz, para realizar los cdlculos correspondientes.

Titulo: Aplicaciones de la integral

Subtitulo: Problemas de movimiento.

Desde un acantilado se deja caer una piedra que tarda en
tocar el fondo de la barranca 16 segundos. Elegir la opcion
gue mejor represente la profundidad de la barranca.

EJJPrDIundidad = 1254.4 metros
E)JProfundidad =1411.2 metros

E)JProfundidad = 1568 metros

E)JProfundidad =1724.8 metros



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap7/05_ejemplos.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap7/05_ejercicios.html

272

7.6 Volumen de sélidos de revolucion

En este apartado podrds encontrar algunas aplicaciones de la integral,
relacionadas con los volumenes contenidos al rotar la grifica de una
funcidén definida en un intervalo cerrado [a, b], alrededor de uno de los
ejes y que son los llamados sélidos de revolucion. En este trabajo los
ejemplos serdn de rotaciones alrededor del eje de las z. Por ejemplo,
imagina una funcién constante en [0, 2, al rotarla alrededor del eje z, se
formaria un cilindro, pero si la funcidn fuese la idéntica tendriamos un
cono.

Objetivo

Calcular los volumenes contenidos al rotar la gréafica de una funcién
definida en un intervalo cerrado [a, b).

Conceptos previos

e Es de suma importancia tener en cuenta el corolario del Teorema
Fundamental del Célculo que dice:

Si f es continua en todo [a,b] y f =g para alguna funcién g,

b
entonces/ f=g() — g(a)-

e Laférmula para calcular el volumen del sélido de revolucidn al rotar
una funcion definida en el intervalo [a, b], alrededor del eje de las z es

V= ﬂ/lb(f(w))zdx.
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Y

1
!
i
1
I
I
1
I
1
I

e S6lo por dar una idea, diremos que dicha férmula se obtiene
considerando que el radio en cada corte circular es el valor de f(z)
para cada z € [a,b]. El procedimiento de cdlculo integral, utiliza
limites de sumas de volumenes de pequefias arandelas o cortes
circulares infinitesimales del s6lido de revolucidn.

e Por un método similar, conocido como de capas cilindricas, se
obtiene la férmula para rotaciones alrededor del eje de las y, a saber:

b
V= 2n / (2f())dz.

Ejemplos

A continuaciéon podrds ver algunos ejemplos de aplicaciones de la
integral en el cdlculo de volumenes de sélidos de revolucién. Para el
cdlculo de las integrales, consultaremos las tablas de integrales y en
caso de que lo amerite, exhibiremos el procedimiento en una ventana
flotante.
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Sea flx) = x v x € [0, b]. Calcular el volumen del sdlido de

revelucion generado por [ al rotar alrededor del eje x.

Iniciar ejemplo

Sea f(x)} = vVx vx e [0.b]. Calcular el volumen del solido de
revelucion generado por f al rotar alrededor del eje x.

Iniciar efjemplo

Mostrar todo
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Sea fl(x) = x* wx € [0,b].Calcula el volumen dkl silido ) =22 € [0,b] [ 7||
de revolucion generadeo por f al rotar alrededpr del eje x. I\ X 20 (0

Imiciar ejemplo :
’I
1
I
I
I
|
]
1
[}
I
I
1
I
; g
b

Mostrar todo

Sea fx) = sen(x) vx € [0.b]. Calcula el volumen del sélido flx) = senlx) ¥x € [0 b]; DI 7'|

de revolucion generade por f al rotar alrededor del eje x. i !

Iniciar ejemplo
1
1
1
1
1
1
1
: [
b

Mostrar todo

En todos los ejemplos, excepto en el dltimo, el cilculo de las integrales
es sencillo, a continuacién se muestran dichos calculos.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap7/06_ejemplo_3.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_2_Interactivo/interactivos/Cap7/06_ejemplo_4.html

1 1 1 1 u=2z
2
— _ _ de = - _ —
/sen (CL’)d:IZ = / (2 2008(2:13) T 2 /da: 2 /COS(Z’E)d.’I}

1 1 /1 1 1 1 1 1

%az —3 Ecos(u)du =57 cos(u)du = 5%~ Zsen(u) =5%—
Zsen(2m)

Ejercicios

A continuacién podrds practicar tus conocimientos adquiridos sobre
los problemas de sdlidos de revolucion. Recuerda que es muy
importante que tomes tu papel y ldpiz, para realizar los cdlculos
correspondientes.

Titulo: Aplicaciones de la integral

Subtitulo: Volumen de sodlidos de revolucion.

Dada la funcion f(x)= -\/x_ para x € [0,8]. Elegir la opcion
gue mejor represente el volumen del solido de revolucion,
generado al rotar f alrededor del eje de las x.

ElIanumen =113.1
b)Volumen = 125.66
C)\Volumen = 138.23

d)Volumen = 100.53
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7.7 Area de superficies de revolucién

En este apartado podrds encontrar algunas aplicaciones de la integral,
relacionadas con las dreas de las superficies que se generan al rotar la
grafica de una funcidén definida en un intervalo cerrado [a, b], alrededor
de uno de los ejes y que son las llamadas dreas de superficies de
revolucidn. En este trabajo los ejemplos seran de rotaciones alrededor
del eje de las z.

Por ejemplo, imagina una funcién constante en [0,2], al rotarla
alrededor del eje z, se formaria un cilindro, pero si la funcién fuese la
idéntica tendriamos un cono. En el apartado anterior calculamos el
volumen generado, ahora calcularemos las dreas de las superficies
generadas.

Objetivo

Calcular las dreas de las superficies generadas al rotar la grifica de una
funcidén definida en un intervalo cerrado [a, b].

Conceptos previos

e Es de suma importancia tener en cuenta el corolario del Teorema
Fundamental del Célculo que dice:

Si f es continua en todo [a,b] y f =g para alguna funcién g,

b
entonces/ f =g(b) — g(a).

e La férmula para calcular el drea de una superficie de revolucién al
rotar una funcidn definida en el intervalo [a, b], alrededor del eje de

las z estd dada por:

b
A= 271'/ f@)/1+ [f(@)Pda
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Y

e S6lo por dar una idea, diremos que dicha férmula se obtiene
considerando que el radio en cada corte circular es el valor de f(x)
para cada z € [a,b] y por lo tanto cualquiera circunferencia tendria
un perimetro igual a 2x(f(x)), pero habrd que considerar esta
medida a lo largo de toda la curva. El procedimiento formal de
cdlculo integral, utiliza limites de sumas de dreas de pequefias
arandelas o cortes circulares infinitesimales de la superficie de
revolucion, a lo largo de toda la curva.

e Por ello en la férmula aparece la expresion de la longitud de arco,
puesto que para calcular toda el drea, es necesario recorrer toda la
curva.

Ejemplos

A continuaciéon podrds ver algunos ejemplos de aplicaciones de la
integral en el cdlculo de dreas de superficies de revolucidn. Para el
cdlculo de las integrales, consultaremos las tablas de integrales y en
caso de que lo amerite, exhibiremos el procedimiento en una ventana
flotante.
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Sea f(x) = x vx € [0.b]. Calcular el irea de la superficie de A A
.. . D]
reveluciin generada por f al rotar alrededor del eje x.
flx) = xvxe [0.B]
Iniciar ejemplo !
|
|
|
|
I
I
|
[
b
Mastrar todo
u=+/4x+1 1 1 1 u=+/4x+1 1 3
Viz +1dz ™ = /iuzdu: 5 widu=-ud "= S (4z + 1)2

6

6

Sea f(x] = \-"; wx £ [0.b]. Calcular el area de la superficie de
revelucion generada por f al rotar alrededor del eje x.

Iniciar ejemplo

i

fix) =v'x vaxe[0b]

2 |67

Maostrar todo

o — = = -
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Sea f':x)“= 2x ¥xe [0 b].Calcular el irea de Iast{pr?'rfifie de 76 = 25 e [0:5] r‘:;
revoluciin generada por f al rotar alrededor del eje x.
Iniciar ejemplo |
|
|
|
|
|
|
|
. ;.
b
Mostrar todo

/sen(:r:)\/ 1+ cos’zdx = /—\/ u? + 1du = — / Vu?+ 1du =
—/sec?’uldul = —sec(u1)tan(u1) —|—/sec(u1)tan2u1d1 =
—sec(ui)tan(ui) + /sec(ul)(sec2u1 — 1)dus = —sec(u1)tan(u1) +

/(sec3u1 — sec(u1))du; = —sec(ui)tan(ur) + / sectuiduy +

1 1
/—sec(ul)dul = —Esec(ul)tan(ul) + 5 / —sec(ur)du; =
—isec(ul)tan(ul) ~5 sec(u1)dur = —Esec(ul)tan(ul) -
1 [ sec?(uy) + sec(uq)tan(u,) 1 1 /1
- _ __ ¢ B
2 / sec(ui) + tan(u) e 2sec(u1) an{w) 2J) u duy

1
—Esec(ul)tan(ul) ~3 In(ug) = —§sec(u1)tcm(u1) ~3 In(sec(u1) +

1 1
tan(uy)) = 3V u? + lu — 5 In(vu?2+1+u)=
1 1
-3V 1+ cos?zcos(z) — = In(v/'1 + cos®z + cos(x))

2
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Sea f(x) = sen(x) ¥ x=[0,b].Calcular el irea de la superficie g A
de revolucion generada por f al rotar alrededor del eje x. flx)=sen(x) ¥ x<[0,b] m]

Iniciar ejemplo

L S

Mostrar todo

Otra manera, tal vez mds sencilla, de comprobar que la integral es
correcta, es derivandola y observar que su resultado es el integrando.

Ejercicios

A continuacién podrds practicar tus conocimientos adquiridos sobre
los problemas de superficies de revolucién. Recuerda que es muy
importante que tomes tu papel y ldpiz, para realizar los cdlculos
correspondientes.

Titulo: Aplicaciones de la integral

Subtitulo: Area de superficies de revoluci6n.

Dada la funcion f(x)= x para x & [0,5]. Elegir la opcién
gue mejor represente el area de la superficie de revolucion,
generada al rotar f alrededor del eje de las x.

a)Area = 177.72
b)Area = 111.07
E)JArea =133.29
d)Area = 155.5
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