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Presentacion y Créditos

El programa Calculo Interactivo I que presentamos tuvo sus inicios en
el proyecto Precélculo Interactivo, desarrollado como tesis de Maestria
en Ciencias (Matemdticas) de Héctor de Jesis Argueta Villamar y
dirigida por el Dr. Carlos Herndndez Garciadiego investigador del
Instituto de Matemadticas de la UNAM. Los temas desarrollados fueron
Ldgica, Numeros reales y Funciones y el software matemadtico utilizado
esencialmente fue The Geometer's Sketchpad y su componente
JavaSketchpad.

A partir de ello y del desarrollo de Geometria Interactiva, proyecto de
tesis de Maestria en Ciencias (Matemadticas) de Maria Juana Linares
Altamirano dirigida igualmente por el Dr. Carlos Herndndez
Garciadiego, es que la Maestra Guadalupe Lucio Gémez-Maqueo titular
de la Secretaria de Apoyo Educativo de la Facultad de Ciencias y por
recomendacion del Maestro Wilfrido Martinez Torres, nos invita a
colaborar en la construcciéon de un Centro Virtual para la Ensefianza de
las Ciencias, con el encargo de construir en primera instancia el
material de apoyo interactivo para el curso de Cdlculo diferencial e
integral I.

Asi es que emprendemos el proyecto Calculo Interactivo I, tratando de
mejorar lo ya hecho en Precdlculo Interactivo y completando los temas
del curso. En este nuevo proyecto se incorporaron otras herramientas
de software matemdtico como GeoGebra, Descartes y Arquimedes. Este
trabajo fue finalmente revisado y avalado por una comisién nombrada
por el Consejo Técnico, de Profesores de tiempo completo de la
Facultad de Ciencias de la UNAM.

Con la experiencia adquirida, nos dimos a la tarea de desarrollar
Célculo interactivo II basados en los temas que sefialan los planes de
estudio de la Facultad de Ciencias de la UNAM. Para el desarrollo de
Cédlculo Interactivo II se utilizé software como The Geometer's
Sketchpad, GeoGebra y Arquimedes.
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Con el tiempo, desarrollamos dos médulos de Aplicaciones, uno para la
Derivada y otro para la Integral, mismos que incorporamos en los
respectivos materiales. Posterior a ello, como invitados a participar en
el Proyecto Comunidades de Aprendizaje en la Facultad de Ciencias,
coordinado a nivel universitario por la Dra. Maria Ascencién Morales
Ramirez, Secretaria Ejecutiva del Colegio de Directores de Facultades y
Escuelas, nos dimos a la tarea de desarrollar en html5, un pequefio
modulo de introduccién a Conjuntos y mejoramos sustancialmente el
de Ldgica, mismos que se incorporaron al material de Cdlculo
Interactivo L.

A excepcion de estos ultimos, todos los demds materiales fueron
desarrollados con software basado en Java y con las actualizaciones de
la mdquina virtual de Java, se empezaron a tener problemas para
acceder a ellos, por lo cual se hacia necesario emigrarlos a HTMLS5, lo
cual implicaba un trabajo verdaderamente titdnico por la cantidad de
interactivos que contienen.

Con estos antecedentes y ante la necesidad de la Facultad de Ciencias
de la UNAM de empezar a construir sus primeros cursos en linea,
fuimos llamados por el Dr. Alfredo Arnaud Bobadilla titular de la
Secretaria de Educacidn Abierta y Continua, con la idea de que
pudiéramos compartir dichos materiales.

Con nuestra mayor disposicion a compartir, planteamos el problema de
la transformacién aHTMLS5, lo cual propicidé un acuerdo entre la DGTIC
representada por el Dr. Guillermo Rodriguez Abitia titular de la
Direccion de Innovaciéon y Desarrollo Tecnoldgico y la Facultad de
Ciencias representada por el Dr. Alfredo Arnaud Bobadilla, que significd
la contratacidn de un grupo de becarios que colaborarian en esta tarea,
bajo la Coordinacién de Maria Juana Linares Altamirano y Héctor de
Jesus Argueta Villamar autores de Cdlculo Interactivo I y Calculo
Interactivo II.
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Los jovenes participantes en esta primera etapa de Calculo Interactivo I
son: Alanis Manriquez Jesus Felipe, Avalos Valentin Gustavo Alejandro,
Chimal Herndndez Manuel de Jesds, Duran Méndez Abraham, Flores
Romero Maria Erandi, Jiménez Santiago Berenice, Ku Kinil Ginni
Noelia, Lerista Barrera Miguel Angel, Rivas Robles René Alejandro,
Rivaz Herndndez José Amet, Ramos Tort Andrea Berenice y Vargas
Mendoza Marco Antonio, todos ellos de la Facultad de Ciencias y a
quienes les expresamos nuestros mas caros agradecimientos ya que con
su empefio y compromiso es que entregamos Calculo Interactivo I en
HTMLS.

En una segunda etapa, contamos con la revisidn del material, de parte

del becario Gonzdlez Casanova Azuela Daniel, a quien le expresamos
nuestro mas sincero agradecimiento.

27 de enero de 2018

M. en C. Maria Juana Linares Altamirano
M. en C. Héctor de Jesus Argueta Villamar



Conjuntos

Aqui podras encontrar un breve resumen sobre los conjuntos, sus
operaciones basicas y sus propiedades mds importante.

No es un tratado exhaustivo sobre la teoria de conjuntos. Se trata de
presentarte lo minimo indispensable para que puedas utilizarlos en las
secciones de Ldgica, Ejercicios y Problemas.

1.1 Concepto de Conjunto

La teoria de los Conjuntos fue desarrollada de manera rigurosa en la
segunda mitad del siglo XIX y principios del XX. Su desarrollo se
atribuye fundamentalmente al matemadtico alemdn Georg Cantor
(1845-1918) por sus investigaciones sobre conjuntos infinitos. Sin
embargo, han intervenido muchos otros matemadticos de gran talla,
como Gottlob Frege, Bertrand Russel, Ernst Zermelo y Abraham
Fraenkel, entre otros. La importancia de esta teoria es que vino a dar a
la matematica una mejor fundamentacion y precisidn en su lenguaje.

Lejos de la fundamentacidn axiomadtica de la teoria de conjuntos y de
las discusiones filosdficas en la matematica moderna, en este apartado
nos interesa estudiar las nociones mds elementales de los conjuntos,
sus operaciones y propiedades mds importantes. Por lo mismo,
partiremos de ideas muy intuitivas y de definiciones bdsicas.

El concepto

Asi, diremos de manera muy sencilla que un CONJUNTO estd
determinado por sus ELEMENTOS.

Es decir, dado un elemento y un conjunto, se debe cumplir una y sélo
una de ambas proposiciones:
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1. El elemento pertenece al conjunto o

2. El elemento no pertenece al conjunto.

No debe haber ambigiiedad alguna. O la proposicién 1 es verdadera y la
2 falsa, o viceversa.

Notaciéon

En general seguiremos la siguiente notacidn:
Conjuntos: 4, B, C, ...

Elementos: a, b, c, ...

x pertenece al conjunto A: z € A

x no pertenece al conjunto A:z ¢ A
Relacidn de pertenencia

De esta manera si representamos al conjunto A por un circulo y al
elemento x por un punto, podemos experimentar la relacion de
pertenencia mediante la siguiente construccidn interactiva:

Relacion de pertenencia Ay o


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap1/01_relacion_de_pertenencia.html
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Y como mucho del trabajo que realizaremos estard centrado en ciertos
conjuntos numeéricos, a éstos en particular los denotaremos de la
siguiente manera:

¢ Conjunto de los nimeros Naturales: N
¢ Conjunto de los numeros Enteros: Z
¢ Conjunto de los numeros Racionales: Q

e Conjunto de los nuimeros Reales: R

Descripcion
Hay dos formas para describir a un conjunto:

e Por Extension: Consiste en exhibir de manera explicita sus
elementos.

e Por Comprensidn: Consiste en exhibir la propiedad o propiedades
que deben de cumplir sus elementos. La primera es muy propia para
describir conjuntos finitos con pocos elementos.

La segunda es muy propia para describir conjuntos finitos con muchos
elementos que posean alguna o algunas propiedades que los describan
y es la unica forma para poder describir conjuntos infinitos.

En ambos casos utilizaremos como es costumbre, la notacién con
corchetes, como veremos enseguida.

Ejemplos
A={1,a,2,b,v, X} Finito Por extension
B={A,V,a,08, !, 1} Finito Por extension
C = {z € N|z es un numero primo} Infinito | Por compresion
D = {z € Z|x es multiplo de 3} Infinito |Por compresién
E = {s € N|s® < 55} Finito | Por compresién
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1.2 Conjunto universal y vacio

Estos conjuntos son importantes en la medida que establecen el
contexto en el que se trabaja en determinada teoria o problema.

Por ejemplo, si planteamos la ecuacién: 3z + 2 = 0 y nos preguntamos
por su solucidén en el conjunto de los numeros enteros, encontraremos
que no existe entero alguno tal que cumpla la igualdad. Es decir, el
conjunto de enteros que satisface la ecuacidn es vacio.

En cambio si planteamos la misma ecuacién: 3z +2=0 y nos
preguntamos por su solucidn en el conjunto de los numeros racionales,
serd ficil ver que si existe un racional que cumple con la igualdad. Es
decir, el conjunto de racionales que satisfacen la ecuacién no es vacio.

En los casos anteriores, Z y Q respectivamente fueron establecidos
como conjuntos universo para tales problemas.

Asi, diremos que: el CONJUNTO UNIVERSAL establece el contexto de
trabajo. Es decir, es el conjunto en el que se enmarca una determinada
teoria o problema.

Por otra parte el CONJUNTO VACIO estd intimamente ligado al
conjunto universal y es aquel que no tiene ningun elemento de tal
universo.

Denotaremos:
* () Conjunto vacio.

e () Conjunto Universal.

Con la notacidn anterior, podemos expresar los casos anteriores de la
siguiente manera:

{xe€Z3z+2=0}=0 {zcQ3z+2=0}=0
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Ejemplos

A={zeNbz2-1=0}=10
B={zcZl0<xz<1} =10
C={zeR|z?+2<0}=0

D:{xe@|5m+3:0}:{_§}

5
E={zcZ22° —1>0} ={z € Z|z > 1}
F={zcRlz?+2z+1=0}=0
G={zcR|z*+3z+2=0}={-2-1}
H:{xEQ|3m€Z}:{x€Q|x:gcoanZ}
K={zcRjz?+1=0}=0

ol ool lc Bl oo e o)
I
O B BN O BN Z

En cada uno de los ejemplos anteriores, se establece cudl es el conjunto
que se toma como universal, desde el momento en que se especifica de
qué conjunto se toman los elementos. A la derecha en cada caso, se
hacen explicitos.

En general es ficil descubrir las igualdades o desigualdades en cada
conjunto. Sin embargo, te dejamos el reto de contestar la siguiente
pregunta: ;Puedes explicar porqué: C =0, F = 0y K = (?

Observacion

Lo importante es darse cuenta que los conceptos de Conjunto Universal
y Conjunto vacio, son relativos. El conjunto Universal establece el
contexto y el vacio depende de ello.

1.3 Operaciones basicas

Las operaciones bdsicas que trataremos en este apartado, serdn:
UNION, INTERSECCION y COMPLEMENTO de conjuntos. Sin
embargo, antes de ello, deberemos distinguir cudndo dos conjuntos son
iguales y cuando un conjunto es subconjunto de otro.
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Definiciones (igualdad y subconjunto)

Sean A, B conjuntos.

A esigual a B si tiene los mismos elementos.

Notacién: A = B.

A es subconjunto de B si todo elemento de A, es elemento de B.
Notacién: A C B.

Un resultado elemental

Es relativamente ficil comprender que, si A = B entonces A C By
B C A.

Igualmente no es dificil entender que, si A C By B C A entonces A =
B.

Es decir, podemos establecer sin dificultad el siguiente resultado:
A=BsiysélosiACByBCA

Ejemplos (igualdad y subconjunto)

{1,2,3} =1{1,1,2,3}

{1,2,3} ={2,3,1}

{z € N|3z — 6 = 0} = {2}

{z€Zjz?+3z+2=0}={-2,-1}

{z € Z|22® — 1 > 0} = {z € Z|z > 1}

{reZ2e+1<3} ={xcZlx <1}

{zreN|z? -3z +2=0}C{1,2,3}

{z€Zlz>1} C{z e R]2z—-1> 0}
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Definiciones (operaciones bdsicas)
Sean A, B conjuntos.

AUB ={z € Qlz € Aoz € B}llamada A unidén B.

ANB={z € Qr € Ayz € B}llamada A interseccion B.

A—B={zecQzc Ay z ¢ B} llamada complemento de B respecto
de A o de manera sencilla: A menos B.

En particular: A° = {z € Q|z ¢ A} llamada complemento de A.

Ejemplos (operaciones bdsicas)

{1,2,3,4} U{a,b} = {1,a,2,b,3,4}

{1,2,3,4} N {2,3,a,b} = {2,3}

{reN)2z—-6=0}U{zeNlz? -3z +2=0} ={2,1,3}

{z € Z)223 —1>0}n{z € Z|]2z < 3} = {1}

{reN[z?2-3z+2=0}—{zeNjz—-1=0}={2}

SiQ2 =Ny A= {z € N|z es impar} entonces A° = {z € N|z es par}



19

Interactivo (dos conjuntos y sus relaciones)

Dos conjuntos y sus relaciones
xEgA ANB #0
x&FB

[

L ]
X

Puedes mover el punto x en rojo, para observar propiedades de pertenencia.
Puedes mover los conjuntos Ay B, tomandolos circulos con el ratdn, para
observar relaciones entre conjuntos.

Interactivo (tres conjuntos y sus relaciones)

Tres conjuntos y sus relaciones

0

xgAUBUC

An(BnCr =0 | AnBuC) =p BnlAaucl o cn{duB)#0

Puedes mover el punto x en rojo, para observar propiedades de pertenencia.
Puedes mover los conjuntos A, B y C, tomando los circulos con el ratdn, para

observar relaciones entre conjuntos. Argueta/Linares 2014



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap1/02_dos_conjuntos_y_sus_relaciones.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap1/03_tres_conjuntos_y_sus_relaciones.html
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1.4 Algunas propiedades

En la teoria de conjuntos, hay muchas propiedades interesantes, sin
embargo en este apartado sélo veremos algunas muy bdsicas.

Reservaremos muchas otras, para cuando veamos los métodos de
demostracion que serd en el siguiente apartado de Légica.

Algunas contenciones

Sean A, B € Q. Podemos ver que:

1.LACAUB
Por la definicién de unién AU B = {z € Q|z € A o € B}, sabemos
quesiz € A, entoncesz € AU B. Porlo tanto, A C AU B.
2.ANBCA
Por la definicién de interseccion: ANB={zx € Qz € Ay z € B},
sabemos que siz € AN B, entonces ¢ € A. Por lo tanto, AN B C A.
33J.A-BCA
Por la definicién de complemento: A — B={z € Qzx € Ay z ¢ B},
sabemos quesiz € A — B, entonces z € A. Porlo tanto, A — B C A.
4.BCAUB

Por la definicién de unién: AU B = {z € Q|z € A oz € B}, sabemos
quesixz € B, entoncesx € AU B. Por lo tanto, B C AU B.
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5ANBCA

Por la definicién de intersecciéon: ANB={zx cQz € Ay z € B},
sabemos que siz € AN B, entonces z € B. Por lo tanto, AN B C B.

6.B—-ACB

Por la definicién de complemento B—A={z € Qz € By z ¢ A},
sabemos que siz € B — A, entonces z € B. Por lo tanto, B — A C B.

Algunas igualdades

1.LAUP=A

Por la definicion de unién: AU B = {z € Q|z € Aoz € B}, sabemos
quesiz € A, entoncesz € AU (. Porlotanto,A C AUD...(1).

Ademads, siz € AU, entonces z € A. Porlotanto, AUD C A...(2).
Asi,de (1) y (2), tenemos que: AU = A.

22.ANN=A

Por la definicidén de interseccion ANB={zc Qzx € Ay x € B},
sabemos que siz € AN Q, entonces z € A. Porlotanto, ANQ C A ...

(1).

Ademds, siz € A, entoncesz € ANQ. Porlotanto, AC ANQ...(2

).

Asi,de (1) y (2), tenemos que: AN QN = A.
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3.3.A-0=A

Por la definiciéon de complemento A — B={z € Qz € Ay = ¢ B},
sabemos que siz € A — (), entonces z € A. Porlo tanto, A — (0 C A ...

(1).

Ademds, siz € A, entoncesz € A — (). Porlotanto,AC A—0...(2).

Asi,de (1) y (2), tenemos que: A — ) = A.

Dos muy importantes (Leyes de De Morgan)

1. (AU B) = A°N B

Haremos ver que:

o (AUB)° C A°N B¢

Siz e (AUB)‘ entonces x ¢ AUB. Por lo tanto, z ¢ Ay« ¢ B
(si estuviera en alguno, estaria en la unién). De donde, z € A°y
z € B¢ entonces z € A°N B°. Por lo tanto, (AU B)° C A°N B°... (

1).
o A°NB°C (AUB)°

Siz € A°N B¢ entoncesx € A°yz € B°. Porlotanto,z ¢ Ayz ¢
B.De donde, z ¢ AU B, entonces z € (A U B)° (si estuviera en la
uniodn, estaria en alguno). Por lo tanto, AN B¢ C (AU B)°... (2).

Asi,de (1) y (2), tenemos que: (AU B)° = A°N B



23

2.(ANB)° = A°U B°

Haremos ver que:

o (ANB)° C A°U B*¢
Si z € (AN B)¢ entonces * ¢ AN B. Por lo tanto, x ¢ Aoz ¢ B
(basta que no esté en alguno para que no esté en la interseccién).

De donde, z € A° o = € B¢, entonces z € A°U B°. Por lo tanto,
(AN B)* C A°U B°...(1).

o A°UB°C (ANB)

Siz € A°U B¢ entoncesz € A°ox € B°.Porlotanto,z ¢ Aoz ¢
B. De donde, = ¢ AN B, entonces z € (AN B)¢ (si no estd en
alguno, no estd en la interseccién). Por lo tanto, A°U B C (AN
B)¢...(2).

Asi,de (1) y (2), tenemos que: (AN B)° = A°U B

1.5 Practica interactiva

En la siguiente construccidn interactiva puedes practicar los
conocimientos adquiridos, de manera grafica mediante diagramas de
Venn.

Representa la siguiente expresién en el diagrama /‘f:/ | }l
A'UB‘={xEQxEA* 0 xE BT} ] D
1 ’qu‘
n",'
®
—— ®

Puedes arrastrar las piezas tomindolas de los puntosrojos
¥ continuar hasta que aparezcalapalabra;  CORRECTO
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Algunas otras propiedades

El interactivo anterior también te podrd servir para observar de manera
gréfica, las siguientes propiedades.

Sean A, B C Q). Podemos ver que:

ANB=BnNA AUB=BUA A-B#B-A
ACAUB ANBCA A-BCA
BCAUB ANBCB B—-ACB

(AUB)*=A°NB° (ANB)=A°UB°

1.6 Un problema con conjuntos

La Facultad de Ciencias estd organizando sus equipos para participar
en las Olimpiadas nacionales de Matemadticas, Fisica y Biologia. Cientos
de jévenes han acudido a la Convocatoria con la intencidn de participar
en una o mas de las disciplinas. Después de varias encuestas y rondas
de examenes diagndsticos, la computadora arrojé los siguientes
resultados:

e 400 estdn en condiciones de participar en la de Matemadticas
e 390 estdn en condiciones de participar en la de Fisica

e 680 estan en condiciones de participar en las de Matematicas o Fisica

¢ 90 estdn en condiciones de participar en la de Matematicas y Fisica,
pero no en la de Biologia.

Urge tomar una decision y como siempre, por cuestiones
presupuestales, el Consejo Técnico urge a la Comision de Organizacion,
saber lo siguiente:

;Cudantos jovenes estdn en condiciones de participar en las olimpiadas
de las tres disciplinas?
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Solucion

Denotaremos los conjuntos de jévenes en condiciones de participar en
las olimpiadas por cada disciplina, por sus letras iniciales: M para
Matematicas, F' para Fisicay B para Biologia.

Asi, tenemos, los siguientes numeros:
o #(M) = 400,

o #(F) =390,

e« #(MUF) =680y

e #(MNFNB% =90

Para responder a este problema, serd necesario calcular #(M N F N B).
Sabemos que: #(M U F) = #(M) + #(F) — #(M N F).

De donde: #(MNF)=#(M)+#(F)—#(MUF) =400+ 390 —
680 = 110.... (1).

Ademais: MNF=MnNF)NQ=(MnNF)N(B°UB)=(MNFN
BYU(MNFnNB).

Y como (M N FNB¢)N(MnNFnNB) = (), entonces:
#MNF)=#MNFNB)+#(MNFNB)..(2).

Despejando de (2 ), nos queda:
#MNFNB)=#(MNF)—#(MNFNB°)..(3).

Sustituyendo (1) en (3) y el valor de #(M N F N B¢) = 90, nos queda:
#(MNFNB)=110— 90 = 20

En conclusién, solamente 20 de los cientos de jovenes, estarian en
posibilidad de participar en las olimpiadas de las tres disciplinas



Aqui podrds encontrar un resumen sobre las proposiciones ldgicas, sus
operaciones, propiedades importantes y sobre todo, los métodos de
demostracién con algunos ejemplos interactivos.

Encontrards también la ayuda necesaria para comprender lo que
significa demostrar y para comprender los diferentes métodos de
demostracion que puedes utilizar.

Esta breve leccion de ldgica estd pensada para ofrecerte lo minimo
necesario para que puedas entrarle a hacer demostraciones y con ello,
facilitarte el transito en tus primeros cursos, particularmente en el de
Célculo Diferencial e Integral 1.

Utilizaremos alguna otra simbologia como la siguiente:

e Jexiste

e A no existe

V para todo(a)

e —> 0 —>sl...entonces

N, Z y Q numeros naturales, enteros y racionales respectivamente.

2.1 Concepto de proposicion légica
Si buscas en el diccionario encontraras lo siguiente acerca del término
Proposicion:

e Expresion de un juicio entre dos términos, sujeto y predicado, que
afirma o niega este de aquel, o incluye o excluye el primero del
segundo.

e En otros simplemente lo declaran como sinénimo de oracidn, es
decir, como una expresidn gramatical con sujeto, verbo y predicado.
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Proposicidon gramatical

Para abreviar diremos que gramaticalmente una proposicién, es una
oracidn, que afirma o niega algo de alguien, donde ese alguien puede
ser singular o plural, masculino, femenino o neutro.

Por ejemplo, “Los tridngulos son las figuras geométricas mas bonitas”
es una oracion que afirma algo sobre los tridngulos y por lo mismo es
una proposicidn gramatical.

Sin embargo “El dulce de la miel” es tan solo una frase que no afirma, ni
niega algo sobre el dulce de la miel, como pudiera ser “me empalaga”.
Distinto seria decir: “La miel es dulce”, en este caso, si seria una
proposicién gramatical.

Proposicion légica

Una proposicidn ldégica, es una proposiciéon gramatical, pero con la
caracteristica fundamental de que pueda ser VERDADERA o FALSA,
pero no ambas.

En el diccionario la acepcion matemdtica de proposicion es:
“Enunciacién de una verdad demostrada o que se trata de demostrar”.
Obviamente esto no seria posible si la expresion misma tuviese
ambigliedades en sus valores de verdad.

Es decir, una proposicion légica debe tener perfectamente definido su
valor de verdad: o FALSA o VERDADERA.

En lo sucesivo

Nos referiremos a una proposicion légica simplemente con el nombre
de PROPOSICION, entendiendo que sus valores de verdad estdn bien
definidos.

2.2 Tipos de proposiciones

Recordemos que en adelante nos referiremos a las proposiciones
l6gicas, simplemente como PROPOSICIONES.
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En general

Las proposiciones se clasifican en dos tipos: Simples y Compuestas,
dependiendo de como estdn conformadas.

Proposiciones Simples

Son aquellas que no tienen oraciones componentes afectadas por
negaciones (“no”) o términos de enlace como conjunciones (“y”),
disyunciones (“0”) o implicaciones (“si ... entonces”). Pueden aparecer
términos de enlace en el sujeto o en el predicado, pero no entre
oraciones componentes.

Proposiciones Compuestas

Una proposiciéon serd compuesta si no es simple. Es decir, si estd
afectada por negaciones o términos de enlace entre oraciones
componentes.

Ejemplos

En los siguientes ejemplos usaremos S para las simples y C para las
compuestas:

Las medianas de wun| S |[No existen negaciones, ni

tridngulo se intersecan.

términos de enlace.

El 14 y el 7 son factores del
42.

Aunque hay un término de
enlace, éste afecta al sujeto.

El 14 es factor del 42 y el 7
también es factor del 42.

Existen dos  proposiciones
enlazadas por una conjuncion.

El 2 o el 5 son divisores de
48.

Aunque hay un término de
enlace, éste afecta al sujeto.

El 2 es divisor de 48 o el 5 es
divisor de 48.

Existen = dos  proposiciones

enlazadas por una disyuncidn.
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No todos los numeros primos
son impares.

Existe una negacidn que
afecta a una proposicion.

Un entero no primo mayor de 1,
es divisible por un primo

Aunque existe un no, éste
afecta al sujeto.

Si sumamos dos primos,
entonces la suma es un primo.

Existe una implicacién como
término de enlace.

La suma de dos primos es un

primo.

No existen negaciones, ni
términos de enlace.

En particular

Existen proposiciones, Simples o Compuestas, que estdn formuladas en
términos de una o m4ds variables como por ejemplo:

1.Siz > 2, entonces bx — 27 > 5.

2. sen(x) no es un numero mayor que 0.5.

3.Siz > 5, entonces 2z — 3 > 16.

4.sen(z +y) = 2sen(z)cos(y).

A este tipo de proposiciones se les conoce como Abiertas dado que son
falsas o verdaderas, dependiendo del valor de la variable (o las

variables).

Sin embargo algo muy importante al respecto, es que la o las variables
deben tener definido un Dominio que hagan que tales proposiciones

sea logicas.

Por ejemplo en la 1., no valdria sustituir z por un nimero complejo o
por una persona. De inmediato se antoja que el Dominio sean nimeros

reales.

Este tipo de proposiciones son frecuentes, si no es que las mds, en

nuestros cursos de matematicas.
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2.3 Operaciones basicas

Denotaremos la proposiciones simples como p, g, r, etc. y definiremos
cuatro operaciones bdsicas entre proposiciones: la negacién (no), la
conjuncidn (y), la disyuncién (o) y laimplicacién (—).

La negacion

Dada una proposicion p, su negacién no p es aquella proposicion que es
falsa cuando P es verdaderay, es verdadera cuando p es falsa.

La conjuncidon

Dadas las proposiciones p, g. La conjuncidn p y q es aquella proposicién

que soélo es verdadera, cuando ambas son verdaderas. En cualquier otro
caso es falsa.

La disyuncién

Dadas las proposiciones p, ¢. La disyuncion p o q es aquella proposicion
que solo es falsa, cuando ambas son falsas. En cualquier otro caso es
verdadera.

La implicaciéon

Dadas las proposiciones p, ¢q. La implicaciéon p = q es aquella
proposicidon que sdlo es falsa, cuando p es verdadera y ¢ es falsa. En
cualquier otro caso es verdadera.

Las tablas de verdad

Una manera de representar visualmente los valores de verdad de una
proposicién compuesta de acuerdo con las combinaciones posibles de
los valores de verdad de sus componentes, es mediante las llamadas
tablas de verdad, las cuales son un arreglo con renglones y columnas.

En el primer renglén se colocan ordenadamente las proposiciones
componentes y la proposicidn resultante y en los siguientes, las
combinaciones posibles de los valores de verdad de las componentes y
los correspondientes de la resultante. Veamos:
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Lanegacion

p nop
A\ F
A\

p verdadera, no p falsa y viceversa.

La conjuncidon

yY q byq
A" A" A"
A" F F
F A" F
F F F
Sdlo es verdadera cuando ambas son verdaderas.
La disyuncidon
b q bogq
Vv A" Vv
Vv F Vv
F \Y% A"
F F F

Sdlo es falsa cuando ambas son falsas.
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La implicacién

mlm | <<€

q
\"
F
A\
F

<|<|=|<|]|

Sélo es falsa cuando p es verdadera y ¢ falsa.

2.4 Propiedades importantes

Las propiedades que veremos en esta seccion, seran fundamentales
para entender los métodos de demostracidn.

Primero unas definiciones

Definicidn 1. Dos proposiciones p, ¢ son equivalentes si siempre que p
es verdadera, también lo es g y viceversa. Notacion: p = q.

Definicidn 2. En la proposicién p = ¢, a p se le llama antecedentey a g
consecuente, o también hipdtesis y conclusidn, respectivamente.

Definicidn 3. A la proposicién ¢ = p, se le llama la reciproca de p —
g- Algunos autores también le llaman la inversa de p = gq.

Definicidn 4. p < g selee: “p siy sdlo si ¢” y significa la conjuncién de
Pp=—=49yq=—"p

Negaciones diversas

En la construccion de verdades matematicas, es muy importante saber
construir negaciones de proposiciones compuestas. Aqui presentamos
algunas de las mds usuales:
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no(no p) ~ p

Llena la tabla correctamente.

p nop | no(nop)
Vv F
F V

@

0

no(pyq) ® nopomnoq

Llena la tabla correctamente.

P q | pyrq | no(pyq) | nop | noq | noponogq
v 4 v F F
v F F F v
F v F v F
F F F v v

000000
000000

(!
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no(pogq) ~nopynogq

Llena la tabla correctamente.

45 DI a |

P q poq | no(pogq) | nop | noq nop y noq

v v v F i

v i v i v

F L v v F

F F E v |4

no(p =>q) pynoq
Llena la tabla correctamente. ~ A

=/ El]

p q p—=q | no(p—q) | noq p ynoq

v v v F

v F 5 F v

F v v F

F F v v

@EOOOG
Cee00®



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/03_negacion_diversa_3.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/04_negacion_diversa_4.html

35

Contrarreciproca

Definicion 5. A la proposicion nog=—nop se le llama la
contrarreciproca de p =—>¢q. A esta proposicién algunos autores
también le llaman contrapuesta.

Con esta proposicidn se puede formular la siguiente equivalencia:
P= ¢~ Nnoq=—nop.

Llena la tabla correctamente.

Q
=Y

P q p—q | nog | nop | noq - nop
v v F F
v F V F
F v F v
F F V V

BOOG®S
000000

Un absurdo

Definicién 6. Un absurdo (o contradiccién) es la conjuncién de una
proposicién w cualquiera con su negacidn.

Es decir, un absurdo es una proposiciéon de la forma: w y no w para
alguna proposicién w.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/05_contrarreciproca.html
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Importa que reflexiones en que un absurdo es una proposicion que
siempre es falsa.

Con un absurdo, se puede formular una equivalencia muy importante.
p = q~ (pyno g = wyno w para alguna w).

Llena la tabla correctamente.

0
=Y

P g g noq | pyneq | pynoq — wynow
(para alguna w)

Vv |V F F

V | F vV 4

F Vv F F

F F V F

000000
000000

Cuando hay casos

Definicion 7. Si p = p1 0 p2 0 ... 0 py, entonces se dice que p = ¢, es
una implicacion por casos y ademas:

pP=q~ (p1 = qyp2 = qy...YyPn = Q).


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/06_un_absurdo.html
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Llena la tabla correctamente.

0
=Y

P1 P2 P=p10pP; q P—q P1—q P>—q P1—=qY¥ps—4q
V V
Vv F V Vv V Vv
F v
vV v F F
v F V F F vV
F v v F
F F F Vv V 4
V Vv

F F F F
Q00000
000000

2.5 Cuantificadores
Sabemos que las proposiciones afirman o niegan algo de un sujeto.
Dependiendo del sujeto, incluyen un cuantificador.
Ejemplifiquemos y analicemos caso por caso:

1. Todos los numeros multiplos de 2, son multiplos de 4.

2. Todos los numeros multiplos de 4 son multiplos de 2.

3. Ningun entero par es divisible por 3.

4. Ninguin numero primo mayor que 2, es par.

5. Existe un natural, que satisface la ecuacion.

6. Existen naturales, que son la suma de sus divisores propios.

Universal y Existencial
En las proposiciones 1., 2., 3. y 4. se afirma algo sobre un todo.

Es decir, se afirma algo sobre todos los elementos de un cierto conjunto.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/07_cuando_hay_casos.html
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Por ello se dice que tales proposiciones incluyen un “cuantificador
universal”.

En cambio en las proposiciones 5. y 6. la afirmacién es sobre alguien
singular.

Por ello se dice que tales proposiciones incluyen un “cuantificador
existencial”.

Cuando son falsas

Reflexionando sobre la proposicion 1., se puede descubrir que no todos
los multiplos de 2 son multiplos de 4, es decir:

La proposicién 1. es falsa porque “Existe un multiplo de 2 (por ejemplo
el 6), que no es multiplo de 4”.

Similarmente, reflexionando sobre la proposiciéon 3., se pueden
encontrar numeros pares divisibles por 3, es decir:

La proposicién 3. es falsa porque “Existe un entero par (por ejemplo el
12), que si es divisible por 3”.

Asi mismo, resolviendo la ecuacién dada en la proposicidn 5., se da uno
cuenta que las soluciones no son naturales (r; = —1, z, = —2), es
decir:

La proposicién 5. es falsa porque “Ninguna de las soluciones de la
ecuacién z? + 3z + 2 = 0, son naturales”.

jObserva que un universal se niega con un existencial y viceversal!
Cuando son verdaderas

Las proposiciones 2., 4. y 6. son verdaderas y por lo tanto requieren de
demostracién.

En este caso, son muy sencillas, pero las dejaremos para los ejemplos de
demostraciones, mds adelante.
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Observacion

Con cierta frecuencia, los cuantificadores en la proposiciones, no
aparecen de manera explicita, por ejemplo:

La proposicidn 1. podria redactarse del siguiente modo:
Si z es multiplo de 2, entonces x es multiplo de 4.
Igualmente la proposicion 5. podria redactarse del siguiente modo:

El conjunto solucién de la ecuacién 22 + 3z + 2 = 0, es subconjunto del
conjunto de los numeros Naturales.

2.6 Métodos de demostraciéon

Se aplican cuando se desea deducir una proposicion g, a partir de una
proposicidn p que se considera verdadera.

Es decir, se aplican para demostrar la veracidad de ¢, suponiendo la
veracidad de p.

Considerando la hipdtesis p verdadera, si la implicaciéon se construye
utilizando los métodos de demostracion y wuna sucesion de
razonamientos verdaderos, por consecuencia se arribard a una
conclusion g verdadera.

Veamos en este sentido lo que significa demostrar para algunos
autores:

“Demostrar un teorema significa que el matematico lo deduzca, mediante
un razonamiento ldégico, a partir de propiedades fundamentales de los
conceptos que aparecen en el teorema. De este modo, no sélo los
conceptos, sino también los métodos de la matemadtica, son abstractos y
tedricos”

La matemdtica: su contenido, métodos y significado, Aleksandrov,
Kolmogorov, Laurentiev y otros, Alianza universidad.
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“..una demostracién es un sistema de razonamientos por medio de los
cuales la veracidad de la proposiciéon que se demuestra se deduce de
axiomas y de verdades antes demostradas”

Acerca de la demostracién en Geometria, A. I. Fetisov, Lecciones
Populares de Matemadticas, Editorial MIR.

“Dada una proposiciéon de la forma Si A entonces B, llamamos a A
hipdtesis y a B conclusion. Asi, la idea de demostrar una proposicion del
tipo anterior, consiste en suponer que A es verdadero, y al construir una
cadena de argumentos, obtener que B es verdadero.”

Esto es, con los métodos de demostracidn se trata de validar el primer
caso de la tabla de verdad de la implicacidn:

mm | <<

q
A\
F
\"
F

<|<|m|<]|

Es importante recordar que si se parte de p verdadera y la implicacién o
algunos de los argumentos en la cadena de razonamientos es falsa, no
se puede arribar a g verdadera (segundo caso de su tabla de verdad).

De manera similar, si la proposicion p de la cual se parte es falsa, no

obstante que la cadena de razonamientos sea correcta, no se puede
garantizar el arribo a g verdadera.

En los siguientes apartados veremos los distintos métodos de
demostracion, para lo cual se recomienda tener en cuenta las distintas
equivalencias vistas en el apartado de Propiedades importantes.
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2.7 Método directo

Este método consiste en construir una sucesion de proposiciones py, ps,
.., Pn, todas ellas verdaderas, partiendo de p = p; y terminando en p, =
q- En cada paso, se pueden usar la hipdtesis p y resultados previamente
establecidos, como definiciones, axiomas u otras proposiciones,
incluyendo las que se van construyendo en la sucesidn.

La expresion logica de este método es la siguiente:

(propso..op; 1) = Pi Vi=2,..,n

A\

-~

verdadera

Q

Construccion del método directo

P,=d

p=p,

Conocimientos previos
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Ejemplos

k impar = k? impar

Demostrar que: Sikes impar,entonces k% es impar (apicar &l método DIRECTO) g

Demostracion

Paso=0

@

k par = k? par

Demostrar que: Sik es par,entonces k? es par (Apicar el método DIRECTO) )

Demostracion

FPaso=10
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Vel+l=z—-1=—=2z=0

Demuestre que: Si+x2+ 1 =x— 1,entonces x =0 (Aplicar el método DIRECTO}*:’_,
Demaostracion
Paso=0
®
T+2y=>5
—z=1 =2
3x—y=1 vy
. 2y=25
Demostrar que: 5Si ;;_; = q entonces x =1 y y= 2 (Aplicarel método DI@QT

Demostracion
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2 2
2 (y—-1)
922 + 4y — 8y —32=0— — + =~ =1
4 9
Z —1)? ~ 2
Demuestra que: Si 9x? + 4y2 — 8y — 32 = 0, entonces %-ﬁ- & 9 : =1 =/ ,ED
Demostracion (Aplicar el método DIRECTO)
Paso=10
L
Suma de par con impar es impar
5 " " P A
Demostrar que: Sim es par y nimpar, entonces m+nes impar ' |

L {Aplicar el método DIRECTO)
Demostracion

Paso=0



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/13_metodo_directo_6.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/14_metodo_directo_7.html

Suma de dos impares es par

Demostrar que: Sim es impar y nimpar, entonces m + n es par
Demostracién {Aplicar el método DIRECTO)

Paso=10

®

Suma de par con par es par

Demostrar que: Sim es par y n par,entonces m+ n es par

P
(¥
Demostracion

(Aplicar el método DIRECTO)
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A C B=— B¢ C A

Demostrar que: Si A C B,entonces B° C A°  (Aplicar el método DIRECTO) i DI 7'|

Demostracion

Yalo hasusado

Te habrds dado cuenta que ya has usado este método, por ejemplo
cuando resuelves un sistema de ecuaciones, cuando deduces una
férmula o cuando deduces propiedades geométricas, etc.

2.8 Método por contrarreciproca

Dependiendo de la proposicion a demostrar puedes usar uno u otro
método, pero frecuentemente cuando una proposicidén p = g, se te
resista al método directo, podrds usar otros métodos como los que
verds en este y los siguientes apartados, en particular éste de la
contrarreciproca.

Equivalencia légica

Este método estd basado en la equivalencia:
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pP=—>Qq~RNoq=—>MN0p

p— q ¥ noq - nop

P q p—q | moq | mop | noq - nop
@[ ]| ®
@@
F V @ F V @
F F @ V V @

CIOC O

Por ello, para demostrar que p = ¢, se parte de la negacién de la
conclusion no q y de ello se deduce la negacion de la hipdtesis no p.

Este método también se enuncia del siguiente modo:

Para demostrar que p = ¢, se parte de suponer que la conclusion q es
falsay de ahi se deduce que la hipdtesis p es falsa.

Ejemplos

En adelante denotaremos por () al conjunto vacio.
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A C B = B¢ C A°

Demuestra que: S§i A C B,entonces B C A" (Aplicar el método panONTF{ARRECI'F'ROCA?J

Demaostracion

Paso=10

Sea k € Z.k* par = k par

Demostrar que: Sea k € Z. Si k? es par,entonces kes par
(Aplicar el método por CONTF{ARRECEF'ROCA)

Q

Demostracion

Paso=10
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Sea k € Z.k? impar = k impar

Demostrar: Sea k € L. Si k? es impar,entonces kes impar

Demostracion (Aplicar el método por CONTRARRECiF'ROCA)

Paso =10

3

[

Si A es cualquier conjunto, entonces A N A° = ()

Demostrar: Si A es cualquier conjunto, entonces ANA° =0

Demostracién (Aplicar el método por CONTRARRECiPROCA)

Paso=0

(@
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Observaciones

Existen proposiciones que es posible demostrarlas mediante el método
directo y también por Contrarreciproca, pero también las hay que no
permiten ser demostrados por el método directo.

En los ejemplos anteriores, el primero es posible hacerlo por el método
directo o por contrarreciproca. Sin embargo, el segundo, el tercero y el
cuarto no son posibles por método directo. En esos casos nos queda
recurrir al de la Contrarreciproca o inclusive al de Reduccidn al absurdo.

2.9 Método por reduccion al absurdo

Este método es frecuentemente utilizado y aveces, hasta el favorito de
muchos matemadticos, por la gran versatilidad que ofrece. Dependiendo
de la proposiciéon a demostrar puedes usar uno u otro método, pero
frecuentemente cuando una proposicién p = q, se te resista al método
directo, podrds usar otros métodos como éste de reduccidn al absurdo.

Equivalencia légica
Este método estd basado en la equivalencia:

p=— q~ (pynoq — wyno wpara alguna w)

~ |l 7||
~ |0
p—q~ (pyneq —wynow para alguna w)

| q p—q |nog | pynoq | pynoeq —wYynow
(para alguna w)

OOO@
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Asi, en este método, para demostrar que p —> g, se construye un
absurdo usando la hipdtesis p y 1a negacion de la conclusion no g.

Este método también se enuncia del siguiente modo:

Para demostrar que p = g, se construye un absurdo, suponiendo falsa
la conclusidn q y usando la hipédtesis p.

Ejemplos

En adelante denotaremos por () al conjunto vacio.

SiAC B,entonces A— B = ()

Demostrar: Si A C B ,entonces A— B = 0 (Aplicar el método por REDUCCION AL ABSURDO) Ell 7'|

Demaostracion
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Seann, m € N. Sinm es impar, entonces n'y m son impares

Demostrar: Seann, m € N. Sinm es impar, entonces n y m son impares )

wt
Demostracion (Aplicar el método por REDUCCION AL ABSURDQ)

Paso=10

SiA— B =1(,entonces A C B

Demostrar: 5i A— B = 0, entonces A C B (Aplicar el método por REDUCCION AL ABSURDO) G

Demostracion

Paso=0
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Si A es cualquier conjunto, entonces A N A° = ()

Demostrar: Si A es cualquier conjunto, entonces ANA° =0 ' Ell ’l
Deninstiaeian (Aplicar el método por REDUCCION AL ABSURDO)
Paso=0
®
SiAUB C B,entonces A — B =0
Demeostrar: Si AUB C B,entonces A—B =0 a5 DI ’l

Demostracién (Aplicar el método por REDUCCION AL ABSURDO)

Paso=0
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Observaciones

Los métodos por contrarreciproca y de reduccidn al absurdo se parecen
en que en ambos se construye una contradicciéon usando la negacion de
la conclusidn.

Sin embargo, la diferencia es que, en el primero la contradiccidn es con
la hipdtesis y en el segundo la hipdtesis también se utiliza y la
contradiccion es con cualquier otra proposicién, axioma, definicidn,
postulado, etc.

En muchas proposiciones es posible aplicar cualquiera de ambos
métodos para su demostracién, como se puede observar en los
ejemplos de arriba. Estdn demostrados por reduccion al absurdo, pero
bien pudieron demostrarse por Contrarreciproca.

2.10 Método por casos

Este método solamente es posible utilizarlo cuando la hipdtesis p es
una disyuncion de casos, es decir cuandop = p; 0p2 0 ... 0 py,.

Equivalencia légica
Este método estd basado en la equivalencia:

p=q~ (p1 = qyp2=qy...Pn = q)

0
O]

P=q~ (i~ qyp2—9qy = ¥YPn—q)

P=Pi0ps HEISPer g B yesa g WPy s e Y P ol

v @ v | v
@FH
®VV
@) v |
PR -

n ===
<|m|=|=({m|=

e
"y
g
-

OOE®
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Este método se explica sefialando que para demostrar que p = ¢, es
necesario demostrar que todos los casos de la hipdtesis implican la

conclusidn.

Ejemplos

Sin € Z, entonces n? + n + 1 es impar

Demostrar: Sin €7, entoncesn’> +n+1 es impar

Demostracion

Paso=10

(Aplicar el método por CASOS)

Sia € R, entonces |a| > 0

Demostrar: Sia € B entonces |lal = 0

Demostracion

-
o
I
=]
"
=

(Aplicar el método por CASOS]G
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Sia € R, entonces |a| = | — a

Demostrar: Si a € R, entonces |a| = |—al (Aplicar el método por CASOS) ' |:|;||

Demostracion

Paso=0

®

Observaciones

En el método por casos, como ya seflalamos, es necesario demostrar
que todos los casos de la hipdtesis implican la conclusién.

Sin embargo, para la demostraciéon en cada uno de los casos, se tendran
que aplicar alguno de lo métodos ya vistos.

Puede suceder inclusive que en una demostracién se apliquen varios
métodos en diversas partes de la misma.

2.11 Método por contraejemplo

El método por contraejemplo se aplica de manera muy particular para
demostrar la falsedad de proposiciones cuya hipdtesis estd construida
mediante un “cuantificador universal”. Esto es, se aplica para
demostrar la falsedad de una proposicién que tenga una conclusidon
referida para “todos los elementos de un cierto conjunto”.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap2/32_metodo_por_casos_4.html

57

Qué entender por un contraejemplo

Para demostrar la falsedad de proposiciones de este tipo, basta exhibir
un elemento que satisfaga la hipdtesis de la proposicidn, pero que no
satisfaga su conclusidn. A dicho elemento se le conoce con el nombre de
contraejemplo.

El uso del contraejemplo, es muy util cuando uno se encuentra ante una
proposicién con cuantificador universal, de la cudl no se sabe si es
verdadera o falsa.

La primera idea es buscar un contraejemplo. Si no se encuentra en una
primera instancia, se intentard demostrar su veracidad aplicando los
otros métodos o una combinacidn de ellos.

Ejemplos
Demostrar que son FALSAS las siguientes proposiciones:

a,b € R=|a+b| = |a| + ||

Demostrar que la siguiente proposicién es FALSA: (Aplicar el uso del CONTRAEJEMPLO) |:|;||
ab ER = |la+b|l=|al+ |bl

Demostracion
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a,beRya’>=b>=a=0»

Demostrar que la siguiente proposicién es FALSA: (Aplicar el uso del CONTRAEJEMPLO) ) I:II 7'|
abERyal=b2= a=h

Demostracion

B
|
)
(=]

1}
=

A—-B=DB—-A VAy B conjuntos

Demostrar que la siguiente proposicién es FALSA: (Aplicar el uso del CONTRAEJEMPLO) 7 DI 2 |
Si Ay B son conjuntos cualesquiera,entonces A—B=B— A
Demostracion
Paso=0
Observaciones

No obstante que pueda haber muchos casos en los que sf se satisfaga la
implicacidn, basta con uno sélo en el que no ocurra, para asegurar que
tales proposiciones son falsas.
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Los numeros reales

3.1 El concepto de Numero

Aqui podrids encontrar unas cuantas notas sobre el concepto de numero
y su desarrollo.

3.1.1 El concepto de nimero (natural)

No fue elaborado por l1a humanidad de una vez y para siempre

El concepto de numero no fue elaborado por la humanidad de unavezy
para siempre, tuvo que pasar por un proceso sumamente lento, acorde
a su desigual desarrollo y a sus necesidades sociales. Algunos pueblos
no sobrepasaban a unos cuantos numeros, los minimos necesarios para
resolver sus problemas cotidianos.

Aun actualmente se da este fendmeno, como lo reporta un estudio
realizado en Agosto del 2004 en una tribu amazdnica, en donde se
contesta negativamente a la pregunta ;Es innato el concepto de
numero?.

Podian juzgar tamafios, pero no tenian la nociéon de naumero

Estos pueblos aunque podian juzgar, a su modo, sobre el tamafio de
una u otra coleccidn de objetos con los que se encontraban a diario, aun
no tenian la nocién de numero. De hecho los numeros eran
directamente percibidos por ellos como una propiedad inseparable de
una colecciéon de objetos, propiedad que sin embargo no podian
distinguir claramente.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/paginas_extra/concepto_de_numero.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/paginas_extra/concepto_de_numero.html

60

Cuando lo llegan a concebir como propiedad de una coleccion

A un nivel inmediatamente superior, el nimero aparece ya como una
propiedad de una coleccion de objetos, aunque no se distingue todavia
de la colecciéon, en cuanto numero no relacionado con objetos
concretos. Esto salta a la vista si se observan los nombres que reciben
algunos numeros entre ciertos pueblos: “mano” para cinco, “hombre”
completo para veinte, por ejemplo.

El numero de objetos de una coleccién dada es una propiedad de la
coleccidn, pero el numero en si, es una propiedad que no era aun
abstraida de la coleccién concreta y considerada simplemente en si
misma. Por consecuencia aun no era abstraida la idea de que un
numero podia representar la propiedad comun de un universo de
colecciones. Por ejemplo, aun no se concebia al numero “cinco” como la
propiedad comun a todas las colecciones que contienen tantos objetos
como dedos hay en una mano.

La abstraccidon de numero requiere un desarrollo intelectual
avanzado

Es seguro que el cardcter abstracto de la idea de nimero requiere de un
estado algo avanzado del desarrollo intelectual, mismo que ocurre
después de diversas y multiples experiencias en la labor de contar y, de
comparar y comparar colecciones. En el pensamiento infantil la idea de
numero permanece siempre relacionado con objetos tangibles a su
alcance, como por ejemplo los dedos de la mano.

Entre otras cosas, la dificultad en la construccidn de la idea abstracta de
numero es porque en ella, se encuentra implicito el concepto de
relacidén biunivoca. Si entre dos colecciones cualesquiera existe una
relacidn biunivoca, entonces tienen una misma propiedad representada
por un mismo numero.

La definicién

Es decir, se podria establecer la siguiente definicion:
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Un numero es aquella propiedad de las colecciones de objetos cuyos
objetos pueden ponerse en correspondencia biunivoca unos con otros,
y que es diferente en aquellas otras colecciones para las cuales tal
correspondencia es imposible.

3.1.2 Los numeros enteros

El proceso de contar

En el proceso de contar, la humanidad no sélo descubrid y asimilé las
relaciones entre los numeros, sino que por consecuencia fueron
construyendo operaciones, nuevos numeros como los enteros y
gradualmente fueron estableciendo leyes generales.

Fueron comprendiendo los numeros no como entidades separadas, sino
como un sistema con sus relaciones mutuas y sus reglas generales,
igualmente fueron comprendiendo el concepto de infinitud en los
numeros y asi de esta manera nace el objeto de estudio de la aritmética.

Los simbolos numéricos

La introduccién de simbolos numeéricos fue producto del desarrollo
social, pero a su vez, ésto jugd un papel muy importante en el desarrollo
de la aritmética. Los simbolos numéricos no sdlo significaron una
materializacion del concepto de numero abstracto, sino que ademas
proporcionaron un medio sencillo para realizar operaciones.

Los signos y las literales

Ademis la introduccion de simbolos numéricos marcé la primera etapa
hacia la simbologia matemadtica, la segunda etapa, que se produjo
mucho mas tarde, fue la introduccidn de signos para las operaciones y
la designacidn de literales para las incognitas.

3.1.3 Las fracciones

Los numeros fraccionarios fueron producto de la interrelacién entre la
aritmética y la geometria.
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La simple medicion de una linea representa una fusién de estas ramas
de la matemadtica. Para medir la longitud de un objeto se le aplica a éste
una cierta unidad de longitud y se calcula cudntas veces es posible
repetir esta operacion.

Sin embargo en este proceso de medicidn ocurre con frecuencia que la
unidad elegida no estd contenida un numero entero de veces en el
objeto a medir. Asi surge la necesidad de fraccionar la unidad de
medida para poder expresar el resultado con mayor exactitud, en
fracciones de la misma unidad.

En todo este desarrollo, el elemento comun era el de contar, contar y
contar. Desde contar objetos enteros, hasta contar fracciones.

3.1.4 Los inconmensurables

Pero la apariciéon de las fracciones fue solo la primera etapa. La
siguiente etapa y muy importante, fue el descubrimiento de los
intervalos inconmensurables y que dieron origen a los llamados
numeros irracionales, mismos que no pueden expresarse por una
fraccion ordinaria de enteros.

Con el descubrimiento de estos numeros, la construccion de los reales
se dio a partir de la conjuncién de los racionales (fracciones) y los
irracionales (inconmensurables), con reglas y operaciones comunes.

Se pudieron axiomatizar y a partir de esto, se han demostrado diversas
propiedades como las leyes de cancelacidn, las leyes de los signos, etc.

El Axioma del Supremo:

Todo conjunto A (no vacio) de reales, acotado superiormente posee un

supremo, es decir, existe un real s que es la minima de las cotas superiores
de A (s = supA).

fue clave en la construccion de los irracionales y por consecuencia en la
posibilidad de axiomatizar los nimeros reales.
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Con este axioma ha sido posible atribuir a los numeros reales la
propiedad de continuidad, es decir, de poder establecer una
correspondencia biunivoca de los reales con los puntos de una recta.

3.1.5 Conclusiones

En la construccion del concepto de numero, se pueden distinguir tres
etapas, intimamente relacionadas y de ninguna manera, separadas
tajantemente unas de otras.

e En la primera etapa aparece de manera comparativa, por ejemplo:
“tantos como en una mano”.

e En la segunda etapa ya aparece adjetivado, por ejemplo: “cinco
vacas”y

e En la tercera etapa aparece ya el numero en abstracto, por ejemplo:
“Ke»
5%

Para los nifios actualmente

A pesar de que el concepto de numero, fue elaborado con tanta
dificultad y a través de tanto tiempo, hoy para los nifios es
relativamente facil de dominar. La primera razdn es que el nifio vive en
un medio donde los numeros son de uso comun y le ensefian a
manejarlos, pero la segunda razon es que el nifio actual ya dispone de
palabrasy signos para los nimeros.

La axiomatizacion

La axiomatizacion de los numeros reales, permite un estudio mads
sistemadtico de ellos y permite generalizar sus leyes a otras estructuras
algebraicas que satisfagan estos mismo axiomas. Aun mds, el modelo
de axiomatizacion ha sido la base para el estudio de muchas mds
estructuras algebraicas.

Una referencia muy importante

La Matemadtica: Su contenido, métodos y significado. Aleksandrov,
Kolmogorov, Laurentiev y otros Alianza Editorial.
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3.2 Axiomas de los Numeros Reales

Nombre Adicién Multiplicacién
Cerradura | A1) Va,be R,a+beR M1) Va,b € R,ab e R
Conmutativa| A2)Va,be R,a+b= M2) Va,b € R,ab = ba
b+a
Asociativa |A3)Va,b,c € R,a+ (b+ | M3)Va,b,c € R,a(bc) =
c)=(a+bd)+c (ab)c
Neutro A4) 30 € RtalqueVa € |M4) 31 € Rcon1 # 0 tal que
R,a+0=04+a=a Va € R,al =1la=a
Inverso A5) Paracadaa € MS5) Paracadaa € R con
R,d—a € Rtalquea + a#0,3a"! € Rtal que
(—a) =(—a)+a=0 aa '=ala=1
Nombre Orden
Tricotomia O1) Va,b € R, se cumple unay sélo una de
las siguientes relaciones:a = boa < bo
b<a
Transitiva 02) Sia <byb < c,entoncesa < ¢

Preserva Orden bajo
Adicién

03) Sia < bentoncesa+c <b-+c

Ve €
R

Preserva Orden bajo
Multiplicacién (0 < c)

04) Si0 < cya < bentonces ac < be

Axioma del Supremo

S) En la seccién “Otros modelos de
numeros” encontrards su enunciadoy
algunas aplicaciones
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3.3 Teoremal.Sia +c=0b+ c,entoncesa = b

Ley de cancelacion parala adicién

a+C=bhb+C = a=>b

d+C a C
T T —— i
b+¢cC == b C
I ——— I — i

I:i:l

Asi se conoce este teorema, cuya demostracion puedes ir descubriendo

paso a paso, en el siguiente interactivo.

Ley de Cancelacién para la adicién
Demostracion: (La idea es iniciar en a, y mediante una cadena de igualdades llegar a b)

Paso=10

0

&7
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Idea y Método de 1a Demostraciéon

La idea es partir de a, y mediante una cadena de igualdades llegar a b,
utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema y
desde luego propiedades conocidas de la igualdad, en este caso la
transitividad: Siz = wy w = z, entonces z = zy el siguiente Principio:

“Si en una expresidn se sustituye un objeto por otro igual, la expresiéon
resultante es igual a la anterior”.

En adelante nos referiremos a éste como Principio de sustitucidn.

Por ejemplo

Sia = b,entoncesa +c=>b+c.

Basta que en la expresion a + ¢, se sustituya a por b y entonces queda
quea+c=b+ec.

El Resultado General

Asi, juntando la ley de cancelaciéon para la adicién y el reciproco,
mostrado en el ejemplo anterior, se tiene un resultado mas general, es
decir:

atc=b+c<=a=>b
Conclusion

Este resultado permite tanto sumar como cancelar una misma cantidad
en ambos lados de una igualdad, lo cual es de suma importancia en la
resolucion de ecuaciones.
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3.4 Teorema 2. Sic # 0y ac = bc, entonces a = b

Ley de cancelacidn para la multiplicacion

cz0yac=bc = a=bhb

c a
o i -:;_:l
(&

=

d
A=befc
b

Asi se conoce este teorema, cuya demostracidn puedes ir descubriendo

paso a paso, en el siguiente interactivo.

Ley de Cancelacidn para la multiplicacién

Demostracion: (La idea esiniciar en a, y mediante una cadena de igualdades llegar a b)

Paso=10

®

P
et

&7
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Idea y Método de 1a Demostraciéon

La idea es partir de a, y mediante una cadena de igualdades llegar a b,
utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si z = w y w = z, entonces
x = zy el Principio de sustitucidn.

Por ejemplo
Sia = b, entonces ac = bc

Basta que en la expresion ac, se sustituya a por by entonces queda que
ac = bc.

El Resultado General

Asi, juntando la ley de cancelacion para la multiplicacién y su reciproco
mostrado en el ejemplo anterior, se tiene un resultado mds general, es
decir:

Sic #, entoncesac =bc <= a=1>
Conclusion

Este resultado permite tanto multiplicar como cancelar una misma
cantidad (distinta de cero), en ambos lados de una igualdad, lo cual es
de suma importancia en la resolucién de ecuaciones.
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3.5 Teorema 3. Si d es neutro aditivo en R, entonces
d=20

Existe un unico neutro aditivo en los reales

R ——

Asi se conoce este teorema, cuya demostracidn puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo.

Existe un Unico Neutro aditivo en los reales y |:|;||
Demostracién: (La idea es partir de la hipétesis (d es neutro aditivo) y demostrar que d=0)

Paso=0
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Idea y Método de 1a Demostraciéon

La idea es partir de la hipdtesis de que d, es un neutro aditivo y

demostrar que d = 0, utilizando el llamado Método Directo.

Con esto se demuestra que no hay otro elemento, mas que el 0, que
satisfaga el axioma (A4).

Para construir

Para construir esta demostracion se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, teoremas o resultados
anteriores y, desde luego propiedades conocidas de la igualdad, en este
caso la transitividad: Si = w y w = z, entonces = z y el Principio de
sustitucidn.

Conclusion

Este teorema permitird referirnos de aqui en adelante al 0, como el
neutro aditivo de los numeros reales.

Ademais la unicidad del neutro aditivo, junto con la relacién de orden,
permite definir los reales positivos y negativos:

a es positivo, si0 < a

y
a es negativo, sia < 0

3.6 Teorema 4. Dadoa € R, sia + d = 0, entonces d =
—Qa
Existe un unico inverso aditivo de a

Asi se conoce este teorema, cuya demostracion puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo.
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Existe un unico Inverso aditivo por cada real a

!
=Y

Demostracion: (La idea es iniciar en d y llegar al inverso aditivo de a (-a),
mediante una cadena de igualdades)

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es partir de suponer que d es un inverso aditivo de a y
demostrar que d = —a, utilizando el llamado Método Directo.

Con esto se demuestra que no hay otro elemento, mds que —a, que
satisfaga el axioma (A5) y de ahi también se justifica el nombre que se
le ha asignado en los axiomas.

Para construir

Para construir la demostracion se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, teoremas o resultados
anteriores y, desde luego, propiedades conocidas de la igualdad, en este
caso la transitividad: Si z = w y w = z, entonces z = z y el Principio de
sustitucion.
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Conclusion

La unicidad del inverso aditivo permitird de aqui en adelante, referirnos
a —a, como el inverso aditivo de a.

Es decir, que cada numero real sélo posee un inverso aditivo.

Igualmente a es el inverso aditivo de —a.

3.7 Teorema 5. Si d es neutro multiplicativo en R,
entoncesd =1

Existe un unico neutro multiplicativo en los reales

Asi se conoce este teorema, cuya demostracion puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo.

Idea y Método de la Demostracion

La idea es partir de suponer que d, es un neutro multiplicativo y
demostrar que debe ser igual a 1, utilizando el llamado Método Directo.
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Existe un unico neutro multiplicativo en los reales ) DI 7'|
Demostracién: (La idea es partir de que d es neutro multiplicativo y demostrar que d=1)

Con esto se demuestra que no hay otro elemento, mas que 1, que
satisfaga el axioma (M4).

Para construir

Para construir tal demostracidon se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, teoremas o resultados
anteriores y, desde luego, propiedades conocidas de la igualdad, en este
caso la transitividad: Si z = w y w = z, entonces ¢ = z y el Principio de

sustitucion.
Conclusion

La unicidad del Neutro Multiplicativo permitira de aqui en adelante,
referirnos al 1 como el neutro multiplicativo de los numeros reales. Es
decir, que en los reales s6lo hay un elemento unidad.
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3.8 Teorema 6. Seaa # 0,siad = 1, entoncesd = a !

Existe un unico inverso multiplicativo de a

Asi se conoce este teorema, cuya demostracién puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo.

Existe un unico inverso multiplicative para cadareala + 0 e |:|;||
Demostracion: (La idea es iniciar en d y llegar al inverso multiplicativo
de a, mediante una cadena de igualdades)

Paso=0
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Idea y Método de l1a Demostraciéon

La idea es partir de suponer que d, es un inverso multiplicativo de a y
demostrar que d = o !, utilizando el llamado Método Directo.

Con esto se demuestra que no hay otro elemento, mds que a1, que
satisfaga el axioma (MS5) y de ahi también se justifica el nombre que se
le ha dado en los axiomas.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si = w y w = z, entonces
x = zy el Principio de sustitucioén.

Conclusion

La unicidad del inverso multiplicativo, permitira referirnos a a~! como
el inverso multiplicativo de a (distinto de cero). Es decir que cada real

diferente de cero, sélo posee un inverso multiplicativo. Igualmente

diremos que a es el inverso multiplicativo de a*.

3.9 Teorema7.a0 =0 VacR

Todo real multiplicado por cero, es cero

A=ac|c
a
Area=al=10

o ——_
d
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Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

Todo real multiplicado por cero, es cero ) I:II 7'|

Demostraciin: (La idea es iniciar en a0,y llegar a 0, mediante una cadena de igualdades)

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es partir de a0, y mediante una cadena de igualdades llegar a 0,
utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si = w y w = z, entonces
x = zy el Principio de sustitucion.
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Conclusion

Este teorema serd de importancia para el siguiente teorema que
permite manejar los inversos aditivos en relacién a la operacién
multiplicacidn, lo que algunos autores llaman las leyes de los signos.

3.10 Teorema 8. —a = (—1)a VaeR

Elinverso aditivo de a, es el inverso aditivo de 1, multiplicado por a

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

El inverso aditivo de a,es el inverso aditivo de 1 multiplicado por a y DI zl
Demostracién:(La idea es demostrar que (-1)a es inverso aditivo de a)
i Recordar la unicidad del inverso aditive:Teorema 4!

Paso=0

Idea y Método de la Demostracion

La idea es hacer ver que (—1)a es inverso aditivo de a y, dado que por el
Teorema 4, sélo existe un inverso aditivo de a, entonces: (—1)a = —a.
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Para hacer ver que (—1)a es inverso aditivo de a, basta demostrar que
a+ (—1)a = 0. Por ello, se trata de iniciar en a + (—1)a y mediante una
cadena de igualdades llegar a 0, utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si = w y w = z, entonces

x = zy el Principio de sustitucidn.

En particular se hace uso del Teorema 4 que establece:
Dadoa € R,sia +d = 0,entoncesd = —a

y del Teorema 7 que establece:

a0 =0 VacR.

Conclusion

Este teorema es de gran importancia para demostrar las leyes de los
signos.

3.11 Teorema 9. a(—b) = —(ab) Va,be R

a por el inverso aditivo de b, es el inverso aditivo de ab

a

hl A=ab

_hl -A = a(-b) !
a

Asi se conoce este teorema, que es una de las leyes de los signos, cuya
demostraciéon puedes ir descubriendo paso a paso, en el siguiente
interactivo.
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a por el inverso aditivo de b, es el inverso aditivo de ab . |:|| 7l|
Demostracién: (La idea es iniciar en a(—b)y finalizar en — (ab), mediante una cadena de igualdades)

Idea y Método de la Demostracidon

Laidea es partir de a(—b), y mediante una cadena de igualdades llegar a
—(ab), utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si z = w y w = z, entonces

x = zy el Principio de sustitucién.

En particular se hace uso del Teorema 8 que establece:

—a=(-1)a VaeR
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Conclusion

Este resultado es fundamental en la manipulacién de expresiones
algebraicas.

3.12 Teorema1l0: —(—a) =a VYa eR

El inverso aditivo del inverso aditivo de a, es a

r=-a—-r=--a)
! g
-a ID a

Asi se conoce este teorema, cuya demostracidn puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo. A este teorema también se le
puede nombrar de la siguiente forma: el inverso aditivo del inverso
aditivo de a, es a.

El inverso aditivo del inverso aditive de a, es a Ay DI ’l
Demostracién:(La idea es demostrar que — (—a) es el inverso aditivo de (—a))

iEs importante recordar gue el inverso aditivo es dnico (Teorema 4)!
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Idea y Método de l1a Demostraciéon

La idea es hacer ver que —(—a) es inverso aditivo de (—a), y dado que
por el Teorema 4, s6lo existe un inverso aditivo, entonces a = —(—a).

Asi, la idea es iniciar en —(—a) + (—a) y, mediante una cadena de
igualdades llegar a 0, utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si z = w y w = z, entonces

x = zy el Principio de sustitucién.

En particular se hace uso del Teorema 4 que establece:
Dadoa € R,sia +d = 0, entonces d = —a.
Conclusiéon

Este teorema prepara la demostracion de la ley de los signos que dice: el
inverso aditivo de a, por el inverso aditivo de b, es ab.

3.13 Teorema 1l. (—a)(—b) = ab Va,be R

El producto del inverso aditivo de a por el inverso aditivo de b, es ab

Asi se conoce este teorema, que es una de las leyes de los signos, cuya
demostracion puedes ir descubriendo paso a paso, en el siguiente
interactivo.
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Producto de inversos aditivos 4 I:II 7'|

Demostracion:(La idea es iniciar en (—a)(—b) y finalizar en (ab), mediante una cadena de igualdades)

Paso=0

®

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es partir de (—a)(—b), y mediante una cadena de igualdades
llegar a (ab), utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si z = w y w = 2z, entonces

x = zy el Principio de sustitucién.

En particular se hace uso del Teorema 8 que establece:

—a=(-1)a Va,beR.
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del Teorema 9 que establece:

a(—b) = —(ab) Va,beR.

y del Teorema 10 que establece:

—(—a)=a Va€eR.

Definiciones

Este es un buen momento para establecer las siguientes definiciones:
Resta:a — b =a + (-D).

Divisién: % —ab! (b#£0).

Conclusion

Estas definiciones son fundamentales para facilitar la manipulacidn de
expresiones.

3.14 Teorema 12. Siab = 0, entoncesa =00b =0

Si el producto de dos reales es cero, al menos uno de ellos es cero

Es decir, cuando el producto de dos numeros es cero, al menos uno de
ellos, es cero. La demostracién de este teorema la puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.
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Siab = 0,al menos uno de ellos es cero

!
=Y

La idea es usar el método por casos:
Demostracién:| i) Suponer que a # 0y demostrar queb =0
ii} Suponer que b # 0 y demostrar quea =0

Haremos el caso i), Iniciaremos en b y finalizaremos en 0, mediante una cadena de igualdades.

Paso=0

@

Idea y Método de 1a Demostraciéon

La idea es suponer que uno de ellos no es cero y demostrar que por
fuerza el otro debe ser cero. Asi se usa el Método por Casos.

La demostracion es similar en cualquier caso: o bien, suponiendo que a
no es cero y demostrando que b debe ser cero, o bien, suponiendo que b
no es cero y demostrando que a debe ser cero.

En la demostracion que se presenta se realiza uno de los casos. ;Puedes
realizar el otro caso?

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si = w y w = z, entonces
x = zy el Principio de sustitucién
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En particular se hace uso del Teorema 7 que establece:

a0 =0 VackR.

El Teorema Reciproco

El reciproco de este Teorema: Si a =0 o b = 0, entonces ab = 0, cuya
demostracidén es consecuencia inmediata del Teorema 7 (cualquier real
por cero, es cero), se deja como ejercicio.

El Resultado General

Asi, juntando ambos resultados, se tiene un resultado mds general, es
decir:ab=0<=a=00b=0.

Conclusion

Este resultado es fundamental en la manipulacién de expresiones y
para obtener diversos resultados algebraicos.

3.15 Teorema13.a’2 = > < a=boa = —b

Igualdad de cuadrados

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.
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Igualdad de cuadrados iy E

Demostracion:(La idea es iniciar con a® = b® y llegar a la conclusion mediante una cadena de <)

Paso=0

®

Idea y Método de la Demostracion

La idea es partir de la hipétesis a? = b?, y mediante una cadena de <
(siy sélo si), llegar ala conclusién a = b o a = —b, utilizando el llamado
Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de igualdades se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores y, desde luego, propiedades conocidas
de la igualdad, en este caso la transitividad: Si z = w y w = z, entonces

x = zy el Principio de sustitucién

En particular se hace uso del Teorema 1y su reciproco que establecen:

atc=b+c<—=a=0h
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y del Teorema 12 que establece:

Siab = 0,entoncesa =00b = 0.

Ademsds de la definicién de la Resta:a — b = a + (—b).

Conclusion

Este resultado es fundamental para resolver ecuaciones que involucran
expresiones cuadraticas.

3.16 Teorema14.Sia + c < b+ c,entoncesa < b

Ley de cancelacidn para la adicion en desigualdades

atc<b+c = a<hb
a+c a ¢

_ g

b+c = b c

|

)

]“I

Asi se conoce este teorema, cuya demostracion puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo.
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Ley de cancelacion para la adicion en desigualdades
Demostraciin:(La idea es iniciarena+ ¢ < b + ¢ y finalizar en a < b, mediante una cadena de =)

)
ol

Paso=0

@

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es partir de la hipdtesis a + ¢ < b + ¢, y mediante una cadena de
implicaciones llegar a la conclusidn a < b utilizando el llamado Método
Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de implicaciones se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores.

El Reciproco

El reciproco de este Teorema, es el axioma (03) que dice: Si a < b
entoncesa+c<b+c VeeR.
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El Resultado General

Asi, juntando la ley de cancelacidon para la adicidn en desigualdades y
su reciproco, el axioma (03), se tiene un resultado mds general, es
decir:

at+c<btce=a<bd

Conclusion

Este resultado permite tanto sumar como cancelar una misma
cantidad, en ambos lados de una desigualdad, lo cual es de suma
importancia en la resolucién de desigualdades.

3.17 Teorema 15.Sia < byc < d,entoncesa + c < b +
d

Suma de menores, €s menor que suma de mayores

a<byc<d = a+tc<b+d

atc
— (= h+d_-
—

d
l;h_}
ﬂ—n."
.-_'d_-:.

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

Idea y Método de la Demostracion

En tal demostracidn, la idea es, a partir de la hipdtesis construir una
cantidad z, que sea mayor que la suma de menores y menor que la

suma de mayores, utilizando el llamado Método Directo.
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Suma de menores, es Menor que suma de mayores

Demostracion: (La idea es construir una cantidad z. tal quea +c <z < b+d)

!
=Y

Paso=10
®
Para construir

Para construir tal cantidad z se deben utilizar exclusivamente los

axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, teoremas o resultados
anteriores.

El Reciproco

El reciproco de este Teorema: Sia + ¢ < b+ d, entoncesa < by c < des

FALSO, seria importante que pudieras intentar dar un
CONTRAEJEMPLO, es decir, dar cuatro numeros a, b, ¢ y d, tales que

satisfagan la hipdtesis a+c<b+d, pero que no satisfagan la
conclusidna < byc < d.

Conclusion

No todo Teorema tiene un reciproco verdadero. Por ejemplo: “Todo
entero multiplo de 4, es multiplo de 2”. Sin embargo el reciproco es
falso.
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3.18 Teorema 16. Sia < b, entonces —b < —a

Los inversos aditivos, invierten la desigualdad

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

Los inversos aditives invierten la desigualdad - I:II 7'|

Demostracion:(La idea es sumar z,de tal manera quen+z=—-byb+z=—a ;Quién deberin ser z7)

Paso=0

®

Idea y Método de la Demostraciéon

En tal demostracidn, la idea es partir de la hipdtesis a < b, y mediante
una cadena de implicaciones, llegar a la conclusién —b < —a, utilizando
el llamado Método Directo.
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Para construir

Para construir tal cadena de implicaciones se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores.

El Teorema Reciproco

El reciproco de este Teorema: Si —b < —a, entonces a < b, es en realidad
el mismo Teorema 16, ya que a y —a son reciprocos uno de otro. De
manera similar b y —b. Sin embargo, con los mismos argumentos del
teorema, puedes intentar demostrarlo.

El Resultado General

Asi, juntando ambos resultados, se tiene un resultado mds general, es
decir:

a<b <= —-b< —a
Conclusion

Este resultado permite decir que los inversos aditivos invierten la

desigualdad.
3.19 Teorema 17. Sea c < 0. Sia < b, entonces ac > bc

Multiplicar por un negativo, invierte la desigualdad

Asi se puede recordar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.
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Multiplicar por un negativo, invierte la desigualdad ) I:II 7'|
Demostraciin:(La idea es utilizar que si ¢ < 0,entonces — ¢ = 0 y el axioma o4 de orden)

Paso=0

®

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es aprovechar el hecho de que si ¢ < 0, entonces —c >0y
entonces utilizar el axioma (0O4) de orden, que establece que al
multiplicar una desigualdad por un positivo, ésta se conserva. Se
utilizard el Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de implicaciones se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema y
teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 16 que establece:
Sia < b, entonces —b < —a.

y del Teorema 9 que establece:
a(—b) = —(ab) Va,beR.
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El Teorema Reciproco

El reciproco de este Teorema: sea ¢ < 0, si ac > bc, entonces a < b, es
verdadero y su demostracion, se deja como un ejercicio interesante.
Seguro que tendrds que utilizar varios resultados ya vistos.

El Resultado General

Asi, juntando la ley de cancelacidn para la adicidn y su reciproco, se
tiene un resultado mds general, es decir:

Sea c < 0, entonces,ac > bc <= a < b.
Conclusion

Este resultado permite decir que, al multiplicar o cancelar un factor
negativo, en ambos lados de una desigualdad, ésta se invierte.
Frecuentemente esta propiedad se pasa por alto en la resolucién de
desigualdades y por supuesto no considerarla, conduce a errores
graves.

3.20 Teorema 18.Si0 < cy ac < bc, entoncea < b

Reciproco del cuarto axioma de orden (04)

D<cyac<hc = a<h

A=ac|c
Ll R ——————_

B=hc¢ c
b
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Asi se conoce este teorema, cuya demostracidn puedes ir descubriendo
paso a paso, en el siguiente interactivo.

Reciproco del cuarto axioma de orden (04) y |:|7||
Demostracion: (La idea es utilizar que sic > 0, entonces ¢! > 0 (ejercicio 6))

Idea y Método de la Demostracion

En tal demostracion, la idea es utilizar el ejercicio 6 que establece que ¢
y ¢! tienen el mismo signo y de ahi, utilizar el cuarto axioma de orden
(04). Asi, si ¢ > 0, entonces ¢! > 0y viceversa. Se utilizard el Método
Directo.

Para construir
Para construir la cadena de implicaciones de la demostracidn, se deben

utilizar exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del
teorema, teoremas o resultados anteriores.
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El Reciproco

El reciproco de este Teorema es el Axioma O4:
Si0 < cya < bentonces ac < bc.

El Resultado General

Asi, juntando ambos resultados, el axioma 04 y su reciproco, se tiene
un resultado mds general, es decir: sea 0 < ¢, entonces, a < b <

ac < bc.

Conclusion

Este resultado permite decir que al multiplicar o cancelar un mismo
factor positivo, en ambos lados de una desigualdad, ésta se conserva.

Este resultado es de suma importancia en la resoluciéon de
desigualdades.

3.21 Teorema 19. Sea ab > 0, sia < b, entonces b~ ! <

a—l

Inversos multiplicativos del mismo signo, invierten la desigualdad

as=h = b1z al

h1

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.



Inversos multiplicativos del mismo signo, invierten la desigualdad) o |l ;||
Demostracion: (La idea es usar que si ab > 0, entonces a b~ > 0 (ejercicio 7']')'J o

Paso=0

®

Idea y Método de la Demostracidon

Laidea es usar el gjercicio 7y el cuarto axioma de orden (04). Asi, partir
de la hipdtesis a < b y mediante una cadena de implicaciones, llegar a
la conclusién b1 < a~! utilizando el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de implicaciones se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores.

El Teorema Reciproco

El reciproco de este Teorema es: seaab > 0,sib ! < a™!, entonces a < b,
es en realidad el mismo Teorema 19, ya que a y a~! son reciprocos uno
de otro. De manera similar b y b '. Sin embargo, con los mismos
argumentos del teorema, puedes intentar demostrarlo.
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El Resultado General

Asi, juntando ambos resultados, se tiene un resultado mds general, es

decir:

Seaab > 0,entoncesa < <= b ! <a L

Conclusion

Este resultado permite refrendar que inversos multiplicativos del
mismo signo, invierten la desigualdad. Esto es muy importante
considerarlo en la resolucion de desigualdades.

3.22 Teorema 20. Si 0 < b, entonces, a’ < b < a >

—vVbya <b

El cuadrado de un nimero, menor que un positivo

| r
) a< . b /
“al<h <== ¥y !
Y\ /
\ a> -y

Th =10
AN /
e
b f .

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.
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[

Demostracion:(La idea es iniciar en a’<b y finalizar en a = —b ya< Vb mediante una cadena de =)

El cuadrado de un nimero, menor que un positivo ~ I:II 7'|

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es partir de la hipdtesis, y mediante una cadena de dobles
implicaciones <= llegar a la conclusidn, utilizando el Método
Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de dobles implicaciones se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 14 y su reciproco que establecen:
a+c<b+c <= a<bd
Conclusion

Este resultado es muy importante para resolver desigualdades
cuadradticas.
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3.23 Teorema 21. Si 0 < b, entonces,a’> > b < a >

\/Boa<—\/l)

El cuadrado de un numero, mayor que un positivo

a>./b

aZ>b <> o

a<-jb

b>0

A P A

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

- & y . i A
El cuadrado de un niimero, mayor que un positivo Sy I:II |
Demostracicn: (La idea es iniciar en a® > b y finalizar en a = Vb 0 a < —b mediante una cadena de =)

Paso=10


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap3/21_teorema_21.html

101

Idea y Método de l1a Demostraciéon

En tal demostracidn, la idea es partir de la hipdtesis, y mediante una
cadena de dobles implicaciones <= llegar a la conclusidn, utilizando
el llamado Método Directo.

Para construir

Para construir tal cadena de dobles implicaciones se deben utilizar
exclusivamente los axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema,
teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 14 y su reciproco que establecen:
a+c<b+c << a<b
Conclusiéon

Este resultado es muy importante para resolver desigualdades
cuadraticas.

3.24 Teorema 22.

a| >0 VaeR

El valor absoluto de un real, es mayor o igual a cero

lal=lal: 0

. * -
. - -
-d d

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.
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El valor absoluto de un real, es mayor o igual a cero

!
=Y

Demostracicn:(La idea es realizarla por casos:
iyaz0, iija <0,
Ambos deben conducir a la conclusicn)

Definicidon
El valor absoluto de un nimero real a, se define de la siguiente manera:

a sia>0
la| = .
—a sia<0

Es decir, si a es positivo o cero, su valor absoluto es el mismo a, pero sia
es negativo, su valor absoluto es el inverso aditivo de a.

Idea y Método de 1a Demostraciéon
Laidea es hacer ver que los dos unicos casos posibles:
1.a>0

H.a <0
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conducen a la conclusiéon mediante cadenas de implicaciones. Es claro
que se usard el Método por Casos.

Para construir

Para construir tales cadenas se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, la definicién de valor
absoluto, teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 16 que establece:
Sia < b, entonces —b < —a.
Conclusiéon

Este resultado es muy importante, entre otras cosas, para definir el
concepto de distancia y de vecindades.

3.25 Teorema 23. |ab| = |a||b|] Va,b e R.

El valor absoluto de un producto, es el producto de valores
absolutos

Asi se puede nombrar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

Idea y Método de la Demostraciéon

En tal demostracidn, la idea es hacer ver que los unicos tres casos
posibles, que en realidad por la conmutatividad, se pueden reducir a
dos:

Casol)a>0yb>0
Caso2)a>0yb<0
Caso3)a<0yb>0

conducen a la conclusién mediante cadenas de implicaciones, usando
el Método por Casos.

En la demostracién sdlo se realizardn los casos 1) y 2). El caso 3) es en
realidad el caso 2).
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Valor absoluto de un producto, es igual al producte de valores absolutos E

Demostraciin:(La idea es porcasos.Por tricotomia son D.que se pueden sintetizar en tres:
1az0ybz02)az0yb<0y3)a<0yb =0 Todosdeben conducir ala conclusion)

Paso=10

@

Para construir

Para construir tales cadenas se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, la definiciéon de valor
absoluto, teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 17 que establece:
Seac < 0,sia < b, entonces ac > bc.

En particular se hace uso del Teorema 9 que establece:
a(—b) = —(ab) Va,beR.

Conclusiéon

Este resultado es muy importante para el manejo de expresiones con
valores absolutos.
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3.26 Teorema 24.

al| >b < a< —-boa>b

Valor absoluto de a, mayor que b

Asi se puede recordar este teorema, cuya demostracion puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

A
Valor absoluto de a mayor que b ... ~ |o |
La idea es iniciar con la hipétesis|a| = b y finalizar en ]

Dmostrarié?i:( 2 2
la conclusiéne = b o a < b, mediante una cadena de = |

Paso=0
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Idea y Método de 1a Demostraciéon

La idea es empezar con la hipdtesis y mediante una cadena de dobles
implicaciones llegar a la conclusidn, utilizando el llamado Método
Directo. Recordar la definicién de valor absoluto es fundamental:

a sia >0

la| = .
—a sia<0

Es importante recordar que por la ley de tricotomia un real es mayor
que cero o igual a cero o menor que cero. Por ello, la definicidén incluye
la disyuncién, aunque en general en los libros no aparece
explicitamente.

Para construir

Para construir tales cadenas se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, la definiciéon de valor
absoluto, teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 16 y su reciproco que establecen:
a<b < —-b< —a
Conclusion

Este resultado es muy importante para resolver desigualdades con
valores absolutos.

3.27 Teorema 25.

al <b < —-b<a<b

El valor absoluto de a, menor que b

\La|-¢b <=»| -b<a<h
- 1 -

. b
-hL- -ih
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Asi se puede recordar este teorema, cuya demostracidn puedes ir
descubriendo paso a paso, en el siguiente interactivo.

El valor absoluto de a, menor que b ... iy DI ’l
La idea es iniciar con la hipdtesis |a| < by finalizar en ]

Demostracién:( i 5
la conclusion— b = a <= b, mediante una cadena de =

Idea y Método de la Demostraciéon

La idea es empezar con la hipdtesis y mediante una cadena de dobles
implicaciones llegar a la conclusién, utilizando el llamado Método
Directo. Recordar la definicién de valor absoluto es fundamental:

a sia>0
la| = .
—a sia<0

Es importante recordar que por la ley de tricotomia un real es mayor
que cero o igual a cero o menor que cero. Por ello, la definicidn incluye
la disyuncidn, aunque en los libros no aparece explicitamente.
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Para construir

Para construir tales cadenas se deben utilizar exclusivamente los
axiomas de los reales, las hipdtesis del teorema, la definicidon de valor
absoluto, teoremas o resultados anteriores.

En particular se hace uso del Teorema 16 y su reciproco que establecen:
a<b <+ -b<-—a
Conclusion

Este resultado es muy importante para resolver desigualdades con
valores absolutos.

3.28 Otros modelos de numeros

3.28.1 Los Numeros Naturales
N=1{1,2,3,..}

Los Axiomas de Peano

Los numeros naturales son un conjunto que satisface los siguientes

axiomas:

P1) 1leN.

P2) Sin € N, entonces 3n’ Unico, sucesor de n.

P3) El1no essucesor de ningin natural.

P4) Sin' =m/,entoncesn = m.

P5) Si M C Ny cumple las propiedades:i) 1 € M, ii) n’ € M siempre
quen € M, entonces M = N.

Conocidos como Axiomas de Peano, en honor al matemadtico italiano
Giuseppe Peano (1858 - 1932), quien los estableciera de manera precisa.
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Una observacion muy importante

Los axiomas de Peano definen de manera univoca a los numeros
Naturales, es decir, cualquier conjunto que satisfaga los Axiomas de
Peano, no serd otro que los Naturales.

Los aritmética en los Naturales

Entre otras cosas, €éstos axiomas permiten definir su adicidn,
considerando que el sucesor n' =n+1 y su multiplicacién como
adicion repetida. Asi tenemos2 =1 =1+1,3 =2 =2+ 1, etc.

Los Naturales no satisfacen todos los ...

Los naturales no satisfacen todos los axiomas de los reales. Por ejemplo,
puedes observar que no existe idéntico aditivo y por lo mismo no
satisface el axioma A5, de la existencia de inverso aditivo. Es decir, una
ecuacion de la forma m + x = n, no siempre tiene solucién en los
naturales, por ejemplo 4 + z = 3.

Conclusion

Los Naturales, son el punto de partida acostumbrado para la
construccién de la aritmética y como consecuencia, para los
subsecuentes sistemas numeéricos. Su formulacion axiomadtica es
fundamental en la construccidén de propiedades de los naturales y de
otras estructuras algebraicas.

3.28.1.1 Cancelacion para la Adiciéon
Teorema.a+c=b+c — a=>b Va,b,ceN.
Ley de cancelacion para la adicidn en los naturales

Como ya sabes, los naturales no satisfacen todos los axiomas de los
reales. Recuerda que no existe idéntico aditivo y por lo mismo no existe
inverso aditivo.

A pesar de lo anterior, en los Naturales se cumple la Ley de Cancelaciéon
para la Adicidn, aunque su demostracién ya no puede hacerse como en
el Teorema 1, puesto que estd basada en la existencia del neutro y del
inverso aditivo.
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Demostracion

Puedes ver la demostracion paso a paso en el siguiente interactivo, en
donde se utiliza el Método por contrarreciproca.

Ley de cancelacion para la adicion en los naturales &y |:|I7||
.. { Laideaes demostrar la contrarreciprocadeestaley: azh =2 atczbtce
Demostracion: foah i ' i
Utilizaremos el axioma de Peano P4), expresado en su forma contrarreciproca

El Teorema Reciproco

El reciproco de este teorema es: si a = b, entonces a+c=b+c, y es
cierto en los naturales y su demostracién se realiza mediante una
induccidn finita, es decirra=b =— a+1=b+1, — a+2=0b0+2,
etc. Puedes escribir detalladamente la demostracion.

El Resultado General

Asi, juntando la ley de cancelacion para la adicidn y su reciproco, se
tiene un resultado mads general en los naturales, es decir:

atc=b+c <= a=>b
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Conclusion

Asi en los naturales, en una igualdad, se puede sumar o cancelar una
misma cantidad.

3.28.1.2 Induccion Matematica

De los Axiomas de Peano para los Naturales, el axioma P5) se conoce
precisamente como el “Principio de Induccién Matemadtica”, que es de
gran utilidad en la demostracién de propiedades para los numeros
naturales.

En la mayoria de los libros aparece la siguiente formulaciéon de este
Principio de Induccién Matemadtica:

Una proposicidon P es védlida Vn € N, si:
i. Es vdlida paran = 1.
ii. Suponiendo que es vélida para n = k se demuestra la validez para

n==%k-+1.

Demostracion: (La idea es construir una contradiccion, suponiendo que la conclusion ~ DI 7'|
es falsa. En tal construccién, usaremos el principio del buen orden)

Paso=10
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Progresion Aritmética

Un ejemplo del uso de este principio se da en la demostracién de la
férmula para la llamada progresion aritmética:

Suma de los primeros n naturales fj I:II 7'|

1
000000

empezar

En el siguiente interactivo se presenta la demostracién de la férmula:

1
1+2+...+n:@ Vn € N.

Demostracion: (La idea es demostrarle por induccién matemitica) ) DI 7||

FPaso=0
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Suma de los primeros n impares

Otro ejemplo de las propiedades de naturales es la suma de los
primeros n impares que consiste en descubrir una férmula para la suma

de los primeros n naturales impares.

~
(=)

&7

Suma de los primeros n impares

Clic para
empezar

En el siguiente interactivo se presenta la demostracién de la férmula:
1+3+..+(2n—1)=n> VYncN.

Demostracién: (La idea es demostrarlo por induccién matemitica) Y’ DI Z|

Paso=0
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Conclusion

Estos ejemplos se presentan aqui sdlo para ilustrar el uso de este
principio, pero hay una gran variedad de propiedades, demostrables
mediante este principio. Una buena referencia es: Método de
Inducciéon Matemadtica, I. S. Sominski, Lecciones Populares de
Matematicas, Editorial Mir.

3.28.2 Los Numeros Enteros

Z={.-3-2,-1,01,23,..}

Los Enteros tampoco satisfacen todos los ...

Los numeros enteros son una consecuencia de los Naturales, en los
cuales, cualquier ecuacién de la forma m + x = n con m y n enteros,
tiene solucidn.

Lo anterior se debe a que los enteros, respecto a la adicidn, satisfacen
todos los axiomas de los reales, en particular A4 y A5, que son la
existencia del neutro aditivo y de inversos aditivos.

Sin embargo, respecto a la multiplicacidn, no satisface el axioma M5, es
decir, no existen inversos multiplicativos. Por esta razdn, una ecuacion
de la forma mz = n con m y n enteros, no siempre tiene solucion en los
enteros.

Observaciones muy importantes

Estructuras algebraicas como la de los enteros que satisfacen los
axiomas: Al, ..., A5, M1, ..., M4 y D, no son unicas. Como veremos en
otra seccion, existe por ejemplo Z4.

Los Enteros se diferencian de los Naturales, fundamentalmente en que
los Naturales satisfacen el Principio del Buen Orden y los Enteros no. Es
decir: “Todo subconjunto (no vacio) de los Naturales tiene elemento
minimo”. Esto no es cierto en los enteros.
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Principio del buen orden: si A#( y A CN, entonces A tiene un
elemento minimo.

Demostracion: (La idea es construir una contradiccién, suponiendo que A no tiene minimo. I:II 7'|
En tal construccion, usaremos el principio de induccién matematica)

Paso=10

®

Para demostrar el Principio del Buen Orden se utilizd el Principio de
Induccién Matemadtica. También es posible demostrar el Principio de
Inducciéon Matemadtica utilizando el Principio del Buen Orden. En
realidad son Principios equivalentes.

Conclusion

Los Enteros, son un sistema numérico, consecuencia inmediata de los
Naturales y el enlace para construir los nuimeros Racionales, que
veremos adelante.

3.28.2.1 Cancelacion para la Multiplicaciéon
Teorema.c # 0,ac=bc = a=0b Va,b,c € Z.
Ley de cancelacidn para la multiplicacion en los enteros

Como ya sabes, los enteros no satisfacen todos los axiomas de los
reales. Recuerda que no existe inverso multiplicativo.
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A pesar de lo anterior, en los Enteros se cumple la Ley de Cancelacion
para la Multiplicacidn, aunque su demostracion ya no puede hacerse
como en el Teorema 2, puesto que estd basada en la existencia del
inverso multiplicativo.

Demostracion

Puedes ver la demostracion paso a paso en el siguiente interactivo, en
donde se utiliza el método de induccion matemadtica.

Demostracion: (la idea es demostrar por induccién matemadtica que e I:ll 7l|
an=bn = a =b. Con eso bastaria ya que:
a(—n) = b(—n) = —(an) = —(bn) = an = bn)

Paso=10 Mastrar tode

El Teorema Reciproco

El reciproco de este teorema: si a = b, entonces ac = bc, es cierto en los
enteros y su demostracion se realiza igualmente por induccién. Puedes
intentar escribir la demostracidn.
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El Resultado General

Asi, juntando la ley de cancelacidn para la adicidn y su reciproco, se
tiene un resultado m4ds general en los enteros, es decir:

Sic # 0, entonces ac = bc <= a =b.
Conclusion

Asi en los enteros, en una igualdad, se puede multiplicar o cancelar una
misma cantidad.

3.28.2.2 Algunas proposiciones

Los enteros pueden ser pares o impares

Los multiplos de 2, k = 2m, con m € Z, se llaman Enteros Pares.

El resto de ellos, k = 2m + 1, con m € Z, se llaman Enteros Impares.

Te presentamos varias proposiciones que relacionan k? con k, todas
demostradas con el Método por contrarreciproca.

Proposiciones sobre pares e impares
Proposicién el, k € Zy k? par =—> k es par.

Demostracion: (La idea es construir una contradiccion,
suponiendo falsa la conclusion)

)
Oy

Paso=10 Mostrar todo
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Proposicién €2, k € Zy k* impar = k esimpar.

La idea es construir una contradiccion,
suponiendo falsa la conclusion

0
O]

Demostracion: (

Mostrar todo

La conjuncién de ambas proposiciones es el siguiente Teorema: k € Z,
k% par <= kespar.

O equivalentemente el Teorema: k € Z, k? impart <= k esimpar.
Enteros multiplos de 3 o de otros enteros.

También podemos clasificar los enteros en los que son multiplos de 3y
los que no lo son.

Los multiplos de 3 son de la forma: k = 3m, con m € Z y los que no,

pueden ser de la forma k = 3m + 1, con m € Z o de la forma k = 3m +
2,conm € Z.

Proposicién €3, k € Zy k? multiplo de 3 = k es multiplo de 3.
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Demostracion: (La idea es construir una contradiccién, suponiendo falsa la conclusién)’, DI 7||

FPaso=10 Mostrar todo

Como el reciproco de esta proposicion es inmediato, se tiene el teorema:
k € Z, k* multiplode 3 <= k es multiplo de 3.

Esta proposicidn no se puede extender a todos los enteros, por ejemplo,
la proposicién k € Z y k* multiplo de 4 — k es mdltiplo de 4, ES
FALSA, puies k = 6 no es multiplo de 4 y sin embargo k? = 36 si es
multiplo de 4.

Un Lema

La generalizacion de estos resultados, es posible para los numeros
primos, pero para ello, se requiere el siguiente Lema:

Si p primo no divide a r, entonces p no divide a r2.

Cuya demostracién se basa en el Teorema fundamental de la
Aritmética que establece: “Todo numero entero k > 1, se puede
factorizar de manera unica (salvo orden) como producto de nimeros
primos”. Es decir:
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Dado 1 < k € Z, existen p; > py > ... > p; primos y s; con ¢ =1,...,¢
naturales, tales que k = pj'p5’...p;".

La idea es construir una contradiccion, suponiendo falsa o |:|I 7‘|
Demostracion:| la conclusion. Sir = 1 el Lema se cumple trivialmente.
Asi supondremosr > 1

FPaso=10

L

Mostrar todo

Generalizacidon sobre primos

Proposicidn e4, sean k € Zy p primo, entonces, k* es multiplo de psiy
solo si, k es multiplo de p.

Demostracion: ! [ 7I|
(La idea es construir una contradiccion, suponiendo falsa la conclusion) O
Paso=0
@ Mostrar todo
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Observacion

Del Teorema Fundamental de la Aritmética sdélo dejaremos la
referencia, ya que su demostracion se escapa de los propdsitos de este
trabajo: LN. Herstein. Topics in Algebra. Blaisdell Publishing
Company.

Conclusion

En los Enteros hay muchos resultados interesantes, varios de ellos
relacionados con los numeros primos. Existen también diversas
Conjeturas interesantes (Proposiciones que permanecen sin
demostracion y que hoy dia, ain con la wutilizacién de las
computadoras, no se ha encontrado contraejemplo alguno).

Tal es el caso de la Conjetura de Golbach cuyo planteamiento se
remonta a 1742, en una carta que escribe Christian Golbach a Leonard
Euler y que dice: “Todo ndmero par (mayor de 2) se puede escribir
como la suma de dos numeros primos”.

Con paciencia se pueden comprobar muchos casos: 4 =3+ 1,6 =3 +
3,8=3+5,10=5+05, etc. El hecho es que hasta la fecha con las
computadoras se han podido comprobar cientos de billones de pares y
no aparece contraejemplo alguno, pero tampoco hay alguna
demostracion.

Para ver mas puedes visitar el sitio: https://mathworld.wolfram.com.

3.28.3 Los Numeros Racionales

Q: {§|paq€Z7Q#0}

Los Numeros Racionales son un Campo

Los numeros racionales son cocientes de enteros y con las operaciones
de adicién y multiplicacidn, satisfacen todos los axiomas de los reales:
Al, A2 A3, A4, A5, M1, M2, M3, M4, M5 y D, con lo que se dice que son
un Campo, al igual que los Reales. Inclusive satisface los Axiomas de
Orden 01, 02, 03 y O4.
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Asi que todos los resultados que hemos demostrado para los Reales, se
aplican a los Racionales. En particular las leyes de cancelacién y el
hecho de que toda ecuacidn del tipo mz + b = ¢ con m, by c racionales,
tiene solucién en Q.

Observaciones muy importantes

Como los Racionales satisfacen los Axiomas Campo y de Orden, se dice
que son un Campo ordenado, al igual que los Reales.

Los Racionales difieren de los Reales en el Axioma del Supremo, cuya
importancia consiste en la posibilidad de poder establecer una
correspondencia biunivoca entre los Reales y los puntos de una recta.
Los Racionales por s{ mismos no llenan la recta, no obstante que “entre
dos racionales cualesquiera hay una infinidad de ellos”, como veremos
en el siguiente apartado.

Los griegos, con el Teorema de Pitidgoras aplicado a un tridngulo
rectdngulo con catetos igual a 1, descubrieron el nimero v/2 que no es
posible escribirlo como cociente de enteros, es decir, no es racional. A
este tipo de numeros les llamaron inconmensurables y actualmente se
les llaman Irracionales. En la siguiente seccion podremos ver algunas
de estas demostraciones.

A
~ |2
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Los Racionales difieren de los Naturales o los Enteros en la propiedad
de los sucesores. Recuerda que en todo Natural o Entero tiene un
sucesor. Esto no es asi en (Q, como podremos ver en el siguiente
apartado.

Algunas proposiciones interesantes

Proposicion1,7,s € Q,r <s =— Jt e Qtalquer <t < s.

Demostracion: Usaremos los axiomas de campo y de orden y,tomaremos &y |:|I 7'|
como candidato,a la semisumaderys.

Paso=10 Maostrar todo

L

En la Proposicidn 1 encontraras la demostracion de que “entre
cualesquiera dos racionales, hay otro racional”. En realidad de la
proposicidn anterior se deduce facilmente que “entre cualesquiera dos
racionales, hay una infinidad de racionales”.

Conclusion

Los Racionales, al ser un campo satisfacen todas las propiedades
algebraicas de los reales, pero la diferencia sustancial entre ambos es el
Axioma del Supremo. Los Racionales no satisfacen este axioma.
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3.28.4 Los Numeros Irracionales

El nimero v/2 es irracional

Los griegos, con el Teorema de Pitdgoras aplicado a un tridngulo
rectangulo con catetos igual a 1, descubrieron el nimero V2, siendo
seguramente este el primier irracional que registraron.

Proposicién i1, /2 ¢ Q, es decir, /2 es racional. A continuacién se
presenta la demostracidn, por Método por reduccidn al absurdo.

Demostracion: (la idea es suponer falsa la conclusion > I:II 7'|
y de ahi, construir una contradiccion)

Paso=10 Mostrar todo

Llamando I a los numeros irracionales (que los Griegos llamaron
inconmensurables), tenemos que v/2 € IL.
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Algunos otros Numeros Irracionales

Proposicioni2, /3 ¢ Q, es decir, /3 es irracional, (i.e. v/3 € I).

Demostracion: (La idea es suponer falsa la conclusién y de ahi, ~ | 7||
; o ~ |0
construir una contradiccion. )

Paso=0 Mostrar todo

L4

Proposicidn i3, si p es primo, entonces /p ¢ Q, (i.e. \/p € I).

[La idea es suponer falsa la conclusiény de a.hj,). o D| 7||

Demostracion: - e
construir una contradiccion

Paso=0 Mostrar todo
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De manera general

Se tiene el siguiente resultado: Proposicién i4, si k € N y vk ¢ N,
entonces vk ¢ Q.Esdecir:sik € Ny +/k ¢ N, entonces vk € .

Demostracion: (La idea es suponer falsa la conclusion y de ahi, sy [ ;||
construir una contradiccion.) a

Paso=0

@

Mostrar todo

Aun otras formas

Proposicidoni5,sia € lyr € Q, entoncesa +r € I.

0
0y

.. (Laid Isal lusio
De‘mostracwn:( a idea es suponer falsa la conc usmny).

llegar a una contradiccion

Paso=0 Mostrar todo
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Proposicidoni6,sia € lyr € Q,r # 0, entonces ar € 1.

Demostracion: (La idea es suponer falsa la conclusiony,
llegar a una contradiccién)

0
=Y

@ i Mostrar todo

Observaciones muy importantes

No obstante las anteriores construcciones, aun asi, no habriamos
agotado todos los los numeros irracionales, como veremos adelante.

Se pueden encontrar ficilmente dos irracionales cuya suma sea racional
o también cuyo producto sea racional, ;Lo puedes intentar? Con lo
anterior se concluye que no satisfacen los axiomas Al y M1 de los
axiomas de los reales y por lo mismo, no son un Campo.

Conclusiones
Un numero real, o es racional o es irracional. Es decir:
R=QUIyQnI=4.

Los Racionales y los Reales son un campo, mientras que los irracionales
no. Los Reales satisfacen el Axioma del Supremo, pero los Racionales no
y los Irracionales tampoco. El Axioma del Supremo estd estrechamente
ligado con la existencia de los numeros irracionales.
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3.28.5 Los Reales y el Axioma del Supremo

El axioma del supremo

De los axiomas de los reales, éste es el que nos faltaba. A diferencia de
los demds axiomas que tiene que ver mds con propiedades algebraicas,
aplicables a diversos campos, éste es realmente caracteristico de los
reales.

¢Qué establece?

Todo conjunto A (no vacio) de reales, acotado superiormente posee un
supremo, es decir, existe un real s que es la minima de las cotas
superiores de A (s = supA).

En donde: A estd acotado superiormente si 3 un real M tal que z <
M Vz € A. Ademds: a todo numero M con esta propiedad se le llama
cota superior de A, entonces, s = supA si, s es cota superior de A,y si ¢
es cota superior de A — s < t, es decir, s es la minima de todas las
cotas superiores de A.

Su importancia

1. Este axioma es caracteristico de los numeros reales. Los racionales
por ejemplo, no lo cumplen:

Sea A= {z € Q|z* < 2}, A # (), pues al menos 1 € A. Ademds, por
ejemplo, 2 es una cota superior de A. Sin embargo, no existe supA. Es

decir, no existe un racional que sea la minima de todas las cotas
superiores.

Observe que: todos los racionales que son cotas superiores de A son
mayores que /2, pero a la vez existen racionales tan cerca de v/2
como se quiera.

2.Este axioma es necesario para establecer la existencia de los
numeros irracionales y por consecuencia para completar los
numeros reales. En Andlisis se llegan a construir como limites de
sucesiones de racionales.
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3.Con este axioma es posible atribuir a los numeros reales la
propiedad de continuidad, es decir, de poder establecer una
correspondencia biunivoca entre los reales y los puntos de una recta.
Un punto de la recta corresponde a un racional o a un irracional.

4. De una manera coloquial, se puede decir que este axioma garantiza
que los reales llenan toda la recta. No obstante que entre cada dos
racionales existe una infinidad de ellos, siempre es posible encontrar
una infinidad (de mayor cardinalidad) de puntos que no
corresponden a numeros racionales, esos precisamente, serin
irracionales.

5. En temas de Continuidad en Cdlculo 1, es de suma importancia para
demostrar teoremas de gran trascendencia y similarmente para
construir el concepto de funcién integrable, entre otros que
podriamos mencionar.

Dos aclaraciones

1. Proposicidn. Si un conjunto A # () posee un supremo, éste es Unico.

Demostracion:

Sean S; y Sy supremos de A # () (acotado superiormente). De la
definicidén tenemos que si ¢t es cota superior de A = s < t, por lo
que §; < S,y S5, < 51, entonces S; = 5s.

2. Se pueden formular definiciones similares para un conjunto A # ()
pero acotado inferiormente y en este caso se llamaria infA (infimo
de A).
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Conclusiones

En pocas palabras, el axioma del supremo es fundamental para el
desarrollo del cédlculo diferencial e integral. En la siguiente pagina
podremos ver proposiciones interesantes que no serian posibles sin el
axioma del supremo.

3.28.5.1 Algunas proposiciones

Para comprender un poco mds la importancia del axioma del supremo
presentamos una secuencia de proposiciones muy interesantes cuyas
demostraciones estdn estrechamente relacionadas con tal axioma. Las
primeras tres son formas equivalentes de la llamada propiedad
arquimediana de los numeros reales.

Proposicion S1, el conjunto N no estd acotado superiormente.

Propiedad arquimediana de los mimeros reales iy ll:l_il
Demostracion: (La idea es suponer que N es un conjunto acotado

superiormente y aplicar el axioma del supremo

para construir una contradiccion)

Mostrar todo

Es claro que los naturales son un conjunto acotado inferiormente, sin
embargo aunque de manera intuitiva se observa que no lo estdn
superiormente, la demostracidn formal es indispensable.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap3/47_proposicion_s1.html

131

Proposicidn S2, Va € R, existe n € N tal que a < n.

Propiedad arquimediana de los niimeros reales. ~ |:|I 7‘|
Laidea es negar la conlcusion y construir una
Demostracion: | contradiccién conla propiedad de que el conjunto de los
naturales no esti acotado superiormente

Paso=10

L 2

Mostrar todo

Es decir, dado cualquier real, siempre es posible encontrar un natural
mayor que €l.

< oy . 1
Proposicion S3, Ve > 0, existen € Ntal que — < ¢.
n

Propiedad arquimediana de los nimeros reales

Demostracion: (La idea es negar la conclusion y construir una
contradiccién con la propiedad de que el conjunto
de los naturales no estiacotado superiormente)

0
=Y

Mostrar todo

Es decir, dado un numero arbitrariamente pequefio, siempre existe un
natural, tal que su inverso multiplicativo es aun menor.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap3/48_proposicion_s2.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap3/49_proposicion_s3.html

132

Con un poco de esfuerzo, es posible demostrar la equivalencia de las
proposiciones S1, S2 'y S3. ;Podrias intentarlo?

También es posible encontrar otras formas, desde luego equivalentes,
de la propiedad arquimediana de los numeros reales.

Por ejemplo: seana,b € R,si0 < a < b, entonces In € N tal que na > b.

Para la siguiente proposicidn necesitamos un nuevo concepto, que lo
establecemos en la siguiente definicion:

Sea z € R. Definimos [z] como el mayor entero k, tal que k < z.

Por ejemplo:

r=25 = [z]=2
r=-31 = [z]=—4
r=5 = [z]=5
r=kecZ = [z|]=k

Proposicidn S4, si z,y € Ry y — z > 1, entonces Jk € Z tal que z <
k <uy.

Demostracion: (La idea es construir un enterok, talque x < k < y. g [ 7‘|
Donde x y y son dos reales que distan entre ellos mds de 1). a

Faso=0 Mostrar todo

L

Es decir, entre dos reales que distan en m4ds de 1, existe un entero.
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Proposicion S5,siz,y € Ryz < y,entonces Ir € Qtalquez < r < y.

Demostracion: (La idea es construir un racionalr, tal que x < r < y, usando : [ 7I|
la propiedad arquimediana y la propiedad de que entre dos O
reales que distan mas de 1, existe un entero.)

Paso = Mostrar todo

@

Es decir, entre dos reales cualesquiera, existe un racional. Es sencillo
deducir que si existe uno, existe una infinidad (;puedes
argumentarlo?).

Proposicidon S6,sir,s € Qyr < s,entonces 35 € [talquez < j < y.

Entre dos racionales cualesquiera,existe un irracional ':f [ 7||
Demostracion: (La idea es construir j irracional, tal que r<j< s5). a

Paso=10 Mostrar todo
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Es decir, entre dos racionales cualesquiera, existe un irracional.

Proposicidon S7,siz,y € Ryz < y,entonces 35 € [talquex < j < y.

Entre dos reales cualesquiera, existe un irracional. £, lﬂ
Demostracion: (La idea es utilizar los resultados previamente a
demostrados:
1) Entre dos reales cualesquiera,existe unracional
2) Entre dos racionales cualesquiera,existe un
irracional)

Paso=10 Mostrar todo

Es decir, entre dos reales cualesquiera, existe un irracional.

Conclusiones

Juntando todas estas proposiciones se puede concluir que entre dos
reales cualesquiera, existen infinidad de racionales y también infinidad
de irracionales. ;Podrias argumentarlo?
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3.28.6 La Cardinalidad

El concepto de cardinalidad

Para comprender un poco mds las relaciones entre los conjuntos de
numeros, serd importante referirnos al concepto de cardinalidad, que
tiene que ver con la “cantidad” de elementos de un conjunto infinito.
Podriamos decir que el concepto de cardinalidad es una extension del
concepto de cantidad para conjuntos finitos.

Para saber si dos conjuntos finitos A y B, tienen la misma cantidad de
elementos, bastaria hacer corresponder cada uno de los elementos de A

con cada uno de los de B y si no sobra ningun elemento, se concluye que
si tienen la misma cantidad de elementos.

Este método, consiste matemadticamente en establecer una relacion
biyectiva (uno a uno y sobre) entre Ay B, el cual se puede extender a
conjuntos infinitos, de la siguiente manera:

Definiciéon

Dos conjuntos infinitos A y B, tienen la misma cardinalidad si entre
ellos se puede establecer una relacién biyectiva.

Notacion

Denotaremos por #(A) la cardinalidad del conjunto A.

El todo no siempre es mayor que las partes

Proposicion r1, f : N — I tal que f(n) = 2n — 1 es biyectiva, es decir,
los impares positivos tienen la misma cardinalidad que los Naturales.
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Demostracion: (La idea es demostrar primero que es uno auno y luego,sobre) % DI 7'|

P_?E'D =0 Mostrar todo

Proposicion r2, f : N — P tal que f(n) = 2n es biyectiva, es decir, los
pares positivos tienen la misma cardinalidad que los Naturales.

Demostraciin: (La idea es demostrar primero que esuno auno y luego,sobre) ,G D7||

Paso=0 Mostrar todo
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Asi, no obstante que los naturales impares y los naturales pares son
subconjuntos propios de los naturales, tenemos que: #(I) = #(P) =

#(N).
Una importante reflexion

Un subconjunto puede tener la misma cardinalidad del conjunto que lo
contiene, pero nunca mayor, ;Puedes explicarlo? Asi, podemos entender
que: #(N) < #(R). Mds adelante haremos ver que la igualdad no puede
ser.

Los Naturales y los Enteros tienen la misma Cardinalidad: #(N) =

#(2)

1
.., nt si n es impar
Proposicion r3, N—7 tal que f(n)= A es
—3 + 1 si nes par

biyectiva.

Demostracion: (La idea es demostrar que es uno auno y luego,sobre)

0
0]

Paso=10 Mostrar todo


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap3/56_proposicion_r3.html
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Los Enteros y los Racionales tienen la misma Cardinalidad: #(Z) =

#(Q)

Proposicion r4, #(Z) = #(Q). A continuacion verds la ilustracién de la
relacién biyectiva entre los Naturales y los racionales positivos (por las
proposiciones anteriores con eso basta). El método consiste en ir
relacionando los naturales con los racionales en forma diagonal.

_ Ay
| 12 2 3 6
6

=

1Y
1

2 3 4 5
1 @ 1 1 1 1 1
> 1 2 3 4 5 6
9 2 2 2 2 2
1 2 3 < 5 6
3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 4 5 6
4 4 4 4 4 4 4
1 2 3 4 5 6
3| & 5 5 5 5 5
2 3 4 5 6
6 6 6 6 6 6

natural = 1
@

La cardinalidad de los Racionales es menor que la Cardinalidad de

los Reales: #(Q) = #(R)

Basta demostrar que no es posible establecer una relacidn sobre entre
los naturales y los reales del intervalo [0, 1].
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Proposicidon r5, no existe una relacidon sobre los naturales en [0, 1].
Daremos dos demostraciones, la primera demostracidn se presenta en
el siguiente interactivo.

Demostracidn: (La idea es construir una contradiccion suponiendo falsa la conclusidon) .-3 I:ll 7'|

Pasa=10 Maostrar todo

@

Para la segunda demostracidn partiremos del siguiente resultado que
llamaremos:

R1. La interseccidn de intervalos cerrados anidados y no vacios, es no
vacia.

Demostracion: la interseccidn de intervalos cerrados anidados y no
vacios, es no vacia. Si definimos dos conjuntos: A el conjunto de
extremos izquierdos de los intervalos y B el conjunto de extremos
derechos de los intervalos. Podemos deducir que: ) # A C R y esta
acotado superiormente por cualquier b € B. Entonces por el Axioma del
supremo: Ja € R, tal que a = supA. Porlo tanto:a <a<b Va€ Ay
Vb € B. Asi: a pertenece a todos los intervalos anidados.
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En el siguiente interactivo se muestra la segunda demostracion.

Demostracion: (La idea es suponer falsa la conclusiin y de ahi, construir una contradicciin) ~ A
~ |0 |

Iniciar demostracion

Observaciones muy importantes

Los naturales, los enteros y los racionales por tener la misma
cardinalidad, se dice que son conjuntos numerables.

Cualquier subconjunto infinito de los naturales tiene la cardinalidad de
los naturales.

Todo conjunto numerable tiene la misma cardinalidad que los
naturales.

Los irracionales y por tanto los reales, son conjuntos no numerables.
Conclusiones

En resumen, tenemos que:

#(N) = #(2) = #(Q) < #(R)
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3.28.7 Otros Campos

3.28.7.1 Los enteros modulo n

Existen otras estructuras algebraicas finitas, que dependiendo del valor
de n natural, son o no, un campo. En el caso de aquellas que no son un
campo, se dan situaciones muy interesantes, como ecuaciones sin
solucidn o leyes algebraicas que no se cumplen.

El ejemplo mas sencillo

Presentamos a continuacidon la mads sencilla de estas estructuras:
(Zy,+,*),donde Zs = {0,1}y

+10]1 * 101

0101 0(0]0

11(1]0 1{0]1

Es relativamente sencillo hacer ver que cumple todos los axiomas de
campo.

Similarmente, tenemos: (Z3, +, *), donde Z3 = {0,1,2} y

+10(1|2 *101(2
00|12 0{0]0]0
1({1(2]0 1{0]|1|2
212|0(1 2|10(2]1

De seguro, las mds laboriosas de comprobar sean la asociatividad y la
distributiva, pero al igual que la anterior, es posible ver que cumple
todos los axiomas de campo.

En general estas estructuras se describen de la siguiente forma:
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Definiciéon

Sea Z, = {0,1,...,n — 1}, en donde se tienen dos operaciones, adicién
(4) y multiplicacién (x), definidas de la siguiente forma:

Se suma de manera usual en los enteros: k + [ = s y entonces en los
enteros modulo n:

L.Sis<mn,k+1l=s,

in.Sis>n,k+1l=r,

donde r es el residuo entero que queda al dividir s entre n.

Similarmente, se multiplica de manera usual en los enteros: k xl =my
entonces en los enteros mddulos n:

L.Sim<n,kxl=m,
i.Sim>n,kxl=r,
donde r es el residuo entero que queda al dividir m entre n.
Por ejemplo
Sin = 6, entonces Z¢ = {0,1,2,3,4,5}.

Asi:

34+ 2=>5puesd <6.

3+ 5 = 2pues b5+ 3 = 8 dividido entre 6 obtenemos 2 como residuo.

2 %3 = 0 pues 2 * 3 = 6 dividido entre 6 obtenemos 0 como residuo.

2x2=4pues4 <6
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Los enteros mddulo 4 en forma interactiva

A continuacion, verds la ilustracidn interactiva de las tablas se adicién y
multiplicacién de los enteros mddulo 4, y podris observar algunas de
sus propiedades, en particular que no conforman un campo, puesto que
falla la existencia del inverso multiplicativo y por lo mismo no se
cumple la respectiva ley de cancelacion.

(:Z_;. +.><:J N0 s Un campo r::f E
0o 1 2 3 Jd 1 2 3
o & +* +* +* % b 4 - ~ o
= -
N IS S 1
1 2 3 0 p 1 2 3
1e + . . . 1¢ L ] . . -
2 1
2+ + ? 00 * 2¢ p 02 P 02
1
34 03 00 01 02 3¢ P ? ? +*
|
04+0=0 0x0=0

Los enteros mddulo 5 en forma interactiva

Ahora verds la ilustracidon interactiva de sus tablas se adicién y
multiplicacién y podrds observar algunas de sus propiedades, en
particular que si conforman un campo.

Se observa facilmente que las operaciones son cerradas, conmutativas y
que existen neutros e inversos. Es un poco laborioso ver que en efecto
se cumplen las asociativas y la distributiva.
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(Z5,+,%) es un campo iy DI 7l|

0 1 2 3 . . ° Py -—
+ . : - = * E
0 D 1 2 3 4 0 ) 0 0 0 0
‘ P 5 iy . ‘ . . .
1 L 2 3 4 0 1 1 2 3 4
8 L4 * * . . * L . . . .
2 2 3 4 0 1 2 2 4 1 3
* [ £ ° * . 3 * * L . -
i 4 0 1 2
b ) -+ . . * . b 3 " E 3‘ ;1 .2
i 0 1 2 3
B t e o s e it 0 g

Toda ecuaciin de la foma:
a +x + b= 0tiene solucionen I

De lo anterior se desprende que al ser un campo, cumplen todos los
teoremas que demostramos para los reales, en particular las leyes de
cancelacidon para ambas operaciones.

Asi, en los enteros mdédulo 5, toda ecuacidn de la forma:
axz+b=0 = z=a'x(-b)sia #0.
Porejemplo:3xz+2=0 — z=3"1%(-2)=2%3=1.

Comprobacion: 3x1+2 =3+ 2 =15, pero 5 dividido entre 5 es 1 con
residuo 0, entonces en efecto z = 1.

De manera general

Aunque aqui no haremos la demostracidn, se sabe que: (Z,, +, *) es
campo <= n = p primo.

Conclusiones

En todos los campos se cumplen las leyes de cancelacidn, tanto para la
adicion como para la multiplicacién. En todos los campos tiene
solucidn cualquier ecuacidon de la forma:axx +b =10
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3.28.7.2 Mdas campos

A pesar de que los irracionales no son un campo, existen subconjuntos
de irracionales que en unidn con los racionales y con las operaciones
usuales en los reales, conforman un campo, por ejemplo:

F = {a +bv2|a,b € Q}

con cierta dificultad, pero se pueden comprobar todas las propiedades
de campo. En particular se puede ver que:

0 + 04/2 es el neutro aditivo.

1 + 0v/2 es el neutro multiplicativo.

y aun mds, se puede comprobar que: <ﬁ) - (ﬁ) V2 es el

inverso multiplicativo de a + by/2.
Por ejemplo: 3 — 24/2 es el inverso multiplicativo de 3 + 2+/2.

Similarmente se puede construir el campo: G = {a + bv/3|a,b € Q}.

En este caso: ;Quienes serian los neutros aditivo y multiplicativo? y
;Cudl seria la expresidn para los inversos multiplicativos?

Extendiendo el concepto tendriamos que los siguientes también serian
campos:

L = {a+b\/pla,b € Qypprimo }

M = {a+b/kla,bc Qy vk c I}

En ambos casos: ;Quienes serian los inversos multiplicativos?
Los reales no bastan

No obstante lo poderoso que es el campo de los reales, se presentan
situaciones algebraicas donde no basta. Por ejemplo, la ecuacidn:

22 + 1 = O no tiene solucién en R
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Esta situacidn motiva la aparicidn de nuevas estructuras algebraicas, en
este caso la de los nimeros complejos, cuya definicion, se basa en el
numero complejo, llamado: i = /—1.

Asique: i = —1,i% = —i,i* = 1, etc.
Definicidon

Los numeros complejos se definen como:
C={a+ibla,B € R}

Las operaciones adicion y multiplicacion:
Sean z = a1 + 161 Yy w = a2 + if2, entonces:
e z+w=(o1+ax)+iB1+ Pa)

o zxw= (a2 — G1P2) +i(a1f2 + frae)

Por ejemplo

Sean z = 2 + i3 yw = 1 + 4, entonces:

e z24+w=(24+1)+i(3+4) =3+17

e zxw=(2%1—-3%4)4+i(2%4+3%1)=-10+¢11

Los complejos son un campo

Con cierta dificultad, pero se puede comprobar que (C,+,x*) es un
campo. Generalmente la parte mas complicada es descubrir el inverso
multiplicativo.

Conclusiones

En todos los campos se cumplen las leyes de cancelacidn, tanto para la
adicion como para la multiplicaciéon. En todos los campos tiene
solucidn cualquier ecuacién dela forma:axx +b =10

En los complejos tiene solucion cualquier ecuacion de la forma:

a, " +a, 12" '+ .. +ax+a;=0
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Resultado que se conoce como el Teorema Fundamental del Algebra,
cuya primera prueba se le atribuye a F. Gauss en su tesis doctoral en
1799.

Precisamente la idea de ir construyendo los conjuntos numéricos desde
los Naturales a los Complejos, pasando por los Enteros, Racionales y
Reales es suplir las deficiencias que presentan en la resolucién de
ecuaciones algebraicas. Llegar al Teorema Fundamental de la
Aritmética fue toda una travesia histdrica en el desarrollo de las
matematicas.

3.29 Ejercicios

. Demuestra que —0 = 0.

.Demuestraque —(a — b) = —a + b.

.Demuestra que sia # 0y b # 0, entonces (ab) ! = a 1671
. Demuestra que si a # 0, entonces a® > 0.
.Demuestraquesi0 < a <by0 < ¢ < d, entonces ac < bd.

. Demuestra que a ! tiene el mismo signo que a.

N O oo W N

. Demuestra que si ab > 0, entonces a 167! > 0.

a>0yb<0

8. Demuestra que ab < 0, siy solo sf
a<0yb>0

a>0yb>0

9. Demuestra que ab > 0, siy solo si
a<0yb<0

10.
11.
12.

Demuestra que |a| = | — a.
Demuestraquea < |a|y —a < |a|.

Demuestra que |a + b| < |a| + |b]-
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13. Demuestra que:
i.|a —b| < |a| + |b|
ii. a| — [b] < [a] 4 [0]
iii. [|a| — [b]] < |a + b]
iv. |la| - [b]| < Ja — b
14. Resuelve, justificando cada paso, la ecuacién 5% + 3z — 2 = 0.
15. Resuelve, justificando cada paso, la inecuacién —3z2 + 7z — 6 < 0.

16. Resuelve, justificando cada paso, la inecuacién |z — 1| + |z — 2| > 1.

17. Resuelve, justificando cada paso, la inecuacién | — 222 +z + 1| >
T — 2.
18. Demuestra que |z — 3| < 1implica que E < L < 1
8 z+4 6
a+b
19. Demuestra que si0 < a < b, entonces a < vab < —— —5 < b.

20. Resuelve, justificando cada paso, la inecuacién 2% < 8 (no puedes
usar logaritmos).

21.Resuelve, justificando cada paso, la inecuacién z+3° <4 (no
puedes usar logaritmos).

22. Demuestra por induccién matemdtica que:

n(n+1)(2n+1)
6

_ ,r,n—i-l

Hl+r+ri+..+r"= ﬁparar#l

23. En Zjs resuelve la ecuacién 3z + 4 = 2.

1124224+ ...+ n2=

24. En el contexto de los teoremas, hay ejercicios que resolver.
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Funciones

Aqui podris encontrar el concepto de funcidn, sus operaciones bdsicas
y los tipos de funciones mds importantes en el cdlculo diferencial e
integral de una variable real.

También encontrards graficadores de funciones, que los podris usar
para representar operaciones o para visualizar mejor aquellas que
requieren un zoom o para construir funciones con pardmetros.

También encontrards ejercicios interactivos para el reconocimiento de
funciones.

4.1 Concepto de Funcion

Sean Ay B conjuntos no vacios. Una funcién f de A en B es una regla
de correspondencia tal que, a cada elemento de A le asocia un unico
elemento en B.

La anterior definicién aunque es util, no es rigurosa. Se cuestiona qué
entender por “regla de correspondencia”. Asi que a continuacidn se
proporciona una definicidn formal de funcién.

Definicion de Producto Cartesiano de dos conjuntos

Sean Ay B conjuntos. El producto cartesiano A x B de Ay B, se define
como:

A x B ={(a,b)lac Aybc B}

es decir, es el conjunto de todas las parejas ordenadas, donde el primer
elemento pertenece a Ay el segundo pertenece a B.
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Definicion de Relacién entre Ay B

Una relacién R entre Ay B es un subconjunto del producto cartesiano
A x B.

Definicion de Funcion de A en B

Una funcién f de A en B es una relacién entre A y B que satisface las
siguientes condiciones:

i.Va € A,3b € Btal que (a,b) € f.
ii. Si (a,b) € fy(a,c) € f,entoncesb = c.

Observa que

La condicidn 1. establece que todo elemento de A, tenga relaciéon con
algun elemento de B.

La condicidén ii. establece que ningun elemento de A, puede tener
relacién con mds de un elemento en B.

Una nota

Aunque las definiciones formales, no establecen que Ay B deban ser no
vacios, para los propdsitos de nuestro curso nosotros si lo haremos.

Notacion

e f:A— B, ffunciénde A en B.

e A= Domf, ADominio de la funcién f.

e B = Codf, BCodominio de la funcién f.

e Ranf={be B:b= f(a) para alguna a € A} C B, Rango de la
funcién f.

Ejemplos

e “Cada ser humano tiene una fecha real de nacimiento”.

e “Cada alumno en la UNAM tiene un numero de cuenta”.

Cada elemento del Dominio tiene asociado un unico elemento en el
Codominio. Asi, son reglas de asociacion que establecen una funcién.
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Varios elementos del dominio pueden tener asociado el mismo
elemento del codominio. Es seguro que muchos seres humanos hayan
nacido en la misma fecha.

No ejemplos

e “Cadaalumno de la Facultad de Ciencias tiene computadora”.

Es seguro que haya alumnos que no tengan computadora o inclusive
puede ser que haya alumnos que tengan mdas de una. Es una regla de
asociacién que no establece una funcién.

4.2 Funcion real de variable real

f : A — B esuna funcién con valor real de variablereal,si A C Ry B C
R. Es decir, cada real de A, tiene asociado un unico real en B. En
adelante, a menos que se diga lo contrario, se tomard B = R.

Como B C R, se le llama funcidn con valor real y como A C R, se le
llama de variable real.

No ejemplos
1
a.f:R — Rtalque f(z) = T

Observa que f(1) no existe.

b. f: R — Rtal que f(z) = /.
Observa que f(—1) ¢ R.

z+2siz€|0,1]

c.f:10,2] » Rtal que f(z) = {gg+1sia:€ 1,2]

Observa que el 1 se aplica con las dos expresiones y por consecuencia
1+2=3

tiene dos asociados: f(1) =
1+1=2
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l1—zsiz e |[l1,3]

1
d. f:[0,2] — Rtalque f(z) = {x+1siw€ 3, 5]

Observa que el 3 se aplica con las dos expresiones y por consecuencia
1-3=-2

tiene dos asociados: f(3) =
3+1=4

Observacion

Los cuatro casos anteriores podrian ser funciones con sélo corregir el
dominio. Por ejemplo en a. bastaria quitar del dominio el valor 1 y en b.
bastarifa tomar como dominio los reales no negativos. ;Qué
correcciones habria que hacer en los otros dos casos?

4.3 Algunos ejemplos

Funcidn constante f : R — R tal que f(z) = b.

0
=Y

(i a)
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Funcidén idéntica f : R — R tal que f(z) = .

@)

&
&
IS

1

L
I
1

<>é——————

sl
o
o

-1

®

Funcidn valor absoluto f : R — R tal que f(z) = |z|.

i

-1
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Funcién raiz cuadrada f : R* U {0} — Rtal que f(z) = /.

Q
o

>~ —-——

o

Funcién mayor entero, menor oigualaz f : R — Rtal que f(z) = [z].

r"|7||
4 1 —o ~ |0
3 —o

2 —
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Funcidn raiz cubica f : R — R tal que f(z) = {/z.

0

®

Funcién hipérbola equildtera f : R — {0} — Rtal que f(z) = -
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Funcion por pedazos f : [—6,5] — R tal que f(z) = {

—2siz € [—6,1]
zsiz e (1,5]

0
0]

8

®

@

Funcidén seno f : R — R tal que f(z) = sen(x).

[
=Y

w2
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Funcidn coseno f : R — R tal que f(z) = cos(x).

Q
o]

®

Funcidn exponencial f : R — R tal que f(z) = €”.

T

Q
=
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Funcidn logaritmica f : R™ — R tal que f(z) = In(z).

® |

4.4 Operaciones basicas

Sean las funciones f : A -+ Ryg: B — R, entonces definimos:
Adicién de funciones

(f+g9): ANB — Rtalque (f + g)(z) = f(z) + g(z).
Sustraccion de funciones

(f —9): AN B — Rtalque (f — g)(z) = f(z) — g(z).
Multiplicacion de funciones

(fg) : AN B — Rtal que (fg)(z) = f(z)g(z).
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Division de funciones

(g):c—w{e tal que <§>(w):%, donde C=ANB-—{z:
o(z) = 0}.

Observacion

En todos los casos el dominio debe ser la intersecciéon de A y B para
garantizar la existencia de f(z) y g(z) y por consecuencia poderlas
sumar. Pero ademds en la division se deben quitar los valores donde el
denominador g(z) sea cero.

4.5 Operacion composicion

Sean f y g funciones reales de variable real. Definimos (fog) : D — R
tal que (f o g)(z) = f(g9(z)) y D = {z : = € Domgy g(z) € Domf}

La variable x debe estar en el dominio de g para garantizar que exista'y
éste a su vez debe estar en el dominio de f para garantizar que exista

f(g()).
La composicién no es conmutativa

Reglas de asociacidn distintas: sean f: R — R tal que f(z) =2’y g:
R — Rtal que g(z) = sen(z)

(f 0 9)(z) = f(g(2)) = (9(x))* = (sen(z))’
(g0 f)(x) = g(f(z)) = sen(f(z)) = sen(a?)

¢Puede ilustrar un caso donde Dom(f o g) # Dom(g o f)?

} pero (sen(z))? # sen(z?)

Calculando componentes

En una funcién compuesta jcdmo puedes encontrar sus componentes?
Por ejemplo en:

f(z) = y/sen(cos(z?))



160

Una buena regla es leer de adentro hacia afuera. Es decir:

f(x) = |sen((cos(z?))) = f(z) = z(w(v(u(z)))), donde, u(z) = 2,

v(u) = cos(u), w(v) = sen(v) y z(w) = vw.
Observaciéon

La operacion composicion es muy util para generar una gran diversidad
de funciones.

4.6 Funciones con parametros

Illustraremos algunos ejemplos de familias de funciones variando
coeficientes.

Funcidn lineal, f(z) = az + bconz € R.
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Funcidn cuadrdtica, f(z) = az? + bz +cconz € R.

Q

®

o
"
=

®

Pl
[
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Una familia con raiz cuadrada, f(z) = ay/z + bconz > 0.

o
&7
i
]
f(’ﬂ) L
24 :
. E
iy o 1 2 3 2 5 T Tz 2 10 11 12
H i
]
] a=1
@
=l b=0
® e
Una familia con mayor entero, f(z) = a[z] + bconz € R.
2]
— 2]
24 W}
14 L e
b % b e : ; 7 :
| e S
a=1
@
— -2 b=0
@ - 3
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Una familia de hipérbolas equildteras, f(x)

2erconas;«réo.
x

P
[

L

®

—1f 4

-z

15 20

Una familia de senoidales, f(z) = asen(bz +¢) + dconz € R.

Pl
[ ¥
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Una familia de cosenoidales, f(x) = acos(bx + ¢) + d con z € R.

. o |2
N\ / \ - /
—3m —ITI 12 0 o T 123
) :
flx)e - - — - - — -
- a=1
O.. =
b=1
S -
~lc=0
Ta=0
@ —
Una familia de exponenciales, f(z) = ae® + bconz € R.
< |57
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Una familia de logaritmicas, f(z) = aln(z) + bcon = > 0.

4

24

-1

-z

-3

a=3
®
b=0
® i
24+ b
Un cociente de polinomios, f(z) = % conzx # —d.
z

G i —————
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Una composicién de funciones, f(z) = acos(bz?) conz € R.

®.
n
[
o

® e

4.7 Funciones Biyectivas

Para definir las funciones biyectivas, requerimos definir las funciones
inyectivas (también llamadas uno a uno) y las suprayectivas (también
llamadas sobre).

Funciones inyectivas

Una funcién f: A — B es inyectiva, si para todo aj,as € A tales que

a1 # az = f(a1) # f(a2).

Elementos distintos del dominio, tienen imdgenes distintas en el
codominio, es decir, elementos distintos del dominio, no pueden tener
la misma imagen en el codominio.
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Funciones suprayectivas

Una funcién f : A — B es sobre, si para cada b € B, existe a € A tal que

f(a) =b.

Significa que todo elemento del codominio es imagen de algun
elemento del dominio. Aquf es bueno hacer notar que toda funcién es
suprayectiva sobre su Rango.

Funciones Biyectivas

Una funcién f: A — B es biyectiva, si es a la vez inyectiva y
suprayectiva (llamada brevemente: uno a uno y sobre).

Ejemplos
No es inyectiva, no es sobre, f : R — Rtalque f(z) = 22 + = — 2.

Dem: La idea es mostrar dos elementos del dominio 2 [ 7||
con la misma imagen y,un elemento del codominio o
que no sea imagen de ningin elemento del dominio.

Iniciar la Demostracién

Mostrar Todo
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Esinyectiva y es sobre (es biyectiva), f : R — R tal que f(z) = 2z + 1.

&7

Demostraciin: La idea es mostrar que es uno auno y sebre.

Iniciar demostracion

Mostrar todo

No es inyectiva, pero si es sobre, f : [—3,3] — [—0.5,4] tal que f(z) =
4 — z?
z2 +1

Dem: La idea es mostrar dos elementos con la misma imagen

o7l

Q

v que el rango es [—0.50,4].

Iniciar Demostracion

Muostrar todo
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$2

Es inyectiva, pero no sobre, f : [0,00) — R tal que f(z) = — —
x

Demostracion: La idea es mostrar que imigenes iguales provienen de elementos iguales. o A

Iniciar demostracion

4.8 Funciones Monodtonas

Para una funcién f : I — R definida en un intervalo I, existen 4 casos
posibles de monotonia.

e Esmondtona creciente, si:z; < £ — f(x1) < f(z2)

e Esmondtona decreciente, si: 21 < zo = f(z1) > f(z2)

e Esmondtonano creciente, si: z; < 5 = f(x1) > f(x2)

¢ Es mondtona no decreciente, si: 1 < zo —> f(x1) < f(x)

Ejemplos

A continuaciéon se presentan ejemplos de los diversos tipos de
funciones mondtonas.
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Es mondtona creciente, f : R — R tal que f(z) = z°.

Demestracién. Laidea es mostrar que: X —x; > 0 = x3 —xJ > 0,
pero comoxd —xd = G, —x )F + v+ xD) y (x,—x) =0,
entonces basta mostrar que: x.f. + x9x7 + xf >0

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

S (x2)

E— _f(:l:l)

Es mondtona decreciente, f : [0,00) — R tal que f(z)

B 1
Cox2 41

Iniciar demostracion

Maostrar todo

Demostracién: La idea es mostrar que si x; < x;, entonces f(x;) > f(x3).

el
et

Arguetal/Linares 2015
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Es mondtona no decreciente, f : R — R tal que f(z) = [z].

Dem: La idea es mostrar que si x; < x,,entonces f(x,) es menor o igual que f(x;)

Iniciar Demostracion

~
[ =4

T Ty

Mostrar Todo

Es mondtona no creciente, f : R — R tal que f(z) =1 — [z].

Demostracidon: La idea es utilizar el hecho de que la funcidn f = [x] es no decreciente.

Iniciar demostracion

Mostrar todo

0
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La importancia de que el dominio sea un intervalo

Pareceria ser mondtona decreciente, f : R — {0} — R tal que f(z) =

Esta funcion es decreciente en (—o,0)
y también es decreciente en (0, ).

iNo debes concluir por ello que entonces es decreciente!
$:

O bserva que su dominic no es un intervalo
Ademis,—1 = 1 ysin embargo, f(—1) < f(1) 11

4.9 Funciones Pares e Impares

Se llaman asi porque tienen simetria, respecto al eje vertical o respecto
al origen. Asi, sus dominios son simétricos al origen, es decir: z €
Domf <= —x € Domf.

Funcion par

f es par, si: f(—z) = f(x) Vx € Domf. Tiene simetria respecto al eje
vertical.

Funcién impar

f esimpar, si: f(—z) = —f(x) Vz € Domf. Tiene simetria respecto al
origen.
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Algunos teoremas

1. Siges pary h par, entonces gh es par:

(gh)(—z) = g(—z)h(-z) = g(x)h(z) = (gh) ().
2. Si g es par y himpar, entonces gh es impar:
(gh) (=) = g(—z)h(-z) = g(z)(—h(z)) = —(gh)().

3.Sigesimpary himpar, entonces gh es par:

(gh)(—z) = g(—z)h(-z) = (—g(2))(—h(z)) = (gh)().

Funciones pares

Espar, f : R — Rtalque f(z) = 1
T

@)
=Y

Demostraremos qUE 3 par, usando el teorema: par por par, és par.

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo
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5132

Espar, f : R — Rtal que f(z) = 21

Demostraremos que es par, usando el teorema par por par, es par.

‘ Iniciar demostracion |

I
et

Mostrar tode

Funciones impares

Esimpar, f : R — Rtal que f(z) = 23

Demostraremos que es impar, es decir que: f{—x) = —f(x)

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

0
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x
2+ 1

Esimpar, f : R — Rtal que f(z) =

Demostraremos que es impar, usando el teorema: impar por par es impar. g (|

- o
Iniciar Demaosiracion

/i

Un teorema mas: Toda funcidn es suma de una par con una impar

Cualquiera f se puede expresar de la siguiente forma:

sy = (LI o (LELIED) ) + (o

Puedes checar laigualdad y que, g es par y h impar.

4.10 Funciones Acotadas

Se dice que f es acotada si: existe M tal que |f(z)| < M Va € Domf.

De manera equivalente se dice es acotada si: existen m y M tales que

m< f(z) <M Vz & Domf.

Esta segunda definicion permite tipificar si f estd acotada superior o

inferiormente segun existan M o m, respectivamente.
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Algunos teoremas

1.Si g(z) < f(z) Vzy g no estd acotada superiormente, entonces f
tampoco lo esta.

2.Si f(z) <g(x) Va y g estd acotada superiormente, entonces f
también lo esta.

3.51 f(z) < g(x) Vzy g no estd acotada inferiormente, entonces f
tampoco lo esta.

4.S1 g(z) < f(x) Vx y g estd acotada inferiormente, entonces f
también lo esta.

Sus demostraciones en realidad son sencillas y puedes realizarlas sin
mucha dificultad.

Ejemplos
Es acotada, f : R — Rtal que f(z) = :
S d x4l
Demostraremos que existenmy M tales que: m = f(x) < M Vx € Domf iy E

Iniciar demostracion
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2
i
Es acotada, f : R — Rtal que f(z) = ——
Demostraremos que existenm y M tales que: m = f(x) = M ¥x € Domf 5 E
Iniciar demostracion
1
\m)by—f’-
i . O
-1 1 T
-1
Maostrar todo
i
Esacotada, f : R — Rtal que f(z) = ———

Demostraremos que existen m y M tales que: m < f(x) = MV x € Domf

Iniciar demostracion

-2 -1

Mostrar todo
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No ejemplos

No es acotada, f : R — R tal que f(z) = [z]

[+]
Demostraciin:La idea es usar los teoremas anteriores. F.": DI zl
Iniciar demostracion a0y
f(x) |
I
*—0 |
|
|
o —@§P—o
i
P—
*r—0
0 ]

Mostrar todo

No es acotada, f : R — {0} — R tal que f(z) = é

D " (Supand‘r'emus que estd acotada superiormente )
g ELTacKa. y construiremos con ello, una contradiccion,

Iniciar demostracion

@ Mostrar todo
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No es acotada, f : R — R tal que f(z) = 23

[Mostraremos que no estd acotada .supert’ﬂrmente.) g |:|I 7'|

Demostracion: comparandola con una menor, gue no lo este,

Iniciar demostracion

@ Mostrar todo

Observacion

Las funciones acotadas no pueden crecer o decrecer al infinito. Mds
bien sus graficas se encuentran entre dos rectas paralelas al eje de las z,

las que pasan por my M.

4.11 Funciones Periddicas

Una funcidn f es periddica con un periodo ¢ # 0, si:
i.Ve € Domf — x+t € Domf

ii. f(z +1t) = f(x) Ve € Domf

Una observacion pertinente

Si una funcién es periddica puede haber varios valores de t que
cumplan con dicha propiedad. Por ello, al minimo valor positivo de ¢
para el cual se cumple esta propiedad, se le llama el periodo de ¢.

Si es t periddica significa que sus valores se repiten con regularidad. De
manera practica significa que la grédfica de la funcién en un cierto
dominio, se repite a la derecha y la izquierda.


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap4/43_no_es_acotada_3.html

180

Ejemplos

Es periddica, f : R — Rtal que f(z) = = — [z]

Q
=

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Demostraremos que f(x + 1) = f(x) vx € R Es ficil ver que 1 es el minimo.

Yy

Es periddica, f : R — R tal que f(x) = sen(z)

Q
=

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Demostraremos que sen(x + 2n) = sen(x), vx € R. Es ficil ver que 2w es el minimo.
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Es periddica, f : R — R tal que f(x) = cos(x)

Demostraremos que cos(x + 2w) = cos(x).vx € R. Es ficil ver que 2w es el minimo.

o
Iniciar demostracion

0

Mostrar todo

P
AV

No ejemplos

No es periddica (jes mondtonal), f : R — R tal que f(z) = [z]

Dem: La idea es mostrar que si x; < x, ,entonces f(x,) es menor o igual que f(x;)

Ve

T

Maostrar Todo

o =/
Iniciar Demostracion
L —
t (wgye—
|
o T o—‘—o o
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No es periddica, f : R — R tal que f(z) = sen(x?)

Dem:Suponemos que 3 a tal que f(x + a) = f(x) ¥x y entonces calculamos a

p
0]

1
Iniciar Demostracion Y f

Mostrar Todo

No es periddica (jes mondtonal), f : R — R tal que f(z) = z*

Demestracién. Laidea es mostrar que: X —x; > 0 = x3 —xJ > 0,
pero comoxd —xd = G, —x )F + v+ xD) y (x,—x) =0,

entonces basta mostrar que: x.‘? + x9x7 + sz_ >0

Iniciar Demostracion

Mastrar Todo
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4.12 Graficador de Funciones

GRAFICADOR DE FUNCIONES

(@

f(x) = sen(x)

—4

gx) = x+1

En las casillas de texto de f v g puedes cambiar la expresion y oprimir Enter

l Ver funciones i

4.13 Grafica Funciones con zoom

—
f(x) = xsen(1/x)
Puedes campbiar la expresion de la funcién
y dar Enter para que 5g grafique.

Ver funciones

&
0.1 4
0.05 4
|
u U I[Z '3.'1 0.‘15
—0.05
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4.14 Grafica Funciones con parametros

4
fix)= asechibx+c)+d Dzl

Puedes cambiar la expresion de la funcion
v dar Enter para que se grafique

0

3

a=% c=0

* =

b=1 d=0

® L
-4

4.15 Ejercicios interactivos

Titulo Ejercicios Interactivos
Subtitulo: Tema de Funciones

CaracteristicZ Elige el tipo de funcion:

LU0 ejemplo

srouetal inaras 3015
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4.16 Ejercicios

1. Realizar lo siguiente:
a. ;Qué significa que f sea una funcién de A en B?
b. Escribir la definicidn de funcién inyectiva y muestre un ejemplo.

c. Escribir la definicién de funcidn suprayectiva y muestre un
ejemplo.

d. Exhibir un ejemplo de una regla de correspondencia entre dos
conjuntos, que no sea una funcion.

2. Realizar lo siguiente:
a. Escribir la definicién de funcién par y de funcién impar.
b. Escribir la definicién de funcidn acotada.
c. ;Cualquier funcidn real de variable real, debe ser par o impar?

d. Un requisito importante para definir las funciones mondtonas es
que su dominio debe ser

e. Exhibir un ejemplo de una funcidn real de variable real, que no
sea mondtona.

f. Exhibir un ejemplo de una funcidn real de variable real, que sea
inyectiva, pero que no sea mondtona.

3. Investigar si las siguientes funciones con dominio R, son inyectivas,
suprayectivas o biyectivas. Justificar detalladamente sus respuestas.

i) f(z) = [z] + 2 i) f(z) = 2* iii) f(z) = —z + 3

iv) f(z) = sen(z) V) f(z) = 2% — 2z vi) f(z) = cos(z)
4.Dadas las funciones f(z)=zVzecR y g(z)=[z] Ve € [-2,3]

dibujar las graficas de f + g y f — g. Es importante considerar sus

dominios.
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5.

. Describir la gréfica de g en términos de la graficade f(z) =z

Investigar si las siguientes funciones con dominio en R, son pares o
impares. Justificar detalladamente sus respuestas.

. 1 2
V@)= D=5 g W

. Investigar si las siguientes funciones con dominio en R, son o no
acotadas. Justificar detalladamente sus respuestas.
1 z x?
. 3 LX) 3
1 )= 1 T) = m) ——— 1vV) ———
) @) @)= W my WS

. Demuestre que las siguientes funciones son mondtonas (creciente o

decreciente) en el intervalo [0, co].

. , . 1 oy L
i) f(z) ==z ll)f(m):x2+1 m 22 + 1

iv) |z|

. Esbozar las graficas de las siguientes funciones, trazando un numero

de puntos suficiente para obtener una buena idea del aspecto
general. (Una parte del problema consiste en hacer una estimacién
acerca de cuantos puntos serian “suficientes”: Los interrogantes que
se ponen tienen por objeto hacer ver que vale mds discurrir un poco
que trazar centenares de puntos).

. ]' 7 7 7 .
i) f(z) = ¢ + —. §Qué ocurre cuando z estd proximo a 0 y cuando z
x

es grande? ;Qué posicion ocupa la grafica en relacién con la grafica
de la funcién identidad? ;Porqué es suficiente considerar primero
s6lo z positivos?

i) f(2) :a:—%

1 1
L XX) o 2 . 2
iii) f(z) =« —i—; iv) « -

i) g(z) = f(z) +c

ii) g(z) = f(z + ¢) jCuidado, es ficil equivocarse!

iii) g(x) = cf(z) Distinguir los casos:c =0,c¢ > 0yc < 0
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10.

11.

iv) g(z) = f(cz) Distinguir los casos:c = 0,c¢ > 0y c < 0

v g(2) = /- vi) g(z) = £(Ja])
vil) g(2) = |f(z) viii) g(a) = maa(£,0)
ix) g(z) = min(f,0) x) 9(a) = maa(f, 1)

. Interpretar lo siguiente:

Sea f(z) = - i -
i) 7(f(z)) sPara que z tiene sentido?
i)

iif) f(cz)

iv) f(z +y)

v) f(z) + f(y)

vi) f(|z)

0, x racional

1, rirracional

Sea g(z) = x®> ysea h(z) = {
i) ;Para cudles y es h(y) < y?
ii) sPara cudles y es h(y) < g(y)?
iii) ;Qué es g(h(z)) — h(2)?

iv) ;Para cudles w es g(w) < w?

v) sPara cudles e es g(g(e)) = €?
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12.

13.

14.

Encontrar el dominio de las funciones definidas por las siguientes
férmulas.

i) f(z) = V1 — z?
ii) f(z) =vV1—v1—a?

i) f@) = —— +

z—1 r—2

iv) f(z) =vV1—22 ++z2 -1

V) f(z)=vV1—z+ vz —2

Sean S(z) = z2, P(z) = 2%, s(z) = sen(z), f(z) = vz y g(z) = 2z +
3. Calcular lo siguiente:

i) (So P)(y) i) (Sos)(y) i) (fog)(u)
iv) (SoPos)(t) + (so P)(t) ) s(t) vi) (90 £)(u)
vii) (f 0 9)(v) + (9.0 £)(v) vil) /@) ix) g (o)

Indicar sobre una recta el conjunto de todas las = que satisfacen las
siguientes condiciones. Dar también un nombre a cada conjunto,
utilizando la notacién para los intervalos (en algunos casos serd
necesario también el signo U).

)|z —3 <1 i) [z —3) <1
. 1
iii) [z —a| < ¢ 1V)|$2—1|<§
V) L .1 i) 2? +1>2
14+22 5 vz -

vii) (z +1)(z —1)(z —2) >0



Limites

Aqui encontrards el concepto de limite de una funcién en un punto,
tratado con un enfoque intuitivo y formalizado por medio de
vecindades.

Este concepto es de los mds importantes en el Cdlculo,porque de él
dependen otros,como los de Continuidad,Derivada e Integral. En si
mismo el concepto de limite es interesante porque proporciona
informacidn sobre el comportamiento de una funcién alrededor de un
punto.

Encontrards las demostraciones de los teoremas, paso a paso, asi como
ejemplos y ejercicios interactivos. También encontrards construcciones
interactivas con el propdsito de ayudar a una mejor comprension.

PuedeE mover los puntos rojos para cambiar la E
vecindad de L de radio £ ¥ los puntos a vy (a,f{a)).

Puedes mover las x en (a - §,a + &) - {8}, para
compripbar gque fix) caeen (L-£ L + £).

L4+

a-6 = a X a+b

Da clic si deseas f(a): |_|
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5.1 Conceptos previos

Aqui encontrards algunos conceptos necesarios para abordar
concepto de limite.

Vecindad de un punto a

Recuerda que:

z—a|<r <= —r<z—a<r <<= a—-r<z<a+r < zxc
(a—r,a+r)

a-r S a+r

el

Se trata de las z que distan de a en menos que r, o bien, de las z que
pertenecen al intervalo abierto con centro en a y radio r. A estos
intervalos les llamaremos Vecindad de a de radio r y la denotaremos

por: v,(a).
Ejemplos:
Resolver la desigualdad: A
o

Ix-1| <4

A A A
7 1 Sol. paso a paso
2 = ' = - Argueta/Linares 2015 . B 4
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Vecindad agujerada de un punto a

En el tema de limites, son importantes las vecindades de a de radio 7,
pero excluyendo al punto a. Es decir:

vr(a) — {a},otambién 0 < |z —a| <7

A este tipo de vecindad le llamaremos Vecindad agujerada de a de
radio r y la denotaremos por: v/ (a)

:
[Sps
a

a-r a+r

Punto de acumulaciéon de un conjunto A

También en el tema de limites es importante el concepto de punto de
acumulacién de un conjunto A.

Se dice que a es punto de acumulaciéon de un conjunto 4, si: v2(a) N
A#+0D VYr>0

Es decir cualquier vecindad agujerada de a, tiene al menos un
elemento de A.

Cuando hablemos de limite de una funcién en un punto a, serd
necesario que cualquier vecindad agujerada de a, tenga al menos un
elemento del dominio de la funcidn, es decir que a sea punto de
acumulacidn del dominio de la funcién.
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Ejemplos:
— A
Ejemplos: IiI VI E

Sea A= {% | n N (naturales) }

Sol. paso a paso o

ArguetaiLinares 2015

5.2 Nocion intuitiva de limite

En este apartado encontrards una introduccién un tanto intuitiva al
concepto de limite de una funcién en un punto.

Es importante que consideres, que cuando se habla del concepto de
limite, se tienen en juego los siguientes elementos:

e Un punto a sobre el eje de las z.
e Un punto L sobre el eje de las y.
e Y una funcién f con valores reales de variable real, que puede o no

estar definida en a. Es decir, que pueda que exista o no f(a).

Y con tales elementos se formula la pregunta: ;Todos los valores «z,
“cerca” de a, tienen sus imdgenes f(x) “cerca” de L?
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Si es asi, intuimos que L es limite de f en a, pero en caso contrario

decimos que L no es limite de f en a.

;Cudl seria el caso contrario? Que existiera una z “cerca” de a, cuya

imagen f(z) quedara “lejos” de L.

Por ejemplo, un caso en el cual L no es limite de f ena

Puedes mover los puntos rojos L, X, v X
-

5

O s s s e

-
A
L]
=
s

OBSERVA: L no es limite de f en a.

Valores X, cercadea = valores f{xz}cerca de L,

2

Valores X, cerca dea = valores f{x1} lejos de L.
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Por ejemplo, un caso en el cual L si es limite de fena

Leslimiedefena

- mm mm owmm o o e

D= mm == ==
e bt

m Da clic =i no deseas f(a)
uedes mover los puntos rojos

Observaciones

En esta visidn intuitiva, se tiene un problema: las nociones “cerca de” o
“lejos de”, no son tan precisas como lo requiere una definicion

matematicamente correcta.

e Basta recordar propiedades como que “Entre dos reales existe una

infinidad de ellos”.
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e O también que entre dos intervalos cerrados de diferente longitud se
puede establecer una biyeccidn.

e Es decir, que la cardinalidad de los conjuntos de reales en cada uno
de ellos, es la misma.

Por lo anterior, para definir adecuadamente el concepto de limite de
una funcién en un punto, tendremos que recurrir a conceptos ya
definidos anteriormente como son los intervalos abiertos con centro
en un punto, llamadas comunmente vecindades alrededor de dicho
punto.

La cercania de valores a un punto, se puede referir a que tales valores se
encuentren en una vecindad del punto, del radio arbitrario. Es decir no
se trata de una distancia particular para definir si se estd cerca o no de
un punto, mds bien se trata de un proceso de acercamiento que no se
detiene.

Por ultimo, en el caso del concepto de limite, tendriamos que relacionar
dos tipos de vecindades, las que se toman arbitrarias alrededor del
punto L y las que se encuentran alrededor de punto a.

Conclusiones

Tratando de redondear las ideas anteriores, para hacer ver que L es
limite de f en a, tendriamos que hacer lo siguiente:

e Como queremos cercania al punto L, habria que dar una vecindad U,
alrededor de L, de radio arbitrario.

e A partir de U, encontrar una vecindad V alrededor de a, de tal
manera que las z en V, tengan sus imdagenes en la vecindad U
alrededor de L.

e Y esto deberiamos poderlo hacer para cada vecindad U, con
excepcidn del valor de f en a, de la cual no sabemos si exista o noy
que por demds no importa. En realidad nos interesan los valores
“cerca” de a.
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Es importante desde luego usar una notacion adecuada. Es decir,

¢ Una vecindad alrededor de L, de radio € > 0 arbitrario, se puede
representar como v, (L).

e Una vecindad de radio § > 0 que no considere el punto a, se puede
representar por v§(a).

e Y asi poder decir que L es limite de f en a, si para cada vecindad
v.(L) existe una vecindad v{(a), tal que: Vx € DomfNv(a) se
cumpla que: f(z) € v:(L). Se agrega que z sea elemento del dominio
de la funcidn para garantizar la existencia de f(z).

Sugerencia

La definicién formal, que verds en la siguiente seccidn, se acostumbra
formularla con vecindades expresadas en términos del valor absoluto.
Por ello, te sugerimos estudiar detenidamente la secciéon de Conceptos
previos.

Mientras tanto puedes analizar las siguientes construcciones
interactivas.

El radio € de la vecindad alrededor del limite L se puede cambiar al mover el punto rojo L + £. Nota que al cambiar el = pJ
tamaiio de Ia vecindad, correspondientemente se cambia el radio & de la vecindad alrededor de a. D

Los puntos azules x, y x, se pueden mover dentro de las vecindades: (a — §,a) y (a, a + &) correspondientemente. Nota
que las imdgenes de los puntos x, y x; siempre caen en la vecindad (L — ¢, L + €), lo cual muestra que:

Sixe(a—-d,a)u(a,a+8) =(a—&a+8)—{a}, entonces: f(x) e (L— €L +e)

a—d

| Da clic si deseas ver f(a)

a+d
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Puedes mover los puntos rojos paramover L.ey §

Puedes mover el punto azul y checar si sus imigenes quedan en (L —& L+ &)

; Existe algin limite Lde f ena?

B e I e

Ry
a—ah T Ja+4d

5.3 Definicion de limite

L es limite de f en a, si para cada ¢ > 0,35 > 0, tal que Vo € Domf, si
0 < |z —a| < §,entonces |f(z) — L| < e.

Es decir, para cada vecindad v, (L) debe existir una vecindad v§(a), tal
que:Vz € Domf Nv§(a) se cumpla que: f(z) € v (L).

La notacidn que se utiliza en tal caso es: L = lim f(x).
T—a

Observaciones

En esta definicidn:

e El punto a debe ser de acumulacion del dominio de la funcidn. Asi se
garantiza la existencia de puntos del dominio, tan cerca de a como se
quiera.

e No importa lo que ocurra en a, sino a su alrededor. La funcién puede
o no estar definida en a.

e También importa hacer notar que § > 0 estd en funcién de € > 0. Por
ello, en algunos libros se acostumbra escribir en la definicién: § =
i(e).
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Construccidn interactiva

El radio € de la vecindad alrededor del limite L se puede cambiar al mover el punto rojo L + €. Nota que al cambiar el =
tamatiio de la vecindad, corresp i se cambia el radio § de Ia vecindad alrededor de a.

Los puntos azules x, y x, se pueden mover dentro de las vecindades: (a — &,a) y (a,a + §) correspondientemente. Nota
que las imdgenes de los puntos x, y x, siempre caen en la vecindad (L — €, L + €), lo cual muestra que:

Sixe [a—dalVia,a+d) =(a—da+ 8 —{a}, entonces: f(x) e (L—e,L +€).

a+d

| Da clic si deseas ver f(z)

Ejemplo

. Seaf: IR =IR tal que f(x) = c.
Ejemplos: -
. - Demostrar que lim___f(x)=c

Ll

Demostracion:

Y
Argueta/Linares 2015 Sol. pasa a paso X
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Graficos interactivos

0
ol

flx)=¢

o

flx)=mx+b

Negando la definicidn de limite
Lno eslimite de f en a, si Je > 0, tal que V§ > 0.
Jz € Domf, que cumple 0 < |z — a| < §, pero |f(z) — L| > e.

Es decir, que existe una vecindad particular v.(L) tal que cualquiera
que sea v{(a), 3z € Domf Nv¢(a)y que sin embargo: f(z) ¢ v.(L).

En algunos libros para referirse a una vecindad particular de L, utilizan
go- Es decir, establecen que:

L no eslimite de f en a, si 3g¢ > 0, tal que V§ > 0.
Jz € Domf,que cumple 0 < |z — a| < §, pero |f(z) — L| > eo.

Recuerda: la negacion de un cuantificador universal se logra mediante
un existencial y viceversa. (Ver Cuantificadores en Tema de Ldgica).
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Construccidn interactiva

Puedes mover los puntes rojos paramover Ley § ::‘ DI 7||
{ Puedes mover el punte azul y checar si sus imigenes quedan en (L —& L + &)
; Existe algin limite Lde f ena?

U
1 1
I 1
I 1
i 1
1 1
B
1 1
1 1
4 I 1
i i
A L
i
1 1
r 1 1

-

a— ‘5\ ® = E a+d
L
Ejemplos
~ A
= D]

Ejemple 1

Ejemplo 2

Ejemplo 3
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Unicidad del limite
Teorema: Si una funcidn f tiene limite en a, éste es Unico.

Silim f(z) = Ly y lim f(x) = Ly entonces L; = L.
rT—a

T—a

Demostracion: (Idea:suponer la existencia de dos limites y llegar a una rontradircién]; DI 7||

Paso 1

Mostrar todo

5.4 Limites laterales

En muchas ocasiones es util analizar el comportamiento de una
funcién alrededor de un punto a, pero de manera lateral. Es decir, por la

derecha o por la izquierda del punto a. Asi tendriamos:

L, es limite lateral derecho de f en a, si para cadae > 0,30 > 0, tal que
Vo € Domf,sia < x < a + d, entonces |f(x) — L4| < €.

De manera similar, L; es limite lateral izquierdo de f en q, si para cada
e > 0,30 > 0, tal que Vo € Domf, si a — 0 < z < a, entonces |f(z) —
Li| <e.

Y se denotan respectivamente por: Ly = lim f(z)y L; = lim f(x).
z—at T—a~
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Teorema sobre limites laterales

L =lim f(z) <= lim f(z) = lim f(z)=L

r—a r—a— r—at

Esto significa que el limite existe y es igual a L, si y sélo si los limites
laterales existen y son iguales a L. Puedes deducirlo observando la
equivalencia siguiente:

0<|z—a|l<dsiysdlosi(a<z<a+d)y(a—d<z<a)
El limite no existe

Si alguno de los limites laterales no existe o si existen, pero no son
iguales, entonces la funcidn no tiene limite.

Construccidn interactiva

Puede mover los puntos rojos para cambiar los puntos a o x. ,.:; |:|I 7'|
Observapara qué valores de a,la funcion tiene limite.

11} e 1 ) SR> -
Ly=1.23

+

lim fG)= _1 lim, f(x) = 1 93

—>L
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Limites distintos o inexistentes

o |57

5.5 Ejemplos de limites

En muchas ocasiones el cdlculo de la delta en términos de la épsilon, no
es tan sencillo como en los ejemplos del apartado 2 de este tema. A
continuacidén te explicaremos un procedimiento para aligerar esta

tarea.

Un procedimiento para calcular delta

De acuerdo con la definicidn de limite: Dada ¢ > 0 se trata de encontrar

d >0talquesi0 < |z —a| < §, entonces |f(z) — L| < e.

El procedimiento:

1. Escribir |f(z) — L| < |g(x)||z — a

2. Acotar g(z), es decir, encontrar M, tal que: |g(z)| < M. (Es probable
que para acotar g(z), sea necesario trabajar en una vecindad
particular de a, de radio 6 > 0).
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3.Encontrar §; > 0 de tal manera que si 0 < |z — a| < d;, entonces

M|z — a| < €. (Es claro que: §; = %)

, , 60>0 é‘lzﬁ
4. Asi se tendria que: |f(z) — L| < |g(z)||lx —a| < M|z —a|] < e.
5.Entonces tenemos que: |f(z) —L| <e cuando se tome 4§ =
, €
min {50, i }
Observacion: Si en 2) no requieres §, > 0 para acotar a g(z), entonces

€
bastatomard = i 0 una menor.

Un par de ejemplos usando el procedimiento
Ejemplo 1. Demostrar que: lim z sen (l) = 0.

z—0 €T

Demostracidn: Sea ¢ > 0 arbitrario. Queremos d > 0 tal que si0 < |z —
(2)
xsen|— | —0
x
Apliquemos el procedimiento:
()
zsen | — | —0|=
x
(2)
z sen | —
x

de por sila funcidn seno estd acotada).

< E€.

()]l )
zsen|— || =|z||xsen|— ||
T T

< 1 (no requerimos un §, > 0 puesto que

0| < 4, entonces

1. Escribimos:

2. Sabemos que:

3. Asi, necesitamos > 0 tal que: si0 < |z — 0] < §, entonces |z| = |z —
0| <e.

4. Alavista tenemos que basta tomar § = .

Ejemplo 2. Demostrar que: lin% z? = 4.
T—

Demostracidn: Sea ¢ > 0 arbitrario. Queremos § > 0 tal que si0 < |z —
2| < &, entonces |2 — 4| < ¢
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Apliquemos el procedimiento:

1. Escribimos: |22 — 4| = |z + 2||z — 2|.

2.Tomando dy =1 tenemos: |z —2|<1 <<= —-1<z—-2<1 <

3<z+2<5 << |z+2|<5.

3.Paraque:0 < |z — 2| < §; = b|z — 2| < e bastatomar §; = %

£

—5

)=1 5
4. Asi tendriamos: |22 — 4| = |z + 2||z — 2| < 5|z — 2| e

5. Entonces: § = min {1, 5} — |z? — 4| <e.

Mais ejemplos sobre limites

Ejemplos Sea a > 0. Demostrar que: lim,__ \/; = \/a_

Demostracion:

Sea &> 0 arbitrario.
Queremos 6 >0talque: O<|x-a|<d = l\/x - x/a | <&

Escribimos:

\/x +\/a
|\/:-c—\/a|—| \/X-\/al—f ﬁlux al

Sahiendo que \/; >0y \/a_ >0, acotamos:
1 1
I—= —
\/x + \/a| \/a

Entonces buscamos 6 > 0 tal que:

]
O<|x-a|j<d = _ |x-a]<e
a

Observa que no requerimos un &, y que tomando & = V/a £, tenemaos:
O<|x-a|< \/a E = |\/:{ - \/a|=:

Argueta/Linares 2015 Otro ejem plo |

|>< al<e
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5.6 Algebra de limites

En este apartado encontrards los teoremas relacionados con el limite de
una suma, resta, producto y division de funciones. Para ello iniciaremos
con el siguiente:

Lema

) € €
1) Sijz — 0| < Ey\y—yo\ < §,entonces (z 4+ y) — (o +yo)| < e.

Demostracion: La idea es utilizar las hipotesis y propiedades de valor absoluto. | |:|7||

—

Iniciar demostracién

Maostrar todo

g g
2) Si |z — x <min{1,—} — 0 <min{1,—}.
) Sile - a I e 2(Jzo| + 1)
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Q
=Y

Demostraciin: La idea es utilizar las hipitesis y propiedades de valor absoluto.

Iniciar Demostracion

Mastrar T

Si tienes la curiosidad de saber porqué se eligieron §; > 0y §, > 0 tal
como aparecen en 2), lee la siguiente informacidn.

Dado ¢ > 0, se trata de encontrar §; > 0y 2 > 0 tales que:
[z — x| <01y ly—vol <o = |2y — 2oyo| < ... (1).
Podemos escribir (1) de las siguientes dos formas:

|2y — xoyo| = |2y — oy + oy — zoyo| < |yllz — 20| + [@olly — wol <
[y|d1 + |zo[da y

|2y — zoyo| = |y — zyo + Yo — zoYo| < |z||ly — yo| + [yo||z — 20| <
2|02 + |yo|d1

Asi, para que se cumpla (1), podemos buscar §; > 0y d2 > 0 tales que:

€

E g g
ly|dy < §Y|$0|52 < §Y|x|5z < §Y|y0|51 <3
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Recordando ademads que:

| = |zo| < |z —mo| <0y = [z| <o+ mo| ¥y |yl —lyol <ly—wol <
0y — ]y[ <52+\y0|.

Podemos buscar §; > 0y J, > 0 tales que:
[yl61 < (2 + |yol)d1 < > (2),

|@o|02 < - (3),

2|8y < (61 + |z0])d2 < S (4)y

|y0|61 < —..(5).

£ £

Se cumplen ( 3 5)sidi=———vy b= g

plen (3) 5 (8 ) 8t 0= 55D Y * " o+
sustituyendo en (2)y (4), queda:

€ §y=1 € §,=1 €

d1 < (6 — = d2 < (0 — = -,

|y|d1 (2+|y0|)2(|y0|+1) Y|$| 2 < (01 + [@o]) 5 TR

Asi, debemos tomar §; = min {1, (;} y 6=

2(|yo| + 1)
g
minil, —— &.
{ 2(|~T0|+1)}

2
3) Si y#0 y |y—y0|<min{@,€’y20‘ }, entonces y#0 y

1 1

Yy Yo

< E.




209

Demostracion: La idea es utilizar las hipitesis y propiedades del valor absoluto

QO
=Y

Iniciar Demostracion

Si tienes la curiosidad de saber porqué se eligié 6 > 0 tal como aparece
en 3), lee el siguiente texto.

Dado ¢ > 0, se trata de encontrar § > 0 tal que:

1 1
Y Z0yly —wl <déd = 3/7&0}";—%‘<5~-(1)-

Por un lado, recordando que:
lyol — Iyl < lyo—yl <6 = [yl > [go] —5...(2)-

Por otro lado, podemos escribir (1) de la siguiente forma:

‘l_l_lyo—ylzly—yo|< 5@ b 5
yl 2105 YYo [yyol lyllyol — (Iyol — 8)lvol  |wol?

— < —...(3).
wol ~Twop ()
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, 1 1 .
Asi, a fin de que: |y| >0y |- — —| < ¢, necesitamos que: |y| > |yo| —
Yo

5>0...(4)yi < €.

Yo l?
2
€
Es decir, podemos tomar § = ]y_;\ para(4)yd = ]y20| para (5).
2
En resumen podemos tomar § = min {|y70|, a|y20| }

Teorema (dlgebra de limites)

Silim f(z) = Lylim g(xz) = M, entonces:

T—a T—a

1) lim(f + g) = L+ M

Demostracion: La idea es utilizar las hipotesis y un delta minimo.

Iniciar Demostracion

Mastrar Todo

0
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2) lim(fg) = LM

Tr—a

p
O]

Demostracion: Idea. —utilizar las hipitesis, un delta minimo y el Lema parte 2.

Paso 1

Mosirar Todo

1 1
3) Si ademds M # 0, lim [ = — =
) Si ademds M # lim . (x) i

Demostracion: La idea es utilizar las hipotesis y el Lema parte 3

0
=Y

Iniciar Demostracion

Maostrar Todo
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Con las mismas hipdtesis del teorema y combinando 2) y 3) del
teorema, se obtiene:

4) Si ademds M # 0, entonces lim (—) () =

T—a

L
i
Es decir:

e Ellimite de una suma, es la suma de los limites.
e Ellimite de un producto, es el producto de los limites.

e El limite de un cociente es el cociente de los limites, siempre que
M #0.

Limite de suma y producto

!
0]

‘ Limite de una suma ‘

‘ Limite de un producto |

Para x # a, sean:
L= lim f(x)
x—a

M = lim g(x)

f(x) = sen(x) g(x)= x
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Limite de un cociente

Q
=Y

K.
fla) 49

Limite de

|
3 |
1/Le -~ -
-2 3 -1 1 * 2 3 M 5 8
a
Para x # o, sean: ;
Flx) ==x
2.4

glx) ==

E

Ejemplos

Ejemplos: E

Calcular: lim,_( \/; +x9)

Solucion:

-
ArguetaiLinaras 2015 S B o X
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5.7 Algunos teoremas

En este apartado encontrards otros teoremas que facilitan el cédlculo o
manejo de algunos limites de interés.

Teorema 1 (f = g, excepto en a)
Si f(z) = g(z) Vz € 1§ (a)ylim g(z) = L, entonces lim f(z) = L
T—a

T—a

Demostracion: (Idea:Tener en cuenta que f{x) = glx) en una cierta vecindad de a.) :a D’l

Iniciar demostracion

Mostar todo

Teorema 2 (f no negativa, limite no negativo)
Sif(x) >0 Vz € vy (a)ylim f(z) = L, entonces L > 0
T—a

Demostracién: (La idea es suponer que L < 0 y construir una contradiccién) ":, I:II 2 |

Iniciar demostracion

Maostrar todo
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Teorema 3 (Monotonia del limite)
Sea f(x) > g(x) Vz € v§ (a). Si ligl f(x)=Ly liin g(z) = M, entonces
L > M.

Demostracién: La idea es definir hix) = f(x) — g(x)y aplicarle el teorema 2 ; DI z|

Iniciar Demostracion

Mostrar todo

Teorema 4 (teorema del sandwich)
Si h(z) < f(z) <g(z) Yz cvg(a)y liin h(z) = liin g(z) = L, entonces
lim f(z) = L.

Tr—a

Demostracion: (Idea: Aplicar las hipitesis y trabajar con un delta minimo) g DI Zl

Paso 1

Mostar todo
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Ejemplos

i A
- : : -9
Ejlemplos: Calcular: lim, (= = o]

X -

Solucion:

Sol. paso a paso =
Arguetailinares 2015 p P ¥

5.8 Algunos limites interesantes

En este apartado encontrards algunos limites interesantes, como por
ejemplo:
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. sen(x
Demostrar que lim sen(z) _
z—0 T

P = (cos(z), sen(x)).

Q= (170)'

S = (1,tan(z)).

QS segmento tangente a C' en Q).
PR segmento tangente a C' en P.
SQ = tan(z).

1

r sen(x)

Paraz > 0 (cercano a 0)
sen(z) <z < tan(z) <
sen(z) <z (1)
z <tan(z) (2)

cos(x)

sen(x)

De (1), tenemos que: " <1 (3)
sen(z) sen(z)
De ( 2), tenemos que: z < — cos(z) < (4)
cos(x) x
sen(z)

Juntando (3) y (4), tenemos que: cos(z) <

Y aplicando: liir(l)[cos(a:)] =cos(0) =1lylim[l] =1

z—0
; . . . sen(z)
Asi, por el teorema del sandwich, se tiene que: 1112[)1+ =1
z— T

(Recordar que z < 0).
Pero como: sen(—z) = —sen(z) = Sen(m),entonces: lim sen(z) =1

-z —T 4y z—0~ T

sen(x)

Entonces: lim

1 = 1 (los limites laterales existen y son iguales).
r—r X

Q.E.D.
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1—
Demostrar que lim 1 - cos(z) = 0.

z—0 x

Observa que estamos tomando
z > 0y cercana a cero.

Plcos(x), sen(x)}

Asi, por el Teorema de Pitdgoras:
V(1 — cos(x))? + sen?(z) = C

sen(x)

Pero ademais: C < zx

a0}

\ Entonces:
cos(x) 1 - cos(x) \/(1 _ COS(KB))z + 867?/2(33) < x (1)

Asi, de la desigualdad (1), al elevar al cuadrado, tenemos que: 0 < (1 —
cos(z))? + sen’(z) < x*

De donde: 0 < 1 — 2cos(z) + cos®(z) + sen?(z) < z°

Como cos*(z) + sen’(z) = 1 nos queda: 0 < 2 — 2cos(z) <

1 — cos(z
Como ademds z > 0, dividiendo por 2z, tenemos: 0 < —() <
x
T
5 <z
. ) . 1—cos(x)
Y aplicando el teorema del Sandwich, tenemos que: hr%r)l+ — = 0
T—
) 1 — cos(—=x)
Ahora, para el caso negativo, tenemos que: —————= =
—x
1 —cos(z) 1— cos(x)
-z T
1-—- 1-—
Asi lim 12008®) _ _y, Locos@)
z—0~ Z z—0" Z
1—
o lim 12005
z—0 T

Q.E.D.
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Calcular los siguientes limites: (Puedes utilizar los limites
anteriores)

en(ax)

Calcular lim > paraa # 0.
z—0

Dado que a # 0, podemos escribir: sen(az) _ ¢ sen(az)

T azx
sen(ax a sen(az sen(ax
De este modo, queda: lim sen(az) = lim a sen(az) = alim sen(az)
z—0 x z—0 ar z—0 axr
Pero ademis:z -+ 0 < az — 0
. . sen(u)
Entonces, aplicando el hecho de que IIII(I] = 1, nos queda:
u— u
. sen(ax . sen(ax
a,hmL = a lim sen(az) =a(l)=a
z—0 ar az—0 axr
. sen(ax)
Y por lo tanto: lim ———= =a
z—0 T
sen’(z)

Calcular lim .
z—0 z tan(x)

sen’(z)  sen(zx) sen(z)  sen(z) sen(z)

Podemos escribir: — —

t t sen(x)
z tan(zx) z  tan(z) T
sen(x) cos(x)
T
2
De este modo, queda: lim sen’(@) = lim sen(w)cos(x)
250 ztan(z) 250 T
lim sen(@) lim cos(x)

z—0 €T z—0

Entonces, aplicando el hecho de que lin(1] sen(x)
u— u
2
lim M = lim cos(z) =1
z—0 ztan(x)  2—0

, nos queda:
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sen(ax)

Calcular :1513(1) sen(bz)

paraa,b # 0.

Dados que a,b (# 0), podemos escribir:

enle) (3)(2) (2) (2o = (2) | oty

sen(ax)

sen(ax) _ <a) lim ax
b/ z=0 | sen(bx)

bz

De este modo, queda: li
»qu 290 sen(bx)

Pero como ademds:azx — 0ybzr - 0 < = — 0

Entonces, aplicando el cociente de limites y el hecho de que
sen(u)

lim

= 1, nos queda:
u—0 u

. sen(ax)
sen(az) _ @ o g @
20 sen(bzx)  \b lim sen(br) b
bz—0 bx

sen(az) a

i _
Es decir xli% sen(bx) b

Calcular los siguientes limites: (Puedes utilizar simplificaciones
algebraicas)

3
x° —1

Calcular lim 5
r—1 xr° —

-1 (z-1)(22+z+1) g1 2 +2+1
Sab . = =
abemos qQue 2 (x —1)(z+1) z+1
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o2 -1 . 22+ z+1
Entonces: lim —— = lim ————
512 —1 z—1 r+1

Y aplicando los teoremas sobre dlgebra de limites:

21 linr%(:)s2 +z4+1) g
lim = T - = -
51 g2 — 1 lim(z + 1) 2

z—1
@ -1 3

Es decir: li =
:clgi 2 —1 2

—1
Calcular lim vz )
z—=1 ©—1

Haciendo el cambio de wvariable y=+/z, podemos

Ve—1y=yz y—1 y—1 y£1 1

z—-1  y-1 (y-Dy+1) y+1

Como ademdsz — 1 <= y — 1, tenemos que:

Y aplicando los teoremas sobre dlgebra de limites: lim —— =
y=ly 41

-1 1
Es decir: lim Ve = —
z—1 p—1 2

escribir:

1
2



222

. o V1i+x—1
Calcular lim ——.
z—0 43 14+x2—1

Haciendo el cambio de variable 1 + z = y%, podemos escribir:

Vitz Ty g’ -1 (-1D@+y+1) ypay’ +y+1
vVi+z—1 y?—1 (y—1)(y+1) y+1

Como ademds z — <= y — 1, tenemos que:

C VI+z—-1 v¥+y+1
limY—" ~ —lim=2—-2 '~
=0 YT+ —1 y-l y+1

yv¥+y+1 3

Y aplicando los teoremas sobre dlgebra de limites: lim =——— = —
y—1 y+1 2

\/1+az—1_3

Es decir: lim — = —

=0 YT+o—1 2
Calcular los siguientes limites: (Puedes utilizar identidades

trigonométricas, no obstante que estas se construyen hasta Cdlculo
Diferencial e Integral II)

Calcular lim sen(z) — sen(a).
T—a r—a

Sabemos que: sen(z) — sen(a) = 2sen (:z: ; 1) cos <a: s a)

sen(z) — sen(a) 2" (w 3 a) cos (x 3 a)

Por lo tanto: = =
T—a T—a
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De este modo, queda:

lim sen(z) — sen(a)

T—a r—a z—a r—a 2
2
r—a
en
s 2

Y como: lim = 1y lim cos (x + a) = cos(a)
T—a (aj — a) T—a 2
2

Entonces, aplicando el producto de limites,nos queda:

lim
T—a Tr—a Tr—a r—a r—a
2

sen(z) — sen(a)

T —a
sen (—
_ 2 )
sen(z) — sen(a) = lim lim cos (m —; a) = cos(a)

Es decir: lim = cos(a)

T—a Tr—a

Calcular lim Sen(w + h) — sen(w) .
h—0 h

Sabemos que: sen(z + h) = sen(z)cos(h) + sen(h)cos(x)
Por lo tanto:

sen(xz + h) — sen(z)  sen(x)cos(h) + sen(h)cos(x) — sen(x)
h

Factorizando y separando los sumandos, queda:

sen(z + h) — sen(z)

) ~ sen(s) (—1 = c,fs(h)) + cos(a) (S“’;l(h))
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h

Y como: lim
h—0

1-— cos(h)) 0y lim sen(h)

Entonces, aplicando la sumay el producto de limites,nos queda:

h—0 ( h (h)) h—0 h
se’; — cos(z)

sen(x + h) — sen(x)

g SR —sen(@) _ ( 1— cos(h) ) N

cos(x) }lllir(l)

Es decir: lim = cos(x)

h—0

Una observacion:

Si utilizas el graficador a continuacidn, para aquellas funciones donde
tengas constantes, como a o b, debes darles un valor numérico
particular, pues de otra manera el graficador la tomard como otra
variable y no le sera posible darte una respuesta.

5.9 El infinito en los limites

Existen algunas variantes en el concepto de limite que resultan muy
utiles para analizar el comportamiento de ciertas funciones. Algunas de
estas variantes se pueden representar simbdlicamente del siguiente
modo:

lim f(z) =L, lim f(z)=o00, lim f(z)= 00

T— 00 T—a T— 00

También se incluyen las variantes de tendencia a menos infinito y la
combinacidn con los limites laterales.



225

Definiciones:

lim f(z) = L, significa que para cada ¢ > 0,3N >0 tal que, si z €

T—00

Domfyx > N,entonces |f(z) — L| < e.

lim f(z) = oo, significa que para cada M > 0,36 > 0 tal que, si z €

T—a

Domfy0 < |x —a| < J, entones f(z) > M.

lim f(z) = oo, significa que para cada M > 0,3N > 0 tal que, si z €

T—00

Domfyax > N,entonces f(z) > M.

Demostrar que:

lim l =0
T—00 I

- |67

Dmnostrul:iéﬂ:[!.u idea es suponer gue el limite no es cero y llegar a una contradiccion, }

Paso 1

Maostrar tedo
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1

lim — = oo
z—0" T
Demostracion: (La idea es suponer que el limite no es infinito v llegar a una contradiccién). ::I
Iniciar demostracion
Muostrar todo
Calcular:
lim —
z—00 2
Solucion: (La idea es comparar con otra funcitn cuye limite sea conocido). r:::

Iniciar solucion

Mosirar Todo
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. z?
llm S 1
z—o0o 14 + 1

Solucion: (Idea: Escribir la expresion de forma que aparezca otra con limite conocido) G

Iniciar solucion

Mostrar todo

1
lim —
x—0 .’,172

Solucién: (La idea es comparar la expresién con otra que tenga limite conocido.)

Paso 1

Muostrar todo
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lim
r—00

sen(x)

Solucion: (Idea: Escribir la expresion de forma que aparezca otra con limite conocido. y™>

Iniciar solucion

Mostrar todo

lim
r—00

sen | —
T

Selucién: (Idea: Escribir a expresién de forma que aparezca otra con limite conocido)

Paso 1

Maostrar toda
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Una observacion

Si utilizas el graficador a continuacidn, para aquellas funciones donde
tengas constantes, como a o b, debes darles un valor numérico
particular, pues de otra manera el graficador la tomard como otra
variable y no le serd posible darte una respuesta.

5.10 Ejercicios interactivos

En este apartado podrds probar tus conocimientos en el cdlculo de
algunos limites, por ejemplo:

Resolver los ejercicios interactivos siguientes:

. x? —a?
lim ——
x—a T —Q

Titulo: Ejercicios interactivos

Subtitulo: Tema de limites

¢A cual de los limites, corresponde el valor L = -107

2
. X -4
E)Jlim)(—'-zx + 2

2
b)liim X -25
L.)J K—-5 % +5

X - 16
X+ 4

EJJ"mx—v-S xz =

X+ 3

clim, .
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lim ——
r—a

z—0

Vi - a

r—a

b sen(ax)

Z

Titulo: Ejercicios interactivos

Subtitulo: Tema de limites

¢A cual de los limites, corresponde el valor L= =7

..)Jllmx_,m \/X ‘/10

-10

._.JJllm \/T
..)Jlim ‘/B
....l|||m \/g

paraa,b# 0

Titulo: Ejercicios interactivos
Subtitulo: Tema de limites

¢A cudl de los limites, corresponde el valor L= 57

i 9 sen(8 x
E}Jhquu#

sen(9 x)

Lmjlimx—»o 6 sen(5x)

sen(6 x)

E)J“mx—ﬂ 7 sen(6 x)

sen(7 x)

E!._lJlimx—»o 8 sen(7 x)

sen(8 x)
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b sen(ax)
— b
L e (bz) paraa,b# 0

Titulo: Ejercicios interactivos

Subtitulo: Tema de limites

&A cudl de los limites, corresponde el valor L= 27

&)Jlim 10 sen(5 x)

0 sen(10 x)

iml"mx_’um

sen(7 x)

. B sen(3 x)
c)fiim,_——==
sen(B x)

Em“mx—» 9 sen(4 x)

g sen(9 x)

5 azx
1m ——--
z—o00 2 + b2

Titulo: Ejercicios interactivos
Subtitulo: Tema de limites

¢A cudl de los limites, corresponde el valor L= 27
X 20
alim, . ———
¥+ 10
)(2

E_lllimx_,m—

3
** +10°
2
. 4
olfim, .~
X"+ 10

3 5%
i
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5 2 —br+x
e ax? + b2

Titulo: Ejercicios interactivos
Subtitulo: Tema de limites

A cual de los limites, corresponde el valor L= %’?
J Q)r. +5
lim, _,
?x+9
hﬂ X -9x+5
lim, _,
41+9
_ﬂ X -9x+5
lim, _,
5x+9
_H X -9x+5
lim, _,
T ext+9?

Una observacion

Si utilizas el graficador a continuacidn, para aquellas funciones donde
tengas constantes, como a o b, debes darles un valor numérico
particular, pues de otra manera el graficador la tomard como otra
variable y no le serd posible darte una respuesta.
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5.11 Ejercicios sobre limites

Los ejercicios siguientes los puedes consultar en el Libro de Célculo de
M. Spivak.

1.

Calcular los siguientes limites. (Para calcular estos limites, después
de algunos procedimientos algebraicos, puedes utilizar el teorema
de dlgebra de limites. Puedes ver algunos ejemplos en la seccidn
llamada Algunos limites interesantes).

) z2—1 . z® — 8 z3 — 8
i) lim ii) lim iii) lim
z—1 ¢+ 1 z—=2 ¢ — 2 z—=3 p — 2
. xn . n xn — n —
iv) lim 4 v) lim y vi) lim ~ ath-—+a
oy T — Yy y=r x — Y h—0 h

. En cada uno de los siguientes casos, encontrar un § tal que, |f(z) — |
para todo z que satisface 0 < |z — a| < 4.
3 — p2.] — 52 i1 = L' = 0 l = 0
i) f(z) =2%l=a ii) f (=) 1+ sen2z 0= 0
1 .
iii) f(z) = —;a=1,1=1 iv) f(z) = y/|zl;a=0,1=0
x

V)f(x)::c2—|—i;a:1,l:2 vi) f(z) =Vz;a=1,1=1

. Demostrar que lim f(z) = lim f(a + h).
T—a h—0

. Demostrar que lim f(x) = [siysdlosilim f(z) — I = 0.
T—a T—a

.Supdngase que f(z) < g(z) < h(z) y que 1i£n f(z) =limh(z) = L.

T—a
Demostrar que existe limg(z) y que limg(z) =1. (Trdcese un
T—a T—a

dibujo).

. Demostrar que:

1 . . .
a. 11II(1) — no existe, es decir, demostrar que cualquiera que sea [,
z—0 T

lim — =l es falso.
z—0
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b. lim no existe.

r—1 1 —

7. Demostrar que si lim f(z) = [, entonces existe un numero § > 0 y un
T—a

numero M tal que |f(z)| < M si0 < |z —a| < 4.

(;Cémo puede verse esto graficamente? Indicacién: ;Porqué basta
condemostrarquel — 1 < f(z) <1+ 1pra0 < |z — a| < §?).

0, x irracional . )
entonces no existe lim f(z)

8. Demostrar que si f(z) = {1 z racional we
Y

, cualquiera que sea a.

. 1
9. a. Demostrar que si lim g(z) = 0, entonces lim g(x)sen (—) = 0.
T—a T—a €T

b. Generalizar este hecho como sigue: si limg(z) =0 y |h(z)| <
T—a
M Vz,entonces liin g(z)h(z) = 0.

[Naturalmente la parte a) es innecesaria si se consigue hacer la
parte b)]

Los siguientes ejercicios los puedes consultar en el libro: Célculo de
Arizmendi, Carrillo y Lara. Procedimientos para el Cilculo de Algunos
Limites.

10. Dados los numeros z,L y € > 0, determinar é < 0 tal que |f(z) —
Li<e si 0<|x—xy| < y =€ Domf, para las funciones f
siguientes:

i) f(z) =1-2z,20 = —1,L =3ye =0.01,e = 0.0001, ¢ = 0.02

ii) f(z) = 2® — 4,30 =2,L = 0ye = 0.01,& = 0.0001, & = 0.02
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11.

12.

x2—9

iii) f(z) = 253’ zo = —3,L=—-6ye = 0.05¢ = 0.001, e = 0.0004

iv) f(z) = ¥z, 20 = 1,L = 1ye = 0.002, ¢ = 0.0001, ¢ = 0.01

1
v) f(z) = x;r , 20 =1,L =2ye = 0.001, ¢ = 0.002, ¢ = 0.003

. 1 1
vi) f(z) = — %0 = 2, L = §ya =0.002,¢ =0.02,¢ = 0.2

A partir de la definicidn de limite, demostrar que
xz - 4 LX) .
1 _ i1) limx = 2
i) }clig T — 2 4 ) z—2
ooy 1: 1 1
iii) lim vz = v/3 iv) li ==
)x%3\/_ lv)}cli%x—l—l 3

. 1 z+hd— a3

1 — _1 . . e e 2
VAT Wi o
vii) lim1 — 22 = 0 viii) lim 2 _ 0

r—1 =01+ 2

ix) lim lz] = a

Calcular los siguientes limites. Consulta los ejemplos de la seccién
Algunos limites interesantes.

2
) L 20%) iy i 2
z—0 Wi h—0
vy 1. SeN(QT) . .. sen(bx)
i) }:13(1) x ) }clg(l) sen(2z)
. sen’(x) o 1 sen(h)
v) alclg(l) z tan(x) vi) llllg(l) <h sen(2h2)>
sen(z) — cos(x) sen(x)tan(x)

vii) minii 1 — tan(zx) viti) P a2
i) lim cos(z) — cos(a) %) lim cos(x + h) — cos(x)
z—a T —a h—0 h
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13. Calcular los siguientes limites.

r—1
1)111:1:2
e . 28 —1729
R R
i) lim 7’ +6z+8
2:132—233 8
2_4
v alcli%x3+8
V)l zt+ 22— 2
ol 24 — 1022 + 9
vi) lim 3z? — 5z — 2
m—>23§‘3 2:1:2—1—3:1:—6
29
+1
)xlimlx?’{—l
2 —20
V111)11 Tt

2 2z — 8

z2 + 6z — 16
S22 4+ 10x — 16

ix) 11



Continuidad

Aqui podris encontrar el concepto de funcién continua en un punto y
los teoremas de continuidad mds importantes.

En particular encontrards los teoremas sobre dlgebra de funciones
continuas y otros teoremas cuyas demostraciones son un resultado
interesante del axioma del supremo.

Encontrards las demostraciones de los teoremas, paso a paso, asi como
ejemplos y ejercicios interactivos. También encontrards construcciones
interactivas con el propdsito de ayudar a una mejor comprension.

iy ; ; [ 7I|
Funcion discontintua en a [m]
_3 -

Pyedes mover el punto a sobre el eje.
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6.1 Definicidon de continuidad

Antes de establecer la definicién, diremos que una condicién
indispensable para decir si una funcidén es continua en un punto a, es

que tal punto pertenezca a su dominio. De otra manera no tendria
sentido. Asi, una funcién f es continua en a € Domf, si para cada e >

0,36 > 0,talque Vo € Domfy|x —a| <d = |f(z) — f(a)| <e.
Observaciones

En esta definicidn se puede observar que a diferencia de la definicién de
limite:

e En este caso el punto a debe ser elemento del dominio de la funcidn.
Aqui si importa lo que ocurra en a.

e Por lo anterior en la vecindad de a de radio delta, no se pide que |z —
a| sea mayor que cero. En este caso,  puede tomar el valor de a.

e En lugar de L, en este caso tenemos f(a). Es decir, para cada
vecindad de radio épsilon de f(a), se busca una vecindad de radio
delta de a, tal que para las z dentro de dicha vecindad, las f(z)
queden dentro de la vecindad de radio épsilon de f(a).

Una observacion especial

1.En la definicién de continuidad no se exige que a, sea punto de
acumulacion del dominio de la funcién. Pero si este fuera el caso,
entonces la definicidn se podria expresar del siguiente modo:

Una funcidn f es continua en a € Domf, silim f(z) = f(a).
T—a

2. En realidad este es el caso de continuidad que importara estudiar en
este curso. Serd de mucho interés garantizar que en cualquier
vecindad de radio delta de a, existan elementos del dominio de la
funcidn.
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En esta situacidon podremos decir que

Una funcién f no es continua en a € Domf, si:

a. lim f(z) no existe, o
T—a

b. lim /() # f(a)

Ejemplos de funciones continuas en ¢

[}
0]

e =c__
fo =
flx) =mx+ b__

F) =vx___

re =3z __
f@=a__

Ejemplos de funciones que no son continuas en a

2

xsix=0 ~ A
Flx) =[ " wt |
E 2siz=0 0
L i 0
f) = {; e T
E Osix=10
E'(IJ =3x—[=D)___
Efl(xl =hd___

Hsiz<0
Ef(x)—{' Zsix=0 __

? _1siz>0
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6.2 Discontinuidades

Igual que en la continuidad, tiene sentido hablar de la discontinuidad
de una funcidn, en puntos que pertenecen a su dominio.

Definicion

Una funcién f es discontinua en a € Domf, si no es continua en a.
Es decir:

Una funcidn f es discontinua en a € Domf, si:

a. lim f(z) no existe, o
T—a

b.lim f(z) # f(a)

Discontinuidades removibles y no removibles

e f tiene una discontinuidad removible en a € Domf, si, lim f(x)
T—a
existe, pero lim f(z) # f(a).
T—a
e ftiene una discontinuidad no removible en a € Domf, silim f(x) no
T—a

existe.

Cuando una funcién f tiene una discontinuidad removible en a, se

puede definir una funcién F igual a f (excepto en a), pero que sea
continua en a.
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Ejemplos de funciones discontinuas en a

[
ol

o h(z) = [a]
Ef(r) = , ié 0 I:,
2 siz=0 I:z(x)=3m—3[x]
1/r siz#0 & siz <0
EM@={O Gz=0 Eﬂ@:{Q siz=0
z2—-1 siz>0
Mais ejemplos de funciones discontinuas en a
° &2

| isin(l) siz#0
Ef(x){é siz=0
_ | bzsin(l) siz#0
Eg(ﬁ]_{llo siz=0
| 602%sin(l) siz#0
[h(x){ﬁ siz=0

: msin(l) siz#0
[z(m)z {éﬂﬂ sizx=0
o Jesin(l) siz#0
[j(x)—{% siz=0

= siz#0

-z +
Bl = 20
[ k() {0 siz=0
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6.3 Algebra de funciones continuas

En este apartado veremos los teoremas relacionados con el dlgebra de
funciones continuas.

Teorema 1 (Continuidad de la adicién, multiplicacién y divisién)
Si f y g son continuas en a, entonces:
1. f + g es continua en a.

2. f- g es continua en a.

Ademass si g(a) # 0, entonces:

1 ]
3. — es continua en a.
g

0
=Y

5i f v g son continuas en a, entonces f + g v fg son continuas ena.

Si ademis gla) # 0, entonces — es continua en a.
g

Iniciar demostracion
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Observaciones

a. Por los incisos 2y 3 del Teorema 1, se deduce que:

f

Si f y g son continuas enay g(a) # 0, entonces = es continua en a.
g

b. Por todo lo anterior y por la continuidad de f(z) =cy f(z) =z en
todo a, se deduce que toda funcién polinomial es continua para todo
a y que toda funcidn, cociente de polinomiales, es continua en todos

los puntos de su dominio.

Teorema 2 (Continuidad de la composicién)

Si g es continua en ay f es continua en g(a), entonces f o g es continua
en a.

Si g es una continua en a y f es continua en gla), entonces f o g es continua en a. S DI zl
Demostracion: Dado € = 0 arbitrario. Queremos encontrar § > 0, tal que ¥ x,

5ilx— al < &, entonces |f{gfx]} —f{g(rﬂﬂ < E

Iniciar demostracion
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Definicidon
f es continua en (a, b), si es continua Vz € (a, b).

f es continua en [a, b], si es continua Vz € (a,b) y ademas:

lim f(z) = f(a)y lim f(z) = f(b).

r—at T—b—

Teorema 3 (f continua en a, preserva su signo en una vecindad
alrededor de a)

Sea f continua en ay f(a) > 0, entonces 36 > 0 tal que f(z) > 0Vz €
vs(a). Similarmente si f(a) < 0, entonces 3§ > 0 tal que f(z) < 0 Vz €

vs(a).

@) 5i f es continua en a. v fla) = 0, entonces 38 = 0tal que flx) =0vx € Vy(a) D’l
b) 5i f es continua ena,y fla) < 0, entonces 38 = 0 tal que flx) <0v x € V;(a)
Demostracion: Resolveremos a) y tl puedes intentar b).

Iniciar demostracion

Mostrar todo
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Ejemplos de composicion de funciones continuas

flg(x)) =|(x sen(zx))® ~ E

) =p® { g(x)=xsen(x)

Dando clic en cada casilla de texta, puedes cambiar la funcion

6.4 Tres teoremas fuertes

En este apartado veremos teoremas de gran importancia en la teoria de
funciones continuas en intervalos cerrados.

Para la demostracidon de tales teoremas serd indispensable recordar el
Axioma del supremo de los numeros reales:

Todo conjunto A (no vacio) de reales, acotado superiormente posee un
supremo, es decir, existe un real s que es la minima de las cotas
superiores de A (s = supA).

En el siguiente teorema se utilizard el Teorema 3 de la seccién anterior,
en donde se estable que una funcidén continua en un punto, mantiene
su signo, en una vecindad de dicho punto.
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Teorema 1 (Primer teorema fuerte)

Si f es continuaen [a,b]y f(a) < 0 < f(b), entonces existe z € (a,b), tal
que f(x) = 0.

Demostraciin: La idea es construir A # ¢, acotada superiormente, o [ zl
tal que supd = a y fla) = 0. ' (O

Iniciar Demestracion

A={x|x € la, bl y f semantiene negativa en todo [a, x]}

f(x) = —2.97

Mostrar Todo

Este teorema es muy util, en particular para aproximar raices de
polinomios.

Lema 1 (f continua en a, estd acotada en una vecindad de a)

Si f es continua en a, entonces 3§ > 0 tal que f estd acotada en (a —
d,a+9).
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Iniciar Demostracion.

Maostrar Todo

Demostracién: La continuidad en a es fundamental

Si f es continua en a, entonces 3§ > 0 tal que f esti acotada en{a — 8.a + 8.

En la demostracion del siguiente teorema, jugard un papel muy
importante este Lema 1. Revisalo con cuidado antes de entrar a la

demostracién del Teorema 2.

Teorema 2 (Segundo teorema fuerte)

Si f es continua en [a,b], entonces f estd acotada superiormente en

[a, b].

Demostracion: La idea es construir A = 0,

Iniciar demostracion

cotado superiormente tal que sup A= aya=D>b.

~
et

A ={xlx € la, bl y f esti acotada superiorn

Maostrar todo

ente en [a.x]}.

&7


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap6/06_lema_1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap6/06_teorema_2.html

248

Teorema 3 (Tercer teorema fuerte)

Si f es continua en [a,b], entonces existe g € [a,b], tal que f(zo) >
f(x) Vz € [a,b]. En este caso se dice que f “alcanza el mdaximo” en .

Demostracién: La idea es hacer ver que 3 xy € [a.b). tal que flxy) =a=sup A p;; DI 7‘|
Iniciar demostracion FlEa o — oo
/ |
I
|
I
I
A={fR)|x€[abl} fx) i
_____ I
I
|
I
t i ¢
a X0 b \
Mueve el punto x
y observa el conjunto A
Muostrar todo
Observaciones

a. El teorema 1, se puede generalizar para f(a) < c < f(b) o f(b) <c <
f(a).
b. El teorema 2 se puede extender para la acotacion inferior.

c. De manera similar, el teorema 3 se puede extender al minimo.

Tales demostraciones las haremos en el siguiente apartado.
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Ejemplos de los tres teoremas fuertes

3x € (a.b) tal que f(x) = 0sifla) <0y fib) =0

f continua en [a,b] = festiacotadaen [ B]
f alcanza su miximo y su minimo

Q

@ ' - &
a / b
i

f(x)=2sen(x-1)+1

Dando clic en la casilla de texto, puedes cambiar la +nci6n

Importancia de las hipétesis en los teoremas fuertes

2 six=0
E,“x}: 2 six=07%
5
1o

i x
Eu]:EICC

Je) = hamif)

=36k,
x? six=0

y=Jat-1 six=0
Ef(-ﬂ {2 si a = p T

Q
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6.5 Teoremas en consecuencia

En este apartado veremos teoremas que se deducen con cierta facilidad,
de los tres teoremas fuertes y que completan los resultados importantes
para funciones continuas en intervalos cerrados. Les asignaremos
numeros consecutivos.

Teorema 4

Si f es continua en [a,b] y f(a) < ¢ < f(b), entonces existe z € (a, b) tal
que f(x) = c.

5i f es continua en [a,b] y fla) < ¢ = f(b), entonces 3x € (a, bltal que flx) = ¢ l::, Dzl
Demostracion: Utilizaremos el Teorema fuerte 1.

Inicia Demostracion

Mostrar Todo

Teorema 5

Si f es continua en [a,b] y f(a) > ¢ > f(b), entonces existe = € [a, b] tal
que f(x) =c.
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Si f es continue en [a. bl y fla) > ¢ > f(b). entonces 3x € (a. bltal que f(x) = ¢ g DI 7||

Demostracion: Utilizaremos el Teorema 4.

Inicia Demostracion

Mastrar Todo

Los teoremas 4 y 5 juntos demuestran que f toma todos los valores
entre f(a)y f(b). Se puede decir mds: Si cy d estdn en [a, b], entonces f
toma todos los valores comprendidos entre f(c) y f(d). En resumen, si
una funcidén continua en un intervalo cerrado [a, ] toma dos valores,

entonces toma todos los valores comprendidos entre ellos; esta
generalizacion del teorema fuerte 1, recibe a menudo el nombre de
Teorema del valor intermedio.

Teorema 6

Si f es continua en [a, b, entonces f estd acotada inferiormente en [a, b].

Demostracion: Utilizaremos el teorema fuerte 2 !:‘; E

Iniciar Demostracion

Maostrar Todo
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El teorema fuerte 2 y el 6 juntos demuestran que una funcién continua
f en [a, b] estd acotada en [a, b).

Teorema 7

Si f es continua en |[a,b], entonces existe z; € [a,b] tal que f(zg) <
f(z) Vo € [a,b].

Demostracion: Utilizaremos el teorema fuerte 3 ! E

Iniciar Demostracion

En este caso se dice que f “alcanza el minimo” en xo.

El teorema fuerte 3 y el 7 juntos demuestran que una funcién continua
f en [a, b alcanza su mdximo y minimo en [a, b].

Observaciones

Juntando los teoremas 3, 4, 5 y 7, se establece la siguiente
generalizacion:

Teorema 8

Si f es continua en [a, b], entonces f toma todos los valores entre su
minimo y su maximo.
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6.6 Algunas aplicaciones

En este apartado veremos algunas aplicaciones de los teoremas fuertes
y sus consecuencias.

Aplicacién 1
Sia > 0, entonces Jb tal que b* = a.

Sia >0 entonces 3 blal que b° = &

Q
=Y

Demostracitn. Idea): Consideraremos f:[0, ) — B tal fjue f(x) = x*

y tres casos posiblef:a =1, a < 1y e = 1.También aplifaremos el teorema 4

A Y A

Mostrar todo

Esto significa que todo numero positivo posee una raiz cuadrada. Un
razonamiento similar, al presentado en la demostracion, se puede
utilizar para demostrar que todo real positivo tiene una raiz enésima.

Aplicacidén 2

La ecuacién sen(z? — 1) = 2z + 1 tiene al menos una solucidn real.
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Demostracion: Idea: Consideraremos f: B — R tal que f(x) = sen(x? —1)—2x—1,,
haremos ver que existen a y b, tales que: f{a) <0< f(b)obien f{a) > 0> f(b)y «/
le aplicaremos el teorema 4 o el teorema 5.

flx)=sen(x*—1)—2x—1

De acuerdo con la grafica, en
efecto cruza al eje de las x.

Mostrar todo

Una desigualdad para las aplicaciones 3y 4

1 n—1 ao
|z| > 1,2n|an-1|, ..., 2n|as] = 3 <1+ et
. [ [ O .
lxl = 1.2n lay_4), ... 2nlay] = 5511— 1 L i e r":"

Demostracion:
Utilizaremos propiedades del valor absoluto, en particular
la desigualdad del trizngule.

Paso 1

Muostrar Todo
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La hipdtesis en esta implicacidn significa que |z| es mayor que cada uno
de los elementos enlistados.

Aplicacién 3

Si n es impar, entonces cualquier ecuacién z" + a,_ 12" 1 +... + a9 =0
posee una raiz real.

5in es impar entonces x™ + a,_;x" 1+ L ay = 0 poses raiz real I |:|I 7'|
Demostracién: Utilizaremos la desigualdad anterior v encontraremos ot
xy vx;.donde f cambie de signo.

Paso 1

Maostrar Todo

Aplicacidén 4

Si nespary f(z)=z"+a, 2" ' +..+ag, entonces Iz, tal que

fzo) < f(z) Va.
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Demostracion: Utilizaremos la desigualdad anterior y el teorema 7 o~ F.]
w/ D]

Pasc 1

Mastrar todo

6.7 Ejercicios interactivos

En este apartado podrds probar tus conocimientos sobre las funciones

continuas.

Titulo: Ejercicios interactivos

Subtitulo: Tema de continuidad

¢Cual de las siguientes funciones es continua?
X -25 x*-25
Si X#5 Si X#£5
@i 5 * 7 Blio=| *5 7
13 six=5 10 six=5
2 2
X -25 . X" -25 .
Si X#5 Si X#£5
o)ff)=| x-5 d)feo=| x5 7
11 six =5 12 Six=5
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Titulo: Ejercicios interactivos
Subtitulo: Tema de continuidad

¢Cual de las siguientes funciones es continua?
7\/:: 4\/4 si x#£4 7\/};: 4\/4 si x#£4
El-nf{:n:)= E‘ﬂf(x):
= — six=4 - — six=4
24/7 2,/4
% Si x#£4 # Si x#4
= ) Dy :
= six=4 = six=4
24/5 2,/6

Titulo: Ejercicios interactivos
Subtitulo: Tema de continuidad

¢Cual de las siguientes funciones es continua?

_Elhx)_ 2sen(1x) Si x£0 m]f(x)_ 2sen(1x) Si x2£0
- six =0 5 six =0
2sen(1x) _. 2sen(1x) _.

si x#0 ————sixz0
©)iftx)= dfxy=|
2 six =0 3 six =0
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6.8 Ejercicios

1. En cada uno de los siguientes casos, encontrar un ¢ tal que, |f(z) —
l| < e paratodo x que satisface 0 < |z — a| < 4.

i) f(2) = a1 = a?
ii) f(a:):é;azl,lzl

1
iii) f(z) =2+ —;a=1,1=2
T

x
=—
1+ sen’z

V) f(z) =+/|z];a =0,1=0
vi) f(z) = o= 1,1 = 1

iv) f(z) a=0,l=0

Los siguientes ejercicios los puedes consultar en el libro: Calculo de
Arizmendi, Carrillo y Lara.

2. Determinese si las siguientes funciones son continuas en donde se
indica:

nﬂm{“ﬁ‘l e

enxy=1
22— 2+1 z€[0,1]

2l 2o
ii) h(z) =< =z enzy=0
1 z=0

N St we b0
iii) g(z) = —/1—(x—2)? zel1,2]

enxy =1
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iv) k(z) = {5(9”) 2 (@b =

t(x) ze€lbe)
(sis(z)yt(x) son continuas en b)

3. Usando directamente la definicion de funcién continua, mediante el
limite, demuestre que las funciones siguientes son continuas en el
punto indicado.

i) f(z) =3z —5enzy=1

.. 1
ii) g(z) = —5511 +43enzy = —1
iii) f(z) = 32> — 5z +lenzy =0

. 1
iv) g(z) = z2% + 3z enzg = 2

2
222 — 1
V) h(z) = 5272 enzy = —1

vi)k(z) =22+ 22—z +3enzy =1

vii) f(z) = — enzp = 1,k £ 0
_kl’ 0— &

viii) g(z) = |z| enzy = 0.75

. 1

1x)h(ac):|ac—3|en:c0:§

X) f(z) = v2x —5enzy =3

Los ejercicios siguientes los puedes consultar en el Libro de Célculo de
M. Spivak.
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4. Resuelva lo siguiente:
a. ;Es cierto que si | f| es continua, entonces f es continua?

b. Si f es una funcidn que satisface |f(z)| < |z| Vx. Demostrar que f
es continua en 0. (Obsérvese que f(0) debe ser igual a 0).

c. Dar un ejemplo de una funcidén que no sea continua en ningun
punto, excepto ena = 0.

d. Si g es continua en 0, g(0) =0y |f(x)| < |g(z)|. Demostrar que f
es continua en 0.

e. Dar un ejemplo de una funcién f que no sea continua en ningun
punto, pero tal que | f| sea continua en todos los puntos.

f. Para todo numero a, hallar una funcién que sea continua en a,
pero que no lo sea en ningun otro punto.

. s . . 11
g. Hallar una funcién f que sea discontinua en 1,5, 7 pero
continua en todos los demds puntos.
. s . . 11
h. Hallar una funcién f que sea discontinua en 1, A 0,

pero continua en todos los demds puntos

5.Supdngase que f satisface que f(z +y) = f(z) + f(y) y que f es
continua en 0, demostrar que f es continua en a, Va.

6. a. Demostrar que si f es continua en a, entonces también lo es | f|.

b. Demostrar que toda funcidon continua f puede escribirse como la
suma de dos funciones continuas, una par y la otra impar.

c. Demostrar que si f y g son continuas, también lo son: maxz(f,g)y
min(f, g).
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7. a.Supdngase que g y h son continuas en a, y que g(a) = h(a).
Definase f(z) como g(x) siz > ay h(x) si z < a. Demostrar que f
es continua en a.

b. Supdngase que g es continua en [a,b], h es continua en [b,c] y

B B g(a}) sixz € [a, b]
g(b) = h(b). Sea f(z) = {h(a:) siz € [b,c|

es continua en [a,c|. (Asi pues las funciones continuas puede

. Demostrar que f(x)

“soldarse”).

8.Si lim f(z) existe, pero es distinto de f(a), entonces se dice que f(z)
T—a

tiene una discontinuidad evitable en a.
a.Si f(z) = sen (1) para z#0 y f(0)=1, ;Tiene f una
T

discontinuidad evitable en 07, ;Y si f(z) = zsen (i) paraz #0y

f(0) =1? Demostrar que toda funcién continua f puede
escribirse como la suma de dos funciones continuas, una par y la
otra impar.

b. Supdngase que f tiene una discontinuidad evitable en a. Sea

f(z) = g(x) para ¢ # a y sea g(a) = lim f(x). Demostrar que g es
T—a

continua en a. (No tomarse demasiado trabajo; esto es muy ficil).

9. Para cada una de las siguientes funciones polinédmicas f, hallar un
entero n, tal que f(z) = 0 para algun z entrenyn + 1.

i) f(e) = — 2+ 3
ii) f(z) = 2° + 5z* + 2z + 1
iii) 2° +z + 1

iv) 422 — 4z + 1
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10. Demostrar que existe algun numero z, tal que:

i)senz =z — 1

163
X 179 — 119
i) 277 + 1+ z2 + sen?z

1
iii) cos(z) — 5 =28 1
iv) (22> - 2)' = -z +1

11. Supdngase que f y g son continuas en [a,b] y que f(a) < g(a), pero
f(b) > g(b). Demostrar que f(z) = g(x) para algin z € [a,b]. (Si la
demostracién no es muy corta es que no estd bien).

12. Supdngase que f es una funcidn continua en [0,1] y que f(z) estd en
0, 1] para todo z. Demostrar que f(z) = x para algun numero z.

13.Sean fy g dos funciones tales que f + g es continua en a. ;Son fy g
necesariamente continuas en a?

14.Sean f y g dos funciones tales que fg es continua en a. ¢Son fy g
necesariamente continuas a?

Los siguientes ejercicios los puedes consultar en el libro: Calculo de
Arizmendi, Carrillo y Lara.

15.Sea f : (a,b) — R continua en z; € (a,b). Pruébese que si f(z) > 0,
entonces existe una vecindad de = en donde f es positiva.

16.Vea si en los siguientes incisos se cumple el teorema del valor
intermedio y en ese caso, calcule un valor intermedio.
i) f(z) =z3en[-1,1] ii) g(z) = z® — 1en |0, 3]
iii) h(z) = 2> + 4z + 4en [0, 1] iv) k(z) =322 —xz — len[-1,1]
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17. Pruebe que las ecuaciones dadas, tiene una raiz en el intervalo que se
sefiala:

i) 2% + 722 — 3z — 5= 0en[-3.2,0.1]
ii) 2° — 42 + 2> — 1 =0en [-2.1,1.5]
iii) z* — 3* + 22 — 42+ 3 =0en [-1.3,1.5]

1
iv) zsen(z) — 5= Oen[—1,2]

1
V) zcos(z) + 3= Oen [1,3.5]

Ejercicios opcionales

18. Hallar e supremo y el infimo (si existen) de los siguientes conjuntos.
Igualmente encontrar los mdximos y minimos (si existen).

1){% :nenN}
ii) {% :nenZyn#O}

L XX ] ’ 1 ’
iii) {m:w:0ox: —paraalgunnenN}
n

iv) {z : 0 <z < V2 y z es racional }
v){z:2°+z+1>0}
vi) {z:2?+2-1<0}

vil) {z:z2 <0y’ +2—-1<0}



264

vii) {% +(=1): nenN}

19. a. Supongamos que A # () estd acotado inferiormente. Designemos
por —A el conjunto de todos los —z con z en A. Demostrar que
—A # (), que — A estd acotado superiormente, y que —sup(—A) es
la cota inferior maxima de A.

b.Si A # () estd acotado inferiormente, sea B el conjunto de todas
las cotas inferiores de A. Demostrar que B # (), que B estd
acotado superiormente, y que B es la cota inferior mdxima de A.
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Derivadas

Aqui encontrards el concepto de derivada de una funcién en un punto,
sus diferentes interpretaciones y una gran diversidad de teoremas que
construyen la teoria necesaria para graficar funciones y para
comprender muchas de sus aplicaciones.

En particular encontrards los teoremas sobre dlgebra de derivadas, los
teoremas de Rolle, del Valor medio, el del Valor medio de Cauchy y la
Regla de L'Hopital, entre otros.

Encontrards las demostraciones de los teoremas, paso a paso, asi como
ejemplos, ejercicios y construcciones interactivas con el propdsito de
ayudar a una mejor comprension.

Recta tangen

Puedes mover o animar el pu

i) = % 1
G}'uedea cambiar la fupé

=
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7.1 Funciones derivables

En este apartado podrds encontrar la definiciéon de funcidn derivable,
su relacidn con la continuidad, ejemplos, no ejemplos y su significado.

Definiciéon

existe.

f es derivable en q, si lim fla+h)—f(a)
h—0 h

En tal caso, se establece la siguiente notacion: f'(a)=
L flath) -~ f(a)
h—0 h
fena.

y, a dicho numero se le conoce como la derivada de

El cociente de Newton

Por su importancia en el concepto de Derivada, destacamos que a la
fla+h)— f(a)
h

expresion se le conoce como el cociente de Newton de
fena.

De la definicidn es claro que si el limite del cociente de Newton existe,
cuando h tiende a cero, entonces f es derivable en a.

Teorema (Derivabilidad implica continuidad)

Si f es derivable en a, entonces f es continua en a.

5i f es derivable en a,entonces f es continua en a.

Q
ol

Demostracion: Demostraremos que }lir%f:f(u + h} - f(a]} =0

Que es equivalente a demostrar que lim f(x) = fla)
x—a

Paso 1
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Este teorema expresado en su forma contrarreciproca, establece que:
Teorema (no continuidad implica no derivabilidad)
Si f no es continua en a, entonces f no es derivable en a.

Asi, una condicidn necesaria para que una funcidn sea derivable en un
punto, es que sea continua en tal punto. Sin embargo, esta condicidén no
es suficiente.

Existen funciones continuas en un punto, que no son derivables en tal
punto.

o7l
a fIR—=IR tal que f(x)=x|. ;iExiste f'(0)?
Solucion:
C
Ejemplos: |1 ArguetalLinares 2015 S0l. paso a paso :

Al ver los ejemplos intenta sacar una conclusién del porqué no son
derivables en el punto dado. Ademads observa que en estos casos, el
dominio de la funcidn derivada se reduce respecto al dominio de f.
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7.2 Interpretaciones de la derivada

En este apartado podrds encontrar las interpretaciones de la derivada,
tanto desde el punto de vista de la geometria como de la fisica y aun de
manera general.

El cociente de Newton en geometria

La interpretacion de este cociente, es basico para la interpretacion de la
derivada de una funcién en un punto.

fla+h) - £(a)
h
puntos P(a, £(a)) y Q(a + h, f(a + h)).

= pendiente de la recta secante que pasa por los

1

f(x)= x*-3x3+ 2%+ x Puedes cambiar la funcién dando clic en la casilla de text "3 D’l
1.5
tan{a) = = .65
L
Q
14
|
|
|
1
54
0.5 > ; |
e - Y
| h— 0.97 1 fla+h)— f(a) = 0.63
] |
. - 03 - . 5 . -
-1.5 -1 0.5 0.5 1 1.5 2 25
=025 a+h=122
08
Cociente ewton = pendiente de la recia secante a la grifica de f que pasa por Py Q

Puedes mover los puntos rojos para aproximar ha cero

Interpretacion geométrica de la derivada

f'(a) = pendiente de la recta tangente a la grifica de f en (a, f(a)).
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fx)=nt-3C+ 2%+ x

Puedes cambiar la funcion dando clic

la casilla de texto

Pusdes mover los puntos rojos para aproximar ha cero

Cuando h — 0, @ se aproxima a P y la recta secante se aproxima a la recta tangente
Asi, f'(a) es la pendiente dela recta tangente a la grifica de fen (a. f(a))

f'(a]=1'i£r;f7h+ﬁ{_ﬂg): 02 AT
Y
“1
T a+ h)— f(a
— if(@a+h)— f(a)
o | h |
o | I
I I
i I
I I
| |
| I
I I
e = % o e %
a at+ h

Ecuacidn de la recta tangente a la grafica de f en (a, f(a))

f'(a)(x —a) = y= f'(a)r +b,donde b = f(a) — af'(a).

Recta Tangente :

o= 1.04x2 +0.18

_f(:!:} -+ 2+
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El cociente de Newton en fisica

Cuando las variables que se relacionan en la funcién s(t) sean
s(a+ h) — s(a)

distancia-tiempo, tendriamos que representa la

velocidad media de una particula en el intervalo de tiempo transcurrido
entreaya + h.

Interpretacion fisica de la derivada

Asi, la derivada desde el punto de vista de la fisica s'(a) =
. s(a+h)—s(a)
lim

h—0 h

de dicha particula en el tiempo a.

se podrd interpretar como la velocidad instantdnea

Interpretacion general de la derivada

En general cuando la funcidn relaciona la variaciéon de cualquier
cantidad respecto al tiempo, se dice que la derivada representa la razén
de cambio o tasa de variacion de dicha cantidad a un tiempo dado.

Igualmente si la funcién relaciona cualesquiera variables (presidn-
temperatura, volumen-radio, etc), significard la razén de cambio de una
variable respecto a un valor especifico de la otra.

7.3 Algebra de funciones derivables I

En este apartado podrds encontrar una conclusién sobre Ila
derivabilidad, algunos ejemplos de funciones derivables y los teoremas
sobre dlgebra de funciones derivables.

¢Qué debe ocurrir para que una funcidn sea derivable en a?

1. En primer lugar ya sabemos que debe ser continua en a.

2.Pero ademds, que exista el limite del cociente de Newton y en
consecuencia, que se pueda trazar la recta tangente a su grafica en el

punto (a, f(a)).
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Los ejemplos vistos en el apartado 1, de este tema asi lo confirman. Son
funciones que tienen un “quiebre” en a, o la pendiente de la recta
tangente no es finita o la grafica parece muy intrincada en las cercanias
de a.

¢Como es una funcion derivable?
Definicién

Una funcidn es derivable, si es derivable en todos los puntos de su
dominio.

Asi, una funcion derivable, en primer lugar debe ser continua en todos
los puntos de su dominio y tener una grafica “suave”, de tal manera que
en todos sus puntos sea posible trazar una recta tangente.

Teorema 1 (La derivada de una funcién constante es cero)

Sea f : R — R tal que f(z) = c (constante), entonces f'(a) = 0 Va.

Demostracion:
. fla+h)— f(a) . c—c¢
/ _ = —— =0.Q.E.D.
f'(a) = ’1111% ’llm(l) 0.QE

Teorema 2 (La derivada de la funcién idéntica es 1)

Sea f : R — R tal que f(z) = =, entonces f'(a) = 1 Va.

Demostracion:
. fla+h)—f(a) a+h—a h
! _ — — - =
fl(a) = ’lgl(l) . = - - 1.QE.D.

Teorema 3 (Derivabilidad de la suma)

Si f y g son derivables en a, entonces f + g es derivable en a y (f +

9)'(a) = f'(a) + g'(a).
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Demostracion: Utilizaremos las hipotesis y dlgebra de limites

@)
Oy

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Teorema 4 (Derivabilidad del producto)
Si f y g son derivables en a, entonces fg es derivable en ay (fg)'(a) =

f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Demostracion: Utilizaremos las hipdtesis, propiedades de limites, sumar y restar

< &7

fla + hlgla) en el paso dos v a continuidad de f en el paso 3.

Iniciar demostracion

Iostrar todo



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/03_teorema_3.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/03_teorema_4.html

273

Teorema 5 (Derivada de una constante por una funcién)

Si g(z) =cf(z) y f es derivable en a, entonces g es derivable en a y

(9)'(a) = cf'(a).

=7

(@

Demostracidn: (La idea es utilizar las hipdtesis de los teoremas 1 y 4)

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Teorema 6 (Derivada de la idéntica a la potencia n)

Si f(xz) = z" paran € N, entonces f'(a) = na"! Va.

Demostracidn: (La idea es utilizar el método de induccidn matemdtica) g |:|7||

Iniciar demostracion

Maostrar todo
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Derivadas de orden superior

Si f es una funcidén derivable, entonces su derivada f' es a su vez una
funcidn, que puede o no ser derivable. Si lo es, entonces, se produce otra
funcidn, la derivada de la derivada de f y asi sucesivamente. Por ello, es

posible definir de manera recursiva las derivadas de orden superior:
fl/ — (f/)l, flll — (flll)l, f(n) — (f(n—l))’
Las derivadas de las funciones polinomiales

Con los teoremas vistos en este apartado y con la definicidn recursiva
de las derivadas se tiene una primera conclusion sobre las derivadas de
un polinomio:
f(x) = apnz™ + an 12" '+ ... +aiz+ag =
f(z) = na,z" ' + (n— 1)an_1x"_2 + ..+ 2002 + a1 —
() =nn — Dapz" 2+ (n—1)(n — 2)an_12" > + ... + 202 —

f®(2) = (nh)a,

Es decir, las funciones polinomiales son derivables y sus derivadas
también y asi sucesivamente. Como la derivada enésima es constante,
de ahi las demads son cero. Como veremos mas adelante, hay funciones
cuya derivada no siempre es derivable.

Interpretacion de las derivadas de orden superior
Geométrica

f"(a) = pendiente de la recta tangente a la grafica de f’' en (a, f'(a)) y
asi, se puede extender.

Fisica

s'(a+ h) —s'(a)
n — 1-
AL
de la velocidad de una particula en el tiempo a, es decir, la aceleracién

de la misma. Y asi puede extenderse.

se interpreta como el cambio instantdneo
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En general

La segunda derivada f”(a) significa la razén de cambio de f’ respecto a
su variable, en a. Y asi puede extenderse.

7.4 Algebra de funciones derivables II

En este apartado continuaremos con los teoremas sobre la
derivabilidad que nos hacen falta, tanto para la divisidén, como para la
composicidn de funciones y diversos ejemplos.

En la demostracion del siguiente teorema necesitaremos el teorema 3
(en Algebra de funciones continuas), que asegura que una funcién
continua en a, conserva el signo en una cierta vecindad de a. Esto
garantizard que g(a + h) sea distinto de cero en dicha vecindad.

Teorema 7 (La derivada de la reciproca de una funcion)

. . 1 .
Si g es derivable en a y g(a) # 0, entonces — es derivable en a y

, . g

Demostracidn: (La idea es utilizar el teorema 3 y la continuidad de g)

0

=

Iniciar demostracion
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Corolario

1
i =z "= — _ —n-1 _
Sif(z)=a2 "= wn,paraneN, entonces f'(z) = —nx "' = T

Puedes intentar demostrarlo, para lo cual puedes aplicar el teorema 7.
Esto generaliza el Teorema 6 a los negativos y ademads interpretando:

f(z) = 2% como f(z) =1y f'(z) =0z"! como f'(z) =0, entonces el
Teorema 6 se cumple paran = 0.

Teorema 8 (Derivabilidad del cociente)

Si f y g son derivables en a y g(a) # 0, entonces I es derivable en a y
g

£\ (o) '@g(a) — f(a)g'(a)
() @ G@r

Demostracion:Utilizaremos el Teorema 4 (Derivabilidad del producto) ,-:J IEEl
v el Teorema 7 (Derivada de la reciprocal,

FPaso 1
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Teorema 9 (Regla de la cadena: derivabilidad de la composicién)

Si g es derivable en a, y f es derivable en g(a), entonces fog es

derivableenay (f o g)'(a) = f'(9(a))d (a).

Paso 1

Maostrar Todo

Demostraciin: Utilizaremos las hipdtesis v definiremos una funciin auxiliar,

° |7

Con los teoremas anteriores se tienen reglas para derivar una gran
variedad de funciones. A continuacién algunos ejemplos.

Solucion:

V xelR, f(x)=—— = f'{
K+l

2%
(+1)?

&)

Ejemplos: ArguetalL

T
A i Solucion paso a paso
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7.5 Maximos, minimos y puntos

En este apartado estudiaremos los conceptos de maximos y minimos de
una funcidn. Lo relacionaremos con la derivada en caso de ser posible y
trabajaremos con funciones definidas en intervalos cerrados [a, b].
Definicidén

Sea f una funcién y z9 € A C Domf. Se dice que f alcanza su valor

madximo sobre A en z, si f(zy) > f(z) Vz € A.

Similarmente se establece la definicidn para el valor minimo de f
sobre A.

.

Se aprecia en la gréifica, que puede haber muchos puntos en A4, donde f

alcanza su valor médximo (o minimo), pero sélo puede haber un valor
mdximo (o minimo) de f sobre A. Serd de interés en este estudio el caso
en que A = [a, b].

Teorema 1 (La derivada en un mdximo o minimo)

Sea f una funcidn definida sobre (a,b) y 2o € (a,b). Si f alcanza en z; su
valor médximo (o minimo) sobre (a,b) y f es derivable en z, entonces

f/(mo) = 0
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Demostracion: Usaremos las hipotesis y propiedades de limites. Haremos

Q
=Y

la demostracion para el valor miximo (para el valor minimo es similar).

Iniciar Demostracion.

Mostrar Todo
Definicidon
Sea f una funcién y zy € A C Domf. Se dice que f alcanza en z;, un
maximo local sobre A, si 3§ > 0 tal que f(zo) > f(z) Yz € AN (xo —
d,z9 +0). Es decir, si f alcanza en z; un maximo sobre AN (zy —
d, 0 + 6).
Puedes construir una definicion similar para un minimo local.
Teorema 2 (La derivada en un mdximo o minimo local)
Sea f una funcién definida sobre (a,b) que alcanza en z; € (a,b) un

mdximo (o minimo) local sobre A = (a,b). Si f es derivable en =z,
entonces f'(zg) = 0.
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Demostracion: Este teorema es una consecuencia del teorema 1.

0
=Y

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

Este teorema es una consecuencia casi inmediata del teorema 1, sin
embargo, el reciproco de este teorema es falso. Existen funciones con
derivada 0 en un punto, donde no hay maximo, ni minimo local. Por
ejemplo: f(z) = z3 en 0.

Definicion

Se dice que o es un punto critico de una funcién f, si f'(zo) = 0. Al

numero f(z,) se le llama valor critico de la funcion f.

Calculando el maximo y el minimo de una funcién

Consideremos el problema de calcular el maximo y el minimo de una
funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Para ello, debemos

considerar tres clases de puntos:
1. Los puntos criticos de f en (a, b).
2. Los extremos a y b.

3. Los puntos z de (a,b), donde f no es derivable.

De todos ellos, se eligen los puntos donde la funcién “alcanza su
maximo” y donde “alcanza su minimo”.
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2 A
X
Sea f(x)=—— ¥ xe[-4,5] E
X+l
Solucién:
C
{
£0 i
Ejemplos: ‘ 1 W ArguatalLinares 2015 Sol. paso a paso =

7.6 Teoremas importantes I

En este apartado veremos un conjunto de teoremas de mucha
importancia para el significado de la derivada.

Teorema 3 (Teorema de Rolle)

Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), entonces
Jdz € (a,b) tal que f'(z) = 0.

Lo que asegura este teorema es que f alcanza un méximo o minimo
local en (a, b). Al partir de (a, f(a)), si “sube” o “baja”, tiene que regresar
a (b, f(b)) sin rupturas ni saltos y al ser derivable en (a,b), asi debe
alcanzar un méaximo o un minimo y como es derivable en (a, b) se tiene
que debe ser una funcién “suave”, sin quiebres y entonces la derivada
existe y debera ser cero.
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Demostracion: Usaremos el teorema 1 de Derivadas,uno de los
teoremas fuertes y diversos casos.

0
Oy

Iniciar Demaostracion

Mostrar Todo

Teorema 4 (Teorema del valor medio)

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces 3z € (a,b) tal que

Demostracion: Usaremos el Teorema de Rolle y nos auxiliaremos de una funcién definida [ Zl
de manera adecuada. ~ 10

Iniciar demostracion

Maostrar todo
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Este teorema es una generalizacidn del Teorema de Rolle. Si f(a) =
f(b), tendriamos como caso particular a dicho teorema. El teorema del
valor medio asegura que existe z en (a,b), donde la pendiente de la
recta tangente es igual a la pendiente de la recta secante que pasa por

(a, f(a))y (b, £(b))-

Teorema del Valor Medio

Pendiente de la secante: 0.5

Pendiente de la tangente: 0.5

F(b) = f(a)

- £=1.83
—10 = -5 -4 - 2 0 T2 3 ) @ 8 10
.-"a= —2.8T7 b=6.52

8-
-

)= [1030x-1F+2
—-Z 1 Puedes mover los puntos rojos para modificar el intervalo

-
-

Puedes C‘SIETD!‘EII' la funcién en la casilla.

Del teorema 4 (Teorema del valor medio) se desprenden varios
corolarios interesantes que ayudan a ir configurando cada vez mais, el
significado de la derivada.

Corolario 1

Sea f definida en un intervalo I. Si f'(x) =0 Vz € I, entonces f es
constante en /.
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Demostracion: Usaremos el Teorema del Valor Medio

0
=Y

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

Corolario 2

Sean f y g definidas en el mismo intervalo I. Si f'(z) = ¢'(z) Vz € I,
entonces Jc (constante), tal que f(z) = g(z) + ¢ Vz € I.

23 5 2
Demostracion: Usaremos el corolario 1 ":, E

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo
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Corolario 3
Si f'(z) > 0 Vz € I, entonces f es creciente en 1.

Si f'(z) < 0Vz € I, entonces f es decreciente en 1.

Demostracion: Usaremos el Teorema del Valor Medio (T.V.M). iy E
Sia< b= fla)< f(b)Vabe I,porlo tanto
f es creciente en un intervalo 1.

Iniciar Demostracion

Este corolario 3, permite calcular los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de una funcién y combinado con los maximos y minimos
locales facilitan ir configurando la gréfica de una funcidn.

Un problema importante es el trazo de la grafica de una funcién y en
ese caso es recomendable, determinar:

1. Los puntos criticos de f.
2. El valor de f en los puntos criticos.
3. El signo de f’ en las regiones entre los puntos criticos.

4. Los numeros z, tales que f(x) = 0, si fuera posible.
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5. El comportamiento de f cuando z tiende a mds o menos infinito (si
fuese posible).

Lo anterior, aunado a una inspeccion rapida para ver si la funcidn es par
o impar, mondtona, etc., ayudard mucho a configurar su grafica. Existe
un criterio para los maximos y minimos locales que sélo depende del
comportamiento de f en el punto critico, como veremos en el siguiente
teorema.

Teorema 5
Si f'(a) =0y f"(a) > 0, entonces f alcanza un minimo local en a.
Si f'(a) =0y f"(a) < 0, entonces f alcanza un médximo local en a.

Demostracidn: Utilizaremos las hipétesis y el Corolario 3. Haremos el caso f''(a) > 0 iy DI 7||

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

Este teorema 5 es muy util sobre todo para funciones polindmicas, sin
embargo, para muchas funciones la expresion de la segunda derivada
es tan complicada, que es preferible recurrir al recomendable punto 3,
es decir, a analizar el signo de la primera derivada antes y después de
un punto critico.

Aun mds, es posible que f’(a) =0 y en ese caso, el teorema 5 no
proporciona informacidén, puede ser mdximo o minimo local o ninguno
de los dos. Esto lo confirma el siguiente teorema.
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Teorema 6

Supongamos que f”(a) existe. Si f alcanza un minimo local en a,
entonces f”(a) > 0, pero si f alcanza un maximo local en a, entonces

f"(a) < 0.

Demostracion: Supondremos falsa la conclusion v llegaremos a una contradiccion. g DI 2 |

Usaremaos las hipotesis y el Teorema 5

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

Para confirmar el teorema 5, en estos ejemplos, podrias calcular el valor
de la segunda derivada en cada punto critico.

2 A
Sea f(x)=—— ¥ xeIR = { (x)=—2>_ E
K+l (K°+1)°

Solucioén:

.. B "
iem o 1l et
Ejemplos: Arguetall inares 2015 Solucion paso a paso X
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7.7 Teoremas importantes II

Enseguida presentaremos tres resultados importantes, consecuencia
del Teorema del valor medio. Tres notas para entender el significado del
siguiente teorema 7:

1. Cuando decimos Vz € I nos referimos a I como un intervalo.

2.Para la funcién f(z) = |z| Yz € R, la derivada no es continua en 0
(recuerda que ni siquiera existe en 0).

3.Compara con el teorema 7: La funcidén, f(x)=|z|Vx € R, es
continua en 0y f'(z) existe Vz € R (excepto, en z = 0), pero liII(l) f'(x)
z—

. , 1 siz >0 , .
no existe, puesto que f (:13) = 1 . 0 y por tanto sus limites
— s1x <

laterales son distintos.

Teorema 7 (Las discontinuidades de una funcidén derivada, no
pueden ser del tipo removible)

Supongamos que f es continua en a y que df'(x) Va € I, excepto
posiblemente para z = a. Supongamos ademds que }gr(ll f'(z) existe,
entonces f'(a) existe y lim f'(z) = f'(a).

Demostracion: Recuerda que derivabilidad implica continuidad. Usaremos ~ A
el teorema del valor medio (f.v.m.) y que f es continua en a. ' |10

Iniciar demostracion
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Dicho de otro modo. Una funcién con una discontinuidad removible,
no puede ser derivada de ninguna funcion.

Un ejemplo interesante, que permite reforzar que aunque una funcién
pueda ser derivable en todas partes, es posible que su derivada sea
discontinua y su discontinuidad no puede ser removible, es la
siguiente:

.’1328671

- sizx #0
f(z) = <x> 7 es derivable Vz € R, f' no es continua
0 six=0
enx =0y lin% f'(x) no existe.
z—

Las lineas de la demostracion son las siguientes:

) 9 1 )
Como hn'(l) zsen | — | = 0, es claro que f es continua en 0.
r— xXr

Ademss f es derivable para toda z diferente de cero y como:

h%sen H
. f(0O+h)—f(0) h _ 1
! — —_— 7 = — =
f(0) = }LIII(I] Y = }1111% . }LIII(I] hsen . 0.

Entonces f es derivable en los reales y la derivada queda ast:

1 1
f(z) = 2xsen (;) — cos (;) six #0
0 siz=20

. o : 1 1 .
Sin embargo lim f'(z) = lim |2zsen (| — | — cos | — | | no existe.
x—0 xz—0 T Z

Y por tanto f' no es continua en 0.

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema del valor
medio, que a su vez es una generalizacion del Teorema de Rolle. Dicho
de otro modo, el teorema de Rolle es un caso particular del Teorema del
Valor Medio y éste del siguiente teorema llamado: Teorema del Valor
Medio de Cauchy.
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Teorema 8 (Teorema del Valor Medio de Cauchy)
Si f y g son continuas en [a,b] y derivables en (a,b), entonces Jz, €

(a,d) tal que [£(b) — f(a)lg'(z0) = [9(b) — g(a)]f'(z0).

Demostracion: Utilizaremos el Teorema de Rolle y una ~ DI 7||
funcion auxiliar definida adecuadamente.

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo

Observaciones:

1.Sig(b) # g(a) y ¢'(z) # 0, entonces la conclusidn de este teorema se
puede expresar como:
16— fl@) _ fw0)
9(b) —g(a)  ¢'(zo)

2.Si ademids: g(z) =z = ¢'(z) = 1, entonces queda el Teorema del
valor medio.

3. Este teorema es fundamental para calcular limites de la forma:

lim Lx), cuando lim f(z) = 0y lim g(z) = 0.

z—a g(x) r—a r—a

En este sentido es que tenemos el siguiente resultado, que generaliza el
resultado del Teorema 7.
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Teorema 9 (Regla de L'Hépital)

!
Silim f(z) =0, lim g(z) =0y lim f(z) existe, entonces lim /()
T—a r—a

z—a g’(x)

im M im M
Vg R ()

z—a g(x)

Demostracion: Utilizaremos el teorema del valor medio de Cauchy (tvme).

Iniciar demostracion

Mostrar todo

Q0

™

Ejemplos

sen(x)

Seaf(x)= ¥ x£0 = lim,_f(x)=1

Solucién:
En primer lugar observamos las hipdtesis:
lim,_.g(x)=lim,_ sen(x) = 0 =lim__ h(x) = lim,_, x

Ademas:

um,cﬂg% = lim, .y~ = cos(0)=1

Entonces, por la Regla de L'Hopital:

sen(x) _

lim,_, =1

Ejemplos: Argueta/Linares 2015 Otro e]emplo |

existe


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/06_teorema_9.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/06_ejemplos.html

292

Existen diversas formas de la Regla de L'Hépital. Ninguna de ellas
requieren un razonamiento esencialmente nuevo al que se utilizé en la
demostracion del teorema 9 y otras se obtienen por procedimientos
meramente algebraicos. También hay otro tipo de indeterminaciones,
que se pueden reducir al caso del teorema 9.

[ Zl
Formas de L'Hospital: | 1 ™ (]

sifim, f(x)=im, ,.g()=0 y tim,__ %=
g

. f
entonces: lim LI

T g(x)

Y analogamente para limites izquierdos

Arguatallinaras 2015 Otra fOI'ma |

) N . .0 [ |
Transformando indeterminacion del tipo = al tipo = EIZ
o0

Solucién:

Definimos: F(x)= % y G(x}:% y ohservamaos que:
X x

f(x)=o0 ¥y g(x) 20 = F(x)—0 y G(x)=0
Entonces, escribimos:

fix) _ Mok} _ G(x)

g9t Uix)  Fx)

Por lo tanto, nos queda:

¥ _ 6k
9 F)

: e .0
como una indeterminacion del tipo v

Argueta/Linares 2015 Otra indeterminacian
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7.8 Convexidad y concavidad

Aqui encontrards los conceptos de convexidad y concavidad y los
teoremas relacionados.
Definicidon

Una funcidn f es convexa en un intervalo I, si Va,b € I, el segmento
rectilineo que une (a, f(a)) y (b, f(b)) queda por encima de su grifica. f
es concava en I, si tal segmento queda por debajo de su gréfica.

CONVEXA COUNCAVA

(b fib))

{a fla)
(2,fa))

B o — —
T - — — =

Esta condicidn geométrica de la definicidn, queda expresada de manera
analitica, en el siguiente teorema.

Teoremal
Una funcidn f es convexa en un intervalo I, si Va,b € I y Vx € (a,b), se

f@)— fla) _ fb) — fla)

T —a b—a

tiene que:

Si se invierte la desigualdad, queda definida analiticamente la
concavidad.

Serd de gran interés analizar la convexidad y la concavidad para
funciones derivables.
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Demostracion: Usaremos la ecudcion de la recta que pasa por (a.,f(un

Iniciar demostracion

(a, f(a)

e .
4

(@, f ()

A= m e e — e —————

._________
c@-mmmmnane

i
Ecuacion de la recta que pasa por (a. f(a)) y (b.f(b)):
g0 = [W] (x=a) + fla)

(b, FB))

Teorema 2

Sea f convexa en I. Si f es derivable en a € I, entonces la gréfica de f
queda por encima de la tangente por (a, f(a)), excepto en (a, f(a)).
Ademais, sia < by f es derivable en a y b, entonces f'(a) < f'(b).

Demostracién: Usaremos el teorema 1 v las ecuaciones de la tangente y la secante:

R) —
909 = F'(a)(x =) + () y () = [w] -

Paso 1

(a+h.g(a+h))

Mostrar todo

a) + fla)

-
-

=)


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/08_teorema_1.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/08_teorema_2.html
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Lema

Sea f derivable y f’ creciente. Sia < by f(a) = f(b), entonces f(z) <
f(a) Vz € (a,b).

X \ i f
Demostracién: Usaremaos Rolle, el T.VM. y supondremos falsa la conclusion.
0.f(b))
[| Paso't |= = = mAg i m e g e e
—_—f
Recta tangente
—
Mostrar todo

™

El siguiente teorema facilita saber si una funcién es convexa.

Teorema 3

Si f es derivabley f’ creciente, entonces f es convexa.

n
Demostracién: Usaremos el Lema, el teorema 1 y una funcion adecuada.

Iniciar demostracion

=
== Recta tangente

Mostrar todo

(&



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/08_lema.html
https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/08_teorema_3.html
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Observaciones:

.Derivado del teorema 3, es claro que: Si f es derivable y f’

decreciente, entonce f es cdncava.

.Un punto a, en donde una funcién derivable, cambia de céncava a

convexa o viceversa, se le llama punto de inflexion.

. De manera equivalente: a es punto de inflexidn de f, si la tangente

a f en (a, f(a)), cruza a su gréfica.

. Para que a sea un punto de inflexion de f, es necesario que f” tenga

signos diferentes a la izquierda y a la derecha de a. Recuerda:

f'(x) >0Vz € (a—d,a) = f'(x) es creciente =—> f es convexa,
f'(z) <0Vz € (a,a+d) = f'(z) es decreciente = f es
céncava, y viceversa.

I

Puedes mover el punto rojo x y observar el comportamiento de la recta tangente,

0
=Y

en relacion con la Convexidad y la Concavidad de la funcion

Convexa

" W ——

1
»
I
*
fiy
o

Puntos de inflexion: xy v x;


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/08_construccion.html
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Ejemplos

1

X+l

Sea f(x)=

Solucion:

Resolvamos la desigualdad f "(x)=0:
_ 2(3x-1)

%

Foy=
("+1)°

Por lo tanto:

y es concava en (-1/ \/5T A/ \/3_1

Ejemplos: |1 W ArguetalLinares 2015

>wa<—li\/§ c:x:»]_.f\/S_

f'es creciente en (-co,-1/ \/E] yen (1/ \/5 ,00)

Asi, fes convexa en (-co.-1/ \/5 Yyen(1/ \/E ,00)

¥ x €lR ¢Donde es convexa? '|:|_i|

Otro ejemplo |

7.9 Algunas aplicaciones

Aqui encontrards algunos problemas de aplicacidn de las derivadas.

Aplicacion 1

El vértice de la pardbola y? = 2pz es el centro de una elipse. El foco de la

pardbola, es un extremo de uno de los ejes principales de la elipse y
ademads la pardbola y la elipse se cortan en un dngulo recto. Hallar la

ecuacion de la elipse.



https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap7/08_ejemplos.html
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Sabemos que la ecuacidn de la elipse es:
b x? + a’y? = a?h? ... (1)
Por tanto para conocer su ecuacién, necesitamos conocer a y b.

Por las hipédtesis sobre el vértice V' y el foco F' de la pardbola, tenemos

p
ueia = —.
que-a =735

Asi, solo falta conocer el valor de b.

Para ello requerimos aplicar la hipdtesis sobre la perpendicularidad del
corte entre la elipse y la pardbola.

Para ello nos sirve la derivada, que representa la pendiente de la recta
tangente a una curva en un cierto punto.

Derivamos (1) con respecto a z y nos queda:

26’z + 20’y % =0... (2)

Despejando de (2) la derivada, tenemos:

U

y _ _ bz _

dr _E =mq ... (3)
my, pendiente de la recta tangente a la elipse en z.
Ahora derivamos la ecuacién de la pardbola respecto de z:

W —9p — BW_2_pp, (4

Yar = 4P de — y 102

my, pendiente de la recta tangente a la pardbola en z.
Por la hipétesis de perpendicularidad en un cierto punto, tenemos que:

mom, = —1... (5)

Sustituyendo en (5) los valores de (3) y (4):

P b’z pb’x
-l -——]=-1= —=1..(6
Y ( a2y) a?y? ©)
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Sustituyendo ahora en el denominador de (6), el valor de 32, segtn la
ecuacion de la pardbola, tenemos que:
pb’x b2

——=— =1 = b =2a%..(7
2pxa?  2a? a”-. (7)

Asi, sustituyendo (7) en la ecuacién (1), tenemos:

a—p 2 2 4
2a%z? + a’y? = a*(2a?) — P2 + £y2 _ 2
2 4 8

De donde queda: 4z2 + 2y? = p?. Que es la ecuacién de la elipse

buscada.
Aplicacidén 2

Calcular el drea del tridngulo formado por el eje de las z, la tangente y la
normal a la gréfica de f(z) = 6z — z? en el punto (5, 5).

y=-4x+25

f(x)=6x-x? (recta tangente)

1 15

= — g —
=g (rectanormal)

25
o y C(5.0)
A (-15,0) / \\
Como £ ABC = 90°, entonces: Area del tridngulo = (AB)z(BC)

Asi que el problema se reduce a conocer la longitud de los segmentos
AB 'y BC. Para ello, falta conocer las ecuaciones de las rectas tangente
L, ynormal L, y, su respectiva interseccion con el eje de las x.
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Ecuaciones de las rectas:
i. Recta tangente L1, a f(z) = 6z — z* en el punto (5, 5):

f'(z) =6 —2z = f'(5) = —4 = my pendiente de L.

Asi, la ecuacidén punto pendiente de L;, queda: y = —4(z — 5) + 5,
por tanto, su interseccion con el eje de las z, se da cuando y = 0.
—25 25

A -5)+5=0 = 4z +20+5=0 = z=—" =",

25 . .
Asi: C (Z’ O) es uno de los vértices del triangulo.

ii. Rectanormal Ly, a f(z) = 6z — z? en el punto (5,5):
1 1

Pendientede Ly:my = —— = —.
mq 4

. s . 1
Asi, la ecuacidn punto pendiente de Ly, queda: y = 1 (x —5) + 5, por

tanto, su interseccion con el eje de las z, se da cuando y = 0.

Asi: A(15,0) es otro de los vértices del tridngulo.

Longitud de segmentos:
1. Segmento AB:

d(A,B) = /(56— (-15))>+ (5 — 0)2 = +/20% + 52 = /425

ii. Segmento BC"

e
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Area del tridngulo ABC:

Area(AABC) = =

Aplicacidn 3

Calcular la altura del cono de volumen mdximo que puede inscribirse
en una esfera de radio .

Podemos observar que h =c+r. r es fijo, pero ¢ cambia conforme
cambia el radio x de la base del cono.

Sabemos que el volumen del cono es igual a:

V= %77m2h - (1)
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Esta cantidad debemos maximizarla y por lo tanto debemos dejarla en
términos de una variable. En particular debe quedar en términos de h,
que es la incdgnita y del radio r de la esfera que contiene al cono.
Entonces el objetivo es z, hay que escribirla en términos de h.

Por el Teorema de Pitdgoras, tenemos:
rP=x+c® = ?=r’-c2..(2)

Sustituyendo (2) en (1), tenemos:

1 2 2
V= §7r(7’ —c*)h...(3)

Pero como:
h=c+r = c=h—r = ?=h?>—2hr+r?..(4)

Sustituyendo (4) en (3), tenemos:

V= %W(TZ — (R = 2hr +1?))h = V = %W(%r —h*)h

Es decir:
1
V= 577(2h2r — R%) ... (5)
Que es la férmula del volumen del cono, pero en términos de la variable

hy ahora si, vamos a maximizar dicho volumen.

C;—‘; = %71’(41% —3h?)=0 = (4rh—3h*) =0 = h(4r —3h) =0
Es decir:
h=044rh —3h? =0

Pero para que el volumen sea mdximo, s6lo queda que:

h:ér
3



303

Aplicacidén 4
Una esfera sélida homogénea pesa Pkg. ;Cudl es el peso @ del mayor
cilindro circular recto que puede cortarse de la esfera?

Por ser una esfera homogénea, el cilindro de mayor peso que se puede
cortar de la esfera, es aquel cuyo volumen sea médximo.

Asi, la proporcidn entre volumenes, es la misma que entre los pesos.
Sabemos que el volumen del cilindro estd dado por:

V =7r?h .. (1)
Esta cantidad hay que maximizarla, pero para ello hay que ponerla en

términos de la altura h del cilindro y del radio R de la esfera que lo
contiene.

2 2
Se observa que: R? = (g) +r? = r’=R? - (g) . (2)

2
Sustituyendo (2) en (1), nos queda: V(h) =« <R2 - (§> ) h

2
Dedonde: V'(h) =7 <R2 — %) . (3)
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Para obtener el mdximo, debemos tener que: V/(h) =0 = h =

(4)

Sustituyendo (2) y (4) en (1), tenemos que: V =

2R
5

R\*\ 2R 4
7| R?— (—) ~—— = ——=nR®. Volumen mdximo del cilindro.
v3) ] V3 3V3
4 3
. . Volumen cilindro  3/3 m
Realizando el cociente: = = —, que es la
Volumen esfera 4 R V3
3
proporcidn entre los volumenes y como es la misma proporcién entre
los pesos, tenemos que: I3 \/_ de donde:
P
=k
Q /39

Peso del cilindro circular recto que puede cortarse de la esfera
Aplicacion 5

Encontrar el punto para el cual la recta tangente a la pardbola f(z) =
x? — 2z + 1, es paralela a la recta 3z + 2y = 6.

N

2
fix)=x -2x+1

9
Rectadada:3x+2y=6 ;¢ -¥
Rectatangente: y=-1.5x+0.94
i
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Sabemos que la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en z, es:
f'(z) = 2z — 2 y debe ser igual a la pendiente de la recta dada: 3z +
2y — 6 =0.

3 . . 3
Entonces, como la recta dada: y = —5% + 3 tiene pendiente —3
entonces:
3 1
! = 2 — 2 = —— —> = —
fl(z) =2z 5 T=7

Que es el punto donde la recta tangente a la grafica de f, es paralelaala
recta dada.

Aplicacidn 6

Sabiendo que si f(x) = e*, entonces f'(z)=e®, demostrar que la
ecuacion e® = x + 1 sdlo tiene una raiz real, a saber z = 0.

Es facil ver que z = 0 es solucion de la ecuacion dada. La demostracién
estard completa, cuando hagamos ver que es la tnica.

Para ello, definimos: f(z) =e®* —x — 1. Demostraremos que ésta
funcién sélo tiene un minimo, a saber x =0 y su valor minimo es
f(0) = 0. Veamos:
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f'(xr) =e*—1=0 = z = 0, unico punto singular. Ahora obtenemos
la segunda derivada:

f"(z) = €* > 0 Vz, en particular, para z = 0. Por lo tanto, en z = 0, hay
un minimo local y ademids, f(0) = e’ — 0 -1 = 0.

Asi, la ecuacion dada: e* = z + 1, sélo tiene una raiz real, z = 0.
Aplicacidn 7
Sea f : [-1,2] — Rtal que f(z) = z%. ;En qué punto del intervalo [—1, 2]

la recta tangente a f, coincide con la pendiente de la recta que pasa por
los puntos (—1, f(—1)) y (2, f(2))?

Por el teorema del valor medio, sabemos que: Jzo € (a,b) tal que

f'(zo) = %ﬁ(a), entonces: f'(zg) = f(g)__(‘i(l_)l) _ 4 ; L 1y

como f’ o) = 2x0, entonces, nos ueda:
’ ’

1 . .
200 =1 = 1y = 3 valor intermedio.
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Aplicacion 8

Demostrar que entre todos los rectdngulos de drea A > 0, dada, el
cuadrado es el de perimetro minimo.

Sabemos que:
A =zy...(1) drea
P =2z + 2y ... (2) perimetro

Como queremos minimizar el perimetro, entonces requerimos expresar
su féormula en términos de una sola variable y luego aplicarle el
procedimiento para calcular los puntos singulares, etc.

Despejando y de (1), tenemos que:

T Hi

y:é — P(x):2w+2(é>

212 — 24

Entonces: P'(z) = ——— =0 = z = VA, dnico punto singular.
x
4A 4A 4
Ahorabien, P"(z) = — = P"(v/A) = = > 0.
@)= V4 (VA3 VA

De donde tenemos que el perimetro minimo es cuando: z =
sust. en (1)

VAT =

y = v/Ay por lo tanto se trata de un cuadrado.
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Aplicacién 9

En una avenida principal de la ciudad de México, un automdvil pasa
frente a una cdmara de vigilancia y 10 segundos después, pasa por la
siguiente camara de vigilancia que se encuentra a 225 metros de la
primera. Investigue si en algin momento dicho automdvil ha rebasado
el limite de velocidad que es de 80 Km/hora.

Ubicamos la primera camara de vigilancia en el origen (0,0) y la
segunda en las coordenadas (10, 225).

Por otra parte, sabemos que la funcidn s(t) que representa el

desplazamiento del automdvil con respecto al tiempo, es una funcién
continua en el intervalo [0, 10] y derivable en el intervalo (0, 10).

Asi que por el Teorema del valor medio:

225 -0

Jty € (0,10) tal que s'(tp) = 0.0

= 22.5m/seg.
Es decir, en t; € (0,10), la velocidad del automdvil es s'(¢y) =

22.5m/seg.

Realizando la conversidn a metros/minuto, luego a metros/hora vy,
finalmente a kilémetros/hora, tenemos:

s'(to) = 22.5m/seg = 1350m/min = 81000m/hr = 81km/hr

Es resumen, en algun momento, dentro de los 10 segundos, el
automovil rebasé el limite de velocidad.

7.10 Ejercicios

1. Justificar detalladamente su respuesta a las siguientes preguntas:
a. ;Qué significa que una funcion f sea derivable en un punto a?

b. ;Qué significa geométricamente la derivada de una funcién f en
un punto a?
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c. Sabiendo que f es derivable en un punto a, ;Cual es la ecuacion de
la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))?

d. ;Toda funcidén continua en un punto a, es derivable en a?

e. ;Es necesario que f sea continua en a, para que pueda ser
derivable en a?

f. ;Es suficiente que f sea continua en a, para que f sea derivable en
?
a

g. ;Toda funcidn derivable en a, es continua en a?

2. Partiendo directamente de la definicién, demostrar que:

1 1
a.Si f(z) = —, entonces f'(a) = —— paraa #0
T a
: 1 2
b.Si f(z) = = entonces f'(a) = ——3 paraa #0

1
c. Si f(z) = +/z, entonces f'(a) = NG paraa > 0
a

3. Encontrar la ecuacion de la recta tangente en el punto (a, f(a)) para
las siguientes funciones:

a. f(z) = %paraa #0

1
b. f(z) = —3 paraa #0
c. f(z) =+/zparaa #0
4. Resuelva lo siguiente:

. 1 .
a.Si f(z) = —, demostrar que la recta tangente a la grafica en el
T

punto (a, f(a)), para a # 0, no intersecta a la grédfica en ningun
otro punto.
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. 1 ,
b.Si f(x) = 2 demostrar que la recta tangente a la grafica en el

punto (a, f(a)), para a # 0, intersecta a la grafica en otro punto,
que estd en el lado opuesto del eje vertical.

c.Si f(z) = y/x, demostrar que la recta tangente a la grifica en el
punto (a, f(a)), para a > 0, no intersecta a la grafica en ningun
otro punto.

5.Sea f derivable. A partir de la definicién de derivabilidad, demostrar
lo siguiente: (es conveniente hacer un dibujo explicativo):

a.Sig(x) = f(z) + ¢, entonces ¢'(z) = f(z)
b.Sig(z) = cf(z), entonces g'(z) = cf'(x)
c.Sig(xz) = bf(z) + c, entonces g'(z) = bf'(z) + c

6. Sea f derivable. A partir de la definicién de derivabilidad, demostrar
lo siguiente: (es conveniente hacer un dibujo explicativo):

a.g(z) = fz+c) = g(x)=f(z+0)
b.Sig(z) = f(cx) = ¢'(z) = cf'(cz)

c. f es periddica de periodo a = f’ es también periddica, de
periodo a.

7. Calcular f'(z) para cada una de las f siguientes (sin importar los
dominios de fy f')
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f. f(z) = sen(cos(sen(z)))

g. f(z) = sen (co:;(ac))
h. f(z) = sen(c;)s(m))
i flz) = cos(czs(a:))

8. Justificar detalladamente su respuesta a las siguientes preguntas:
a. ;Qué establece el teorema de Rolle?
b. ;Qué establece el teorema del Valor Medio?
c. ;Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién:

f:[-1,1] — Rdonde f(z) = 22? — x — 17

d. ;Se puede aplicar el teorema del Valor Medio a la funcién:

f:(-0.5,1) — Rdonde f(z) = 22° — z — 1?

e. ;Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcidn:

x2—4

f:]-3,3] - Rdonde f(z) = p—

sizx #2y f(x) =5siz =2.

9. Justificar detalladamente sus respuestas a las siguientes preguntas:
a.Si lim f(z) =0 y limg(x) =0, ;Qué establece la regla de
T—a T—a
L’Hopital?

b.;Se puede aplicar la regla de L'Hbpital para calcular:
. xd -3z -2
lim ——7?
z—2 22 + bz + 2
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c.En el siguiente procedimiento ;Estd bien aplicada la regla de
L’Hopital?

:133—3x+2_ . 3:32—3_ . b6z 3
M P 12242 242 oy

d. ;Ddnde se encuentra el error en la siguiente aplicacidn de la regla

de L'Hopital?
22 —322+ 22 322 — 6z +2 6x — 6
lim 5 =lim —— = lim =3
z—=2 x4 —x — 2 r—2 2¢ — 1 r—2

10. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a las gréficas de las
siguientes curvas en el punto indicado.

a. f(z) = sen(z) en (0,0)
b. f(z) = 32? — 3z — 1en (0, -1

—

2
3
c.%—i—%:lenle,y:%
1 3
d.x2+y2:1enm:—§,y:§

e. f(z) = 2cos(x) en (0, 2)
f.f(x):%enaczl,y: 1

11. Para cada una de las siguientes funciones f, hallar f'(f(z))

1
a. f(x =172
b. f(x) = sen(z)
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12. Para cada una de las siguientes funciones f, hallar f(f'(z))

a f@) =~
b. f(z) = z?
c. f(z) =17z
d. f(z) =17

13.Para cada una de las siguientes funciones, hallar el médximo y el
minimo en los intervalos indicados, hallando los puntos del
intervalo en que la derivada es cero y comparando los valores en

estos puntos, con los valores en los extremos.
a. f(z) = 3 — 2? — 8z + 1 sobre [-2, 2]
b. f(z) = 3 + = + 1 sobre [-1, 1]
11
c. f(z) = 3z* — 823 + 622 sobre l_i’ 5]

1 1
d. f(.’B) = m sobre l_i’ 1]

e. f(z) = 5111 sobre l—l,%]

f. f(z) = 236_ ] sobre [0, 5]

14. Utilizar los resultados sobre el significado de la derivada para
esbozar la gréfica de las siguientes funciones (aplicar criterios de la

primeray segunda derivada)

a.f(x)::n—ki b.f(a:)::r:—k%

c.f@) = = d.f(z) = 55
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15.Cada una de las figuras siguientes, representan la grifica de la
derivada de una funcién f. Hallar todos los mdximos y minimos
locales de la funcidn f correspondiente.

Grafica de la derivada de f Grafica de la derivada de f
\ /
\ 2 3 2 /
NN 4 a4 A
Grafica de la derivada de f Grafica de la derivada de f

A K. 4 ¥
VN AN

16. Demostrar que:

a. Entre todos los rectdngulos de igual perimetro, el de mayor drea
es el cuadrado.

b. La suma de un nimero y su reciproco es por lo menos 2.

c. Entre todos los rectingulos que pueden inscribirse en una
circunferencia, el cuadrado es el de drea mdxima.
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d. Entre todos los rectdngulos de drea dada el cuadrado es el de
perimetro minimo.

e.La razon de variacion del volumen de una esfera respecto a su
radio, es igual a su drea.

17. Calcular los siguientes limites (Analizar si se puede aplicar la regla
de L’Hépital)

T 2

a. 1i . cos*(z)—1
250 tan(z) b. 91013(1) 72

. b?sen(az) 1z -—1

c. lim ———= d.lim ——
z—0 T z—0 T

2z — 4z + 2 .« — sen(zx)

e lm e 10z 1 5 £.lim ——7>——

18. Dadas las siguientes funciones, encontrar un punto que satisfaga el
teorema de Rolle.

a.f:[-2,0] - Rtalque f(z) = 2® + 2z + 1
b. f:[0,2] — Rtal que f(z) = 2 — 2z + 1

1
c. f:[-2,0] - Rtal que f(z) = P rom 1
1
d. f:[0,2] — Rtalque f(z) = 22 — 2z + 1

19. Dadas las siguientes funciones, encontrar un punto que satisfaga el
teorema del Valor Medio.

a. f:[—1,1] — Rtal que f(
b. f:[-1,2] —» Rtal que f(z) =
c. f:]0,2] - Rtalque f(z) =23 — 2z — 1
d. f:[-2,0] - Rtal que f(z) = 2° — 22 + 2
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20. Encuentre el punto para el cual:

a. La recta tangente a la pardbola f(z) = 22 — 7z + 3 es paralela ala
rectabr +3y —3 =0.

b. La recta tangente a la pardbola f(z) = 2> — 7z + 3 es paralela ala
rectadz —y—4=0.

c. La recta tangente a la pardbola f(z) = 2®> — 7z + 3 es paralelaala
recta2z +3y — 3 =0.

21. Hallar la altura del cono de volumen méximo que puede inscribirse
en una esfera de radio r.
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Aplicaciones de la derivada

Aqui encontrards varias aplicaciones de la Derivada, algunas de ellas en
ramas propias de las Matemadticas y en disciplinas como la Fisica, la
Termodindmica y la Economia.

Tendrds a la mano la teoria necesaria y gréficos interactivos que te
permitirdn entender mejor las aplicaciones. Contards con referencias
bibliogrdficas y de Internet, para temas en los que requieras
profundizar.

Recla Tangenle : 01.85r + y}ij

Recta Normal 1 —x 4+ 0.85y = —0.

JF(x) x sen(x)

Puedes gambiar la funcion
en la gasilla de texto.
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8.1 Recta tangente y normal a la grafica de una
funcidn f en el punto (a, f(a))
Objetivo

Calcular las ecuaciones de rectas tangentes y rectas normales a una
curva en un punto dado (a, f(a)).

Conceptos previos
Para tener éxito, es importante recordar que:

e Laderivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f
en (a, f(a)).
e Por lo tanto la ecuacidn de la recta tangente a la gréfica de f en
(a, f(a)) es:
y— £(a) = £/(a)(z — a), es decir:y = f'()z + (f(a) — af'(a)) .. (1)

e Dada la ecuacién y = mz + b de una recta, entonces la recta cuya
ecuacion es y = —%a: + ¢,m # 0, es perpendicular a la primera. Por
ejemplo, las rectas: y =2z +1y y = —%x + 2 son perpendiculares
entre si.

e Por lo tanto, la ecuacidn de la recta normal a la grifica de f en
(a, f(a)) es:

1 1

irry = ———=x a)+a 1
f,(a)(m—a),esdear.(z)— 7@ +<f()+ f’(a))

y— fla) =

Ejemplos

En los ejemplos, dada una funcién y un punto sobre su grifica, se
calculan las ecuaciones de la recta tangente y la recta normal
correspondientes. Recuerda utilizar (1) y (2). Da clic en un ejemplo,
ejecutalo y luego da clic en el botdn de reiniciar
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Q
Oy

Ejemplo 1 | | Ejemplo 2 | | Ejemplo 3

Construccion interactiva

En la siguiente construccidn, dada una funcién y un punto a cualquiera
sobre el eje z, podras ver las ecuaciones de la recta tangente y la recta
normal correspondientes en el punto (a, f(a)).

(@)
O]

Recta Tangenle : 0.85x 4+ y = 3.67

Recta Normal : —x 4 0.85y = —0.88

fap - -

7

JF(x) =x sen(x)

Puedes cambiar la funcién
en la casilla de texto.
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Ejercicios interactivos

Titulo: Aplicaciones de la derivada
Subtitulo: Recta tangente y recta normal a f en (a,f(a)).

Elige la opcion gue exhibe las ecuaciones de las rectas tangente y

normal respectivamente, para f(x)=-3 x*-xenel punto (1,-4)
.ﬂlly:—?xﬁ ;‘,r:ix—E

¥ 7
El|y:—5){+2 y:i}(—E
5 ]
Q_JY:—SXH :ix—E
3 3
E)Jy:—lxm :EX—E
I 1

8.2 Angulo de interseccién

Sea f(a) = g(a). Se llama dangulo de interseccion de f y g en (a, f(a)),
al angulo 6 < 90° que forman sus rectas tangentes en el punto de
interseccion (a, f(a)).

Objetivo

Calcular el dngulo 6 < 90° que forman la grafica de dos funciones fy g,
en un punto de interseccion.
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Conceptos previos
Suponiendo que f(a) = g(a), es importante recordar que:

e Laderivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f
en (a, f(a)).

e Laderivada ¢'(a) es la pendiente de la recta tangente a la gréficade g
en (a,g(a)).

e Ahora bien:

e Sabemos que o = § + 0, de donde se tiene que: § = a — .

e Entonces, por identidades trigonométricas conocidas, nos queda:

| tan(a) — tan(B)
tan(f) = 1+ tan(a)tan(p)
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¢ Ycomo f'(a) = tan(B) y ¢'(a) = tan(a), entonces:

¢(a) - '(a)
1 g@r@|

tan(0) = |

e Asi, de (1) se puede obtener el dngulo de interseccién de f y g,
aunque sea de manera aproximada.

e Es importante aclarar que si tan(f) — oo, entonces 6§ = 90°. Esto

ocurrird cuando el denominador en (1) sea cero y el numerador
distinto de cero.

Ejemplos

En los ejemplos, dadas dos funciones y un punto de interseccion, se
calcula la tangente del dngulo de interseccion correspondiente.
Recuerda utilizar (1).

e [ 7||
| Ejemplo 1 ‘ ‘ Ejemplo 2 ‘ ‘ Ejemplo 3 /| O
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Ejercicios interactivos

Titulo: Aplicaciones de la derivada
Subtitulo: Angulo de interseccion de f y g en el punto (a,f(a)).

Elige la opcion gue exhibe la tangente del angulo de interseccion
de las funciones f(x)=-7 x* 42 yvax) =7 x* en el punto

LI

o :
C) ;;? m\tan(ﬁ]z%
Skan(g)= f Dran(e)=2 :;f

8.3 Aplicaciones en Geometria

En esta leccidn serd de gran utilidad recordar los conceptos de recta
tangente y recta normal. La relacidn de estos conceptos con la derivada
es fundamental para entender y resolver los problemas geométricos
que aqui se trataran.

Objetivo

Resolver algunos problemas de geometria analitica, relacionados con el
célculo de rectas tangentes y normales.
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Conceptos previos

Dada una funcidn f derivable en a, es importante recordar que:

e Laderivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f
en (a, f(a)).

e La recta cuya ecuacién es y = mz + b tiene pendiente m (m #0) y
ordenada al origen b.

1 . . 1
e Larectay = ——uz + c, tiene pendiente - (m # 0) y es una recta
m
perpendicular a la primera.
e La ecuacion de una recta que pasa por (a, b) y tiene pendiente m, es:
y—b=m(x—a)oy=m(z—a)+b.
Ejemplos
En los ejemplos, se calculan las ecuaciones de rectas tangentes a la

grafica de wuna funcidn, bajo condiciones de paralelismo o
perpendicularidad a otras rectas.

A

o |7

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3
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Construccidn interactiva

En la siguiente construccidon mueve el punto A y observa las ecuaciones
de las rectas tangentes a la grafica de f y que pasan por el punto A.

=

0

Desliza el punto A
A= (x5,3)= (0.3)

Ejercicios interactivos

Titulo: Aplicaciones de la derivada

Subtitulo: Aplicaciones en Geometria.

Elige la opcion que exhibe las ecuaciones de las rectas tangentes

2
a la grafica de f{x]:—%+2 en el punto (5,3)

A=Y s y= e
Blly= (&Y yigpes = 6‘/31 )o5)+
Cly=- ”‘/31 k513 y=- 7“31 J(x5)+3
=& ‘;31 sy y=(Z ‘/31 )(x-5)+3
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8.4 Razones de cambio relacionadas

Cuando tenemos dos cantidades relacionadas que varian con respecto a
una misma variable y deseamos obtener la razén de cambio de una de
ellas, respecto a la otra, decimos que tenemos razones de cambio
relacionadas. Por ejemplo:

e Si el radio de una esfera varia respecto al tiempo, entonces el
volumen de la esfera también cambia respecto al tiempo. Seria
deseable conocer la razén de cambio del volumen respecto al radio.

e Silavelocidad de una particula cambia respecto al tiempo, también
cambia su energia cinética respecto al tiempo. Es importante saber
cdmo cambia la energia cinética respecto a la velocidad.

e Dos mdviles que viajan a cierta velocidad en diferentes direcciones,
se alejan uno del otro. Seria deseable saber la razén de cambio de la
distancia entre uno y otro.

e En un fendmeno sismico, a partir del epicentro se producen ondas
circulares concéntricas que van creciendo en su radio respecto al
tiempo. Seria deseable poder calcular la razén de cambio del drea de
afectacion respecto al radio.

En fin, si y =y(u) y * = z(u) y, existe una relacidn entre z e y, es

deseable obtener la razén de cambio de y respecto de z o viceversa.

Objetivo

Resolver problemas donde se tengan razones de cambio relacionadas.

Conceptos previos

Es importante recordar que:

e Laderivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la grifica de
fen(a, f(a)).

e Ademsds f'(a) eslarazon de cambio de f en a.

e Si f depende del tiempo, entonces f'(t;), significa la velocidad
instantdnea de f en tg.
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Ejemplos
En los ejemplos siguientes, se resuelven problemas de razones de
cambio relacionadas.

% A

> |2

® Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 2

Ejercicios interactivos

En los ejercicios siguientes, se plantea un fendmeno sismico con datos
que pueden no estar apegados a la realidad, pero que permiten, ilustrar
un problema de tal naturaleza. Recuerda que debes tomar ldpiz y papel
para intentar resolverlo.

Titulo: Aplicaciones de la derivada

Subtitulo: Razones de cambio relacionadas.

En un fenomeno sismico, a partir del epicentro se producen ondas
circulares conceéntricas que con el tiempo va creciendo su radio r.
Cuando la onda exterior tiene un radio r=2 km , éste crece a una

velocidad de % km/seg. Elige la opcion que exhibe la velocidad

con la que crece el area del circulo de dicha onda.

f'%'(t)%ﬂ E_}JA'(t)zgr[
elaw=2n dlaw=r
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8.5 Aplicaciones en Economia

En la Economia también es importante considerar la variacion de una
cantidad respecto a otra. Por ejemplo la demanda de un producto
respecto a su precio, o el precio de un producto respecto a su costo de
produccién o la utilidad obtenida en la venta de un producto, con
relacidn al costo de produccidn, etc.

Por lo anterior, es muy importante la representacidn de las cantidades
relacionadas en forma de funciones que puedan ser derivables, no
obstante que los datos que se manejan sean discretos, por ejemplo
cuando se establece la funcién de costo C(z), la variable x representa
unidades de cierta mercancia.

Objetivo
Resolver algunos problemas sencillos en Economia.
Conceptos previos

En Economia se suele describir la variacién de una cantidad respecto a
otra mediante un concepto llamado promedio que expresa la variacion
de una cantidad sobre un rango especifico de valores de otra y un
concepto llamado marginal que expresa el cambio instantidneo en una
cantidad respecto a la otra.

Un simil de los conceptos anteriores en Fisica serian los conceptos de
velocidad promedio y velocidad instantdnea o lo que geométricamente
serian la pendiente de la recta secante y la pendiente de la recta
tangente, respectivamente.

Un ejemplo:

Si C(z) es la funcién que representa el Costo Total en unidades
monetarias para producir z unidades de cierta mercancia:

¢ El costo promedio de produccion de cada unidad, seria el costo total
entre la cantidad de unidades de mercancia producidas, es decir:

C(x)

Q(z) = A la cual se le llama funcién del Costo Promedio.
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e El costo marginal cuando z = z; es C'(z,), si esta cantidad existe. Y

se interpreta como la razon de cambio instantdnea del Costo Total
con respecto al cambio unitario en las unidades producidas, cuando
se producen = x; unidades.

e De manera similar Q'(z;) seria el Costo Promedio Marginal cuando
x = x1y que representa la razén de cambio instantdnea del Costo
Promedio cuando z = z;.

Otro ejemplo

Si p es el precio de unitario de cierta mercancia y = el numero de
unidades de dicha mercancia. Es natural pensar que la cantidad
solicitada por los consumidores en el mercado, dependa de su precio. Es
natural pensar que “a menor precio, mayor demanda y a mayor
precio, menor demanda”.

A veces también es posible considerar que el precio de un producto se
puede establecer en funcién de su demanda: “a mayor demanda
menor precio”. En este caso, tendriamos p = g(z) que se llamaria

funcion de demanda o inclusive podria establecerse mediante una
ecuacion de demanda. A la grédfica correspondiente que relaciona
cantidad « solicitada y el precio p, los economistas acostumbran
llamarle curva de la demanda.

** cunva de demanda
21
18 4
154
124
ad
a4

34

T
0 2 4 5]

Figura 8.1. Aqui un caso tipico de curva de demanda.
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Un caso tipico: La demanda de un cierto producto es nula cuando el
precio es muy alto (p = 18), mientras que el consumo méximo de dicho
producto en una familia no puede pasar de cierto valor (6 unidades)
aunque el precio fuese cero.

Derivado de estos conceptos, se tiene la funcion de Ingreso Total,
R(z) = xP(z), es decir: la cantidad de unidades vendidas, por el precio
de las mismas.

Y ademas la funcidn de Ingreso Marginal, R'(z) = P(z) + zP'(x), que
representaria la razon de cambio del ingreso total para cada .

Ejemplos

En los ejemplos se realizan diversos calculos referentes a los conceptos
anteriores de Economia.

5 ~ [ 7||
Ejemplo 1 "o |0

Ejemplo 2

Ejemplo 3


https://prometeo.matem.unam.mx/recursos/VariosNiveles/iCartesiLibri/recursos/Calculo_1_Interactivo/interactivos/Cap8/05_ejemplos.html

331

Ejercicios interactivos

En los ejercicios siguientes, se plantea un problema sobre la produccién
de ciertas mercancias, conociendo la funcidn del Costo Total y donde se
desea conocer la razén de cambio en los costos de produccién, para
valorar la conveniencia de la inversion. Recuerda que debes tomar lapiz
y papel para intentar resolverlo.

Titulo: Aplicaciones de la derivada

Subtitulo: Aplicaciones en Economia.

Sea C(x)=7+x+ 10 el costo total en miles, al producir x
X

mercancias para su venta en el mercado asiatico. La empresa
productora, desea saber la razon de cambio de los costos en la
produccion para valorar la conveniencia.

Elija la opcion que represente el Costo Marginal en x = 10.

alcoy= = blcoy=12
S-S Boao-2

8.6 Aplicaciones en Fisica

La Fisica y sus problemas en relaciéon con el movimiento fueron
relevantes en el desarrollo del concepto de la derivada.
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Si un movil recorre una cierta distancia s en una cantidad de tiempo ¢,

se puede conocer la velocidad promedio en que hizo tal recorrido, pero
también se podria saber su velocidad en cada instante de dicho
recorrido gracias a la derivada. Asi mismo en problemas de caida libre o
de objetos con movimientos acelerados, la derivada tiene un papel
fundamental.

Objetivo

Resolver algunos problemas sencillos en Fisica.
Conceptos previos

Es importante recordar que:

e Cuando las variables que se relacionan en la funcién s(t) sean
s(to + h) — s(to)
h
velocidad media de una particula en el intervalo de tiempo h

transcurrido entre ¢y y ¢y + h.

distancia-tiempo, tendriamos que representa la

e Asi, la derivada desde el punto de vista de la Fisica
S(t() + h) — S(to)
h
instantdnea de dicha particula en el tiempo .

s’ (to)]llin% se podrd interpretar como la velocidad
%

e Ademsds, s”(ty) es la aceleracidn instantianea de tal particula en el
tiempo to.
, 1
e Algunas férmulas que recordar: s = vyt + §at2, v=1vy+atyv:=
v¢ + 2as donde: s = distancia, v = velocidad, v, = velocidad inicial y
a = aceleracion.

Ejemplos

En los ejemplos se resuelven problemas sencillos de Fisica y en todos
ellos se desprecia la friccion del aire.
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2%

Argueta/Linares 2015

Ejercicios

En los ejercicios siguientes, se plantea un problema sobre caida libre y
se pide que encuentres la mejor aproximacidn a la solucién. Recuerda
que debes tomar ldpiz y papel para intentar resolverlo.

Titulo: Aplicaciones de la derivada
Subtitulo: Aplicaciones en Fisica.

Un objeto se deja caer desde 4 m de altura y por tanto la
distancia que recorre en t segundos despreciando la friccion
del aire, esta dada por la ecuacion s(t) = 4.9 t.

Elija la aproximacion que mejor represente la velocidad
instantanea del objeto al hacer contacto con el piso.

a)|13.28 m/seg b)17.71 miseg

C)l2.14 miseg d)8.85 miseg
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8.7 Aplicaciones en Termodindmica

En muchos casos, el estado de un sistema termodindmico se puede
determinar mediante los valores de tres variables: la presion P que se
ejerce sobre el sistema, su temperatura 7' y el volumen que ocupa V.
Cuando el sistema estd en equilibrio, estas tres variables no cambian de
manera espontéanea.

El comportamiento de un sistema termodindmico queda descrito por
una ecuacién T = T'(P, V), llamada ecuacidn de estado del sistema,
que hace depender una variable de las otras dos, por ejemplo para un
gas ideal (un gas hipotético, formado por particulas puntuales, sin
atraccidn ni repulsion y cuyos choques entre ellas, son perfectamente
eldsticos), la ecuacién de estado para un mol de gas estd dada por:
PV = RT donde R es la constante universal de los gases, P la presién
medida en atmdsferas, T' la temperatura absoluta medida en grados
Kelviny V el volumen en unidades cubicas.

Si el numero de moles fuese n, la férmula anterior para gases ideales
queda: PV = nRT.

Para fines de estudio de un sistema termodindmico, usualmente se
mantiene constante una de las tres variables y asi se estudia el cambio
de la segunda, respecto a la tercera. Por ejemplo, si pensamos en un gas
dentro de un recipiente rigido, el Volumen es constante, mientras que
podemos relacionar los cambios de la temperatura respecto a la presion
o de la presion respecto a la temperatura.

Objetivo

Resolver algunos problemas sencillos de Termodindmica,
particularmente para gases ideales. Es importante aclarar que en este
trabajo omitiremos el detalle de las unidades y concentraremos la
atencion en las aplicaciones de la derivada.

Conceptos previos

Dependiendo de la variable T, P o V, que se mantenga constante, se
definen tres cantidades de importancia para la Termodindmica, a saber:
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Coeficiente de expansion térmica isobdrica que expresa la razén
de cambio del volumen, respecto a la temperatura, cuando la
presion se mantiene constante.
1
/
a==V(T
SVI(T)
Coeficiente de compresibilidad isotérmica que expresa la razén de
cambio del volumen, respecto a la presidn, cuando la temperatura
se mantiene constante.
~v(P)
kK=——
v
Coeficiente de tension isocdrica que expresa la razén de cambio de
la presion respecto a la temperatura, cuando el volumen se
mantiene constante.

§=5P(T)

Ejemplos

En

los ejemplos se resuelven problemas muy sencillos de

Termodindamica, para gases ideales.

I [ 7||
Ejemplo 1 0O
Ejemplo 2
Ejemplo 3
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Ejercicios interactivos

En los ejercicios siguientes, se plantea un problema muy parecido al de
los ejemplos, en el sentido de poder calcular los coeficientes de
expansion térmica isobarica, de compresibilidad isobarica y de tensién
isocdrica, para n moles de un gas ideal. No olvides tomar tu lapiz y
cuaderno para realizar tus célculos.

Titulo: Aplicaciones de la derivada

Subtitulo: Aplicaciones en Termodinamica.

Sabemos que la ecuacion de estado para 3 moles de un

gas ideal, esta dada por: PV = 3RT. Para esta ecuacion,

elija la opcion que represente los valores de los coeficientes
de expansion térmica isobarica, de compresibilidad isotérmica
y de tension isocadrica respectivamente.

7 7 7 10 10 10
alg=" k=" p=" b)a="* p==Y p=-*
G! :l :i :i ':“ :i :i :i
=T =5 B3 "Ia T P

8.8 Método de Newton

Se trata de un procedimiento basado en la derivada, para encontrar
aproximaciones a las raices de una funcion real de variable real que sea
derivable.
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Es muy util en andlisis numérico, sobre todo para aproximar raices de
polinomios en los cuales los métodos conocidos no funcionan (por
ejemplo: 22 + 2z — 5 =0, 2° — = + 1 = 0) o para otro tipo de funciones,
como por ejemplo: 2cos(z) — z? 0 x — cos(z) = 0.

Este método sirve inclusive para aproximar valores como por ejemplo:
V/3,v/3,v/247, 7, encontrando de manera aproximada las raices de las

siguientes ecuaciones z2 — 3 = 0,z — 3 = 0,2° — 247 = 0,cos(z) + 1 =
0, respectivamente.

No es un método infalible, pero mds adelante explicaremos las
condiciones para su eficiente funcionamiento.

Objetivo

Resolver algunos problemas sencillos de aproximacion de raices con el
Método de Newton.

Conceptos previos

En economia, como en cualquiera otra disciplina, se suele describir la
variacion de una cantidad respecto a otra mediante:

e Laderivada f'(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f
en (a, f(a)).
e Por lo tanto la ecuacidn de la recta tangente a la grifica de f en
(a, f(a)) es:
y — f(a) = f'(a)(z — a), es decir:y = f'(a)x + (f(a) — af'(a))

Descripcion del Método de Newton

Sea f : [a,b] — R una funcién derivable, de la cual sabemos que tiene
una raiz en dicho intervalo y queremos encontrar una aproximacion
que nos satisfaga. ;Qué hacemos? Veamos:
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e Elegimos z; en el eje de las z, asumiendo que estd cerca de la
solucién de f(x) = 0 (raiz buscada).

e Calculamos la ecuacidn punto pendiente de la recta tangente a la
funcién en (z, f(zg)), a saber:

y — f(20) = f'(0)(z — ) ... (1)

e Estarecta debe intersecar al eje de las z, en un punto z;, mds cercano
a la raiz buscada.

e Asi, el punto (z1,0) satisface la ecuacién (1) y sustituyendo, queda:
0 — f(xo) = f'(wo) (21 — 2o) .- (2)

e Si f'(zy) # 0, entonces, despejando z; en (2), queda que: z; = zy —

f(20)
f'(xo)
e Repetimos el mismo razonamiento seguido para z,, pero ahora

flz1) .,
f’(xl) , Mas

comenzando con x1, €N Cuyo Caso obtenemos T2 = T1 —

cerca de la raiz buscada que z;.

e Iterando cada vez con el numero obtenido, se construye una
secuencia: xg, 1, Z2, ..., Ln, ... de numeros cada vez mds proximos a la
raiz, tales que:

n

e La aproximacidn entonces serd mejor, entre mas términos queramos
o podamos calcular.

Nota

Debe ser claro que si alguna de las condiciones en los pasos anteriores
falla, entonces el Método de Newton no puede funcionar.
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Ejemplos

En los ejemplos se resuelven problemas sencillos de aproximaciones
aplicando el Método de Newton.

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3 g DI 7'|

Al ver estos ejemplos, podrdas pensar que es mas fdcil tomar una
calculadora o cualquier programa de computadora que haga los
cdlculos. En este caso, es importante pensar que las calculadoras
realizan sus cdlculos, con base en métodos como el de Newton.

Ejercicios interactivos

En los ejercicios siguientes, se plantea la resolucion de problemas de
aproximacion utilizando el Método de Newton. No olvides que debes
tomar ldpiz y papel para intentar resolverlos.
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Titulo: Aplicaciones de la derivada
Subtitulo: El Método de Newton.

Sea £:[0,4] —=IR tal que f(x)= x* + x - 11. Por ser un polinomio cubico,
tiene al menos una raiz real. Como f es continua, f(0) < 0 y f(4) > 0,
entonces tal raiz se localiza en el intervalo (0.4). Usando el Método de
Newton y partiendo de x,=1, elija la opcion que represente el valor de la
primera aproximacion x,.

a)ix,=3.25 b)x,=3.5

El]xlza- 75 E.}_Ix1:4

8.9 Problemas de Optimizacion

Se llama asf a un problema que busca minimizar o maximizar el valor
de una variable. Dicho en otras palabras, es un problema que trata de
calcular el valor mdximo o minimo de una funcién, en nuestro caso, de
una variable. Por ejemplo: minimizar el error en una medicidn,
minimizar la cantidad de material para construir un contenedor,
maximizar el volumen de un contenedor, minimizar el tiempo de
espera o de recorrido, etc.

Los problemas que aqui trataremos tendrdn la restriccién que genera el
hecho de que las funciones a optimizar, sélo dependerdn de una
variable. Sin embargo lo que importa entender es el método y las
herramientas de matemadticas de maximos y minimos a utilizar.
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En la mayoria de los libros de Cdlculo de una variable, podremos
encontrar una variedad importante de estos problemas de
optimizacidn, en algunos de ellos, tipificados como problemas de
mdaximos y minimos.

Objetivo
Resolver algunos problemas sencillos de optimizacion.
Conceptos previos

En los problemas de optimizacién es muy importante recordar varios
conceptos y resultados sobre la derivada:

1. La derivada f’(a) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de f
en (a, f(a)).
2. Los conceptos de maximo y minimo local.

3. Fundamentalmente el teorema que relaciona el signo de la segunda
derivada con los maximos o minimos locales y que establece:

Si f'(a) =0y f"(a) > 0, entonces f alcanza un minimo local en a. Si
f'(a) =0y f"(a) < 0, entonces f alcanza un maximo local en a.

Demostracion: Utilizaremaos las hipotesis v el Corolario 3. Haremos el caso f''(a) > 0 r‘:, DI 7||

Iniciar Demostracion

Mostrar Todo
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Ejemplos

En los ejemplos se resuelven problemas sencillos de Optimizacidn.

‘ Ejempla 1 ‘ ‘ Ejemplo 2 | ‘ Ejemplo 3 ‘ %)} Dl 7||

Ejercicios interactivos

En los ejercicios siguientes, se plantea un problema relacionado con la
optimizacidn de un drea rectangular con perimetro constante. Recuerda
que debes tomar lapiz y papel para intentar resolverlo.

Titulo: Aplicaciones de la derivada

Subtitulo: Problemas de optimizacion.

El perimetro de una region rectangular de lados ay b es
igual a 162. Elija la opcion que represente los valores
de ay b, para que el area de tal region, sea maxima.

a=60.5 a=72
E)Jb =60.5 b b=172

a=405 a=>50
€y = 40.5 b - 50
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