I.LE.S."BAJO GUADALQUIVIR" LEBRIJA
DPTO. DE MATEMATICAS

DERIVADA DE
UNA FUNCION 1

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Sea f una funcion real de variable real y a < Dom(f).
Se llama derivada de f enel punto a,yse representa por f'(a), al
siguiente limite, siempre que exista y sea finito:

f(a+h)—f(a)
h

f’(a) = Lim

En tal caso, se dird que la funcion f es derivable en el punto a .

Ejemplo 1.1 | Hallar la derivada de la funcion identidad en el punto a = -3.

Solucion .- Recordemos que se trata de la funcion f(x) =x,yque Dom (f)=R.

f(—3+hr)]_f(_3): IImM:“m %: ||I’B] 1=1

f ’(-3) = Ihlig h-0 h h-0

Ejemplo 2.1 ¢ Es derivable la funcion f(x)=x?-6 enel punto a=5"?

Solucién .- Al ser una funcién polindbmica, Dom (f) =R .

DERIVADA DE UNA FUNCION 1
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pa— 2_ J—
lim f(5+h) f(5): (5+h) -6 19 _ lim 25+10h+h?-25

h-0 h lim h h-0 h - [%] =

lim 20+h) _ i (104 h) =10
ho0 h h-0

Se observa que el limite existe y es finito; por tanto, f es derivable en el punto 5
y su derivada vale 10, es decir, f'(5)=10.

Hallar la derivada de la funcion f(x) = 3x® —x+1 en el punto

Ejemplo 3.1 a=1
=1,

Solucién .- Como anteriormente, Dom (f) = R..
Otra forma de proceder es obteniendo, ante todo, el numerador que interviene en el

limite:
f(3+h)=3G3+h3—(3+h)+1=3(+3h+h?2+h3)—(5+h)+1=

=+ +h+3h2+3h3 -1 _h+1=3n3+3h2+ &
f(H=3z-3+1=7%

En definitiva:

3 2
(b= lim 030~ | ] lim3nth+1) -o.

Ejemplo 4.1 | Hallar la derivada de la funcion f(x) = % enelpunto a=3.
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Solucién .- Tenemos ahora una funcién racional, siendo Dom (f) = R —{0}.

f(3+h)—f(3)=3%—%=3(3‘2h)

_h
T CRA U ~h -1 -1
PE=Im TR = G - M 3Een "9

Ejemplo 5.1 | ;Es derivable la funcién f(x)= yx—1 enelpunto a=1"?

Solucioén .- En esta funcion irracional Dom (f) = [1, +00).

— Jim - = o0
h-0

lim N

h-0

fAa+h-f@ . Jh 10 . h
o =lipp=[g )= i

Como el resultado del limite es infinito, esta funcion no es derivable en el punto a =1.

OTRA EXPRESION PARA LA DERIVADA

Si en la definicidn inicial se hace el cambio de variables a + h = x, se tiene:

1- h=x-a
2- h-0=>x-a

Y tenemos, asi, la siguiente expresion , que también nos proporciona la deri-
vada de una funcién en un punto:

f2(a) = | 9 —1@)

X—=

DERIVADA DE UNA FUNCION 3



I.LE.S."BAJO GUADALQUIVIR" LEBRIJA
DPTO. DE MATEMATICAS

. 2
Eiemplo 6.1 Hallar la derivada de la funcion f(x) = §2 I% enel punto a=1.

Solucion .- Utilizaremos la nueva expresion teniendo en cuenta que f(1) = 0.

x2-1

,_-f(X)(l) ) x2-1  _[07_
(1) = lim R A Ly v v 31
—lim X+l 2
_&'D?x2+1_2_1
Ejemplo 7.1 Calcular el valor de m en la funcién f(x):xm2 sabiendo
que f'(1) =2
Solucién .-
0-f1) 5" 2
1rq\ — X)— i X2 _ m-mx- [0]_
()= lim 9= = i X - fim =M - [ 8] -
oomA=x)A+x) o -m@+x)
i oD I T

Al ser f'(1) = 2, entonces -2m =2 vy, por tanto, m=-1.

Obtener el valor de m en la funcion f(x)=yx?>+m sabiendo

Ejemplo 8.1
JEmp que f'(1)=%.

Solucién .-

D

_lim JX2+m - J1+m :[%]:

f’ (l)_“ -1 f(X) ( am x—1

~ lim (WX2+m —Jy1+m)(WX2+m +J1+m)
X1 X—1)(/XZ+m +/1+m) -
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im x2+m-1-m = lim x2 -1 =
L (x=1)(/x2+m +y1+m) =1 x=1)(V/x2+m +/1+m)

-[9]= iy x+1 2 1
0 1 x2+m+J1+m  2J1+m  JI+m

Alser ' (1) = % Ilegamos a la ecuacién 1+ m =2, cuyasoluciones m=3.

FUNCION DERIVADA

Se dice que f es derivable si lo es en todos los puntos de su dominio.

Ejemplo 9.1 | Comprobar que la funcién f(x) =x*+7 es derivable.

Solucién .- Como Dom (f) = R, habré que comprobar que f es derivable en
un conjunto infinito de puntos. Se comprende que resultaria imposible hacerlo
punto a punto, por lo que se elige un punto genérico a € Dom(f) .

Se trata de ver que f es derivable en a, Vae Dom(f) .

Efectivamente:

f’@@) = lim %: lim x;‘(:g“ _ [%] - i (x—a)(x;_ag(xhaz) _

X— X—a

= lim (x+a)(x* +a%) = 2a- 2a® = 4a°

El limite existe y es finito Va € R ; por tanto, la funcion es derivable en R .

Sea f una funcion derivable. Si a cada x € Dom(f) le hacemos corres-
ponder f'(x), obtenemos una nueva funcion, que se llama funcion derivada de
f,y larepresentaremos por f'.

El dominio de f' puede ser considerablemente mas pequefio que el de f.

DERIVADA DE UNA FUNCION 5
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Ejemplo 10.1 | Hallar la funcién derivada de f(x)=x*+7.

Solucioén .- Segun el ejemplo anterior, f’(a) = 4a3; por lo tanto, su funcién
derivada sera f’(x) = 4x3.
Obsérvese que Dom(f') = Dom(f)=R.

Ejemplo 11.1 | ;Es derivable la funcion f(x)= /X ?

Solucién .- Como Dom (f) = [0, +o0) tomaremos a>0 .

f'(a) = @;%4%] =lip ‘@:ﬁ(};@jﬁ

im L =1
XA 2ja

<

=lim (

X—a
x—a)(yX +/a)

Se observa que f no es derivable en el punto a =0, pues el limite seria infinito.
En este caso, el Dom(f *) = (0, +o0), que es mas reducido que el Dom(f) = [0, +0).

- a) Hallar la funcion derivada de f(x) = /X.
Ejemplo 12.1| hy calcular la derivada de f en los cinco primeros cuadrados
perfectos.

Solucion .-

a) Hemos visto que f es derivable en (0,+o0) , siendo f’(x) = ﬁ :

b) Un cuadrado perfecto es un nimero entero con raiz cuadrada exacta.
Los cinco primeros son: 1,4, 9, 16 y 25 . Si se empleara la definicion
habria que calcular cinco limites. Pues bién, este trabajo superfluo puede
evitarse con la funcion derivada.

Del apartado a) se deduce que

f'W=7 f'@=% /O=5 F'0e)=5 F'(5)=1

DERIVADA DE UNA FUNCION 6
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DERIVADA DE UNA FUNCION CONSTANTE

Las funciones constantes son del tipo f(x) =c, ceR.
Sea a < Dom(f) :

()= lim =@ _y;

X >I<—>a

Por tanto, toda funcidn constante es derivable en Ry su derivada es nula.

fx)=c = f’(x)=0

DERIVADA DE LA FUNCION IDENTIDAD

La funcion identidad, f(x) = x, es derivable en R y su derivada vale uno.
En efecto:

£@) = ljm =@ _ i X=2 _

=lipx=a=lmi=1

fX)=x = f’'(xX)=1

DERIVADA DE UNA SUMA DE FUNCIONES

Recordemos que , si fy g son dos funciones reales, se define
la suma, f+g , como:

1.- Dom(f+g) = Dom(f) N Dom(g)
2.- ((+g)(X) =f(x) + g(x) , Vxe Dom(f+g).

Supongamos que fy g son derivablesen a.

DERIVADA DE UNA FUNCION 7
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f —(f
: ( +g)(x;_g+g)(a) _ lim

(f+g)’(@) = lim

X=

f)+9() —f(a)—g(@) _
X—a -

- lip [+ 452

= f'@+9'()

Por tanto, f+ g también es derivable en a y la derivada de la suma es la suma
de las derivadas:

f+9)’X¥)=f'(x)+9°(X)

. 2
Ejemplo 131 |Sean f(x)=%;=1 y g(x)= /X . Hallar (f+g)'(1).

Solucion .- Teniendo en cuenta los Ejemplos 6.1y 12.1

(f+o O=FM+g'M=1+3=3

Ejemplo 14.1 | Generalizar el resultado para lasumade 3,4, ..,n
funciones.

Solucioén .- En términos funcionales puede escribirse (f+g)'=f'+g".
Para el caso de tres funciones, f,g y h, supongamos que f+g=F.
Entonces:

(fF+g+h)' = (F+h)'=F +h'=(f+g) + h'=f'+g + '

Por induccidn, puede extenderse esta propiedad a un namero finito de sumandos,
es decir:

n ’ n
[Zfij =(fr+fot+. . +f) =f +f, +..+f =21’
i i=1

DERIVADA DE UNA FUNCION 8
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DERIVADA DEL PRODUCTO DE UN NUMERO REAL POR UNA FUNCION

Sea f una funcion derivableen ae Dom(f) y keR.
Recordemos que (k- f)(x) =k-f(x) .

kf(x) —kf(a)
X—a =

Es decir, la derivada del producto de una constante por una funcion es el producto
de la constante por la derivada de la funcién.

(k-f)"(x) =k-f’(x)

Ejemplo 15.1 | Sea f(x) = /X . Hallar (3f)'(9).

Solucioén .- Recordando el apartado b) del Ejemplo 12.1 :

(3f)(9) =3f'(9)=3-5=13

- Con las reglas conocidas hasta el momento, calcular,
Ejemplo 16.1 | sin utilizar Iimites, las derivadas de las siguientes fun-
ciones:

a) fx)=3 b) f{x)=x ¢) f(xX)=x+7 d) f(x)=-x
e) f(x)=3x+2 ) fX)=2x+7n
Solucion .-

a) Por ser una funcion constante, f'(x) =0.

b) Es la funcion identidad, entonces f'(x) =1.
O)f'X)=(x+7)=x"+7"=1+0=1.
d)f'()=(x)"=((-1)x)"=(Dx"=-1.
e)f'(X)=(Bx+2)'=Bx)'+2'=3x"+2'=3
f)f'(x)= (Ex+n)=1%

DERIVADA DE UNA FUNCION 9
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DERIVADA DE UN PRODUCTO DE FUNCIONES

Recordemos que, si f y g son dos funciones reales, se define el
producto, f g, como :

1.- Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g)
2- (fg)(x) = f(x)g(x) , V x € Dom(fg)

Supongamos que fy g son derivables en a. La derivada del producto no
coincide con el producto de las derivadas.

Para obtener su expresion aplicaremos que un nimero no se altera cuando se
le suma y resta una misma cantidad.

(fg)'(a) = i QX -()@ _ i) 100900 ~f(@g@) _

lim 10900 — f(a)g(a)2+fa(x)g(a) f)9(@) _

’ (fx) - f(a))g(a) + f(x)(g(x) —g(a))
X—a -

X—

=1

Q;

I
83

f(x) f(a)

. @)+ f - S99

=f'(a)g(a) +f(a)g '(a) .

En consecuencia, si fy g son derivables su producto también loes , y

(fg)"(x) = *(x)g(x) + f)g’(x)

Observacion.- En la demostracién anterior, hemos utilizado que derivabilidad
implica continuidad. ;Donde?

Ejemplo 17.1 | Hallar la funcion derivada de f(x) =x2 .

Solucién .- f(x)=x-x = f’(X) =X X+X-X = 1X+X-1=X+X=2X

Ejemplo 18.1 | yajiar las derivadas de las funciones f(x) =x® y g(x)=x* .

DERIVADA DE UNA FUNCION 10
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Solucidn .-
fX)=x2-x = f'(X) = (X?)"Xx+X? - X" = 2X-X+ X2 - 1 = 3x?

gxX)=x2-x2 = g'(x) = 2x-x2 +x2 - 2x = 4x3

Ejemplo 19.1

Hallar la derivada del producto de tres funciones.

Solucioén .- En términos funcionales, la derivada del producto de dos funciones,
se escribe:

(fg) =fg+fg

Para el caso de tres funciones, f,g y h, supongamos que fg=F.
Entonces:

(fgh))=(Fh)'=Fh+Fh'=(fg)h+Fh'=(f'g+fg)h+fgh'=
=f'gh+fg'h+fgh

Ejemplo 20.1 | Derivar, con esta formula, la funcion f(x) = x3.

Solucion .- f(X)=x-X-X = f’(X) =X’ XX+ XXX+ X-X-X" =

=1 X-X+X-1-X+X-X-1=3x2

Los productos de més de tres funciones se tratan de forma anéloga.
La férmula general para la derivada de un producto de n funciones
se escribe:

n
(f1 -fz ‘o -fn)’ = %fl ‘i 'fi—l -fi’-fi+1 ‘i -fn

DERIVADA DE UNA FUNCION 11
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DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL NATURAL

Recibe este nombre la funcion f(x)=x", ne Z*, que no es mas
que el producto n veces de la funcidn identidad, es decir,

En definitiva, la funcidn potencial natural es derivable en R :

fx)=x" = f’(x) =nx"?!

Ejemplo 21.1 | Derivar las siguientes funciones :

a) f(x)=x0 b) f(x)=4x" c) f(x)=5x*-2x3+x?>+3
Solucioén .- a) f'(x) = 100x1%%-1 = 100x°°
b) f'(x) = 4-7x6 = 28xS

c) f'(x)=5-4x3—2-3x2+2x+0 = 20x3 — 6X? + 2X

Como consecuencia, se tiene:

DERIVADA DE UNA FUNCION POLINOMICA

Toda funcién polinémica
f(X) = anX" + an 1 X" + ... +axX? + a;X + ao
es derivable en R, siendo su derivada otro polinomio de grado n -1

f'(x) = napx" ! + (n—1)an X" 2 +.....+ 28X+ ay

DERIVADA DE UNA FUNCION 12
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DERIVADA DE UNA FUNCION

1.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones polinémicas:

a) f(x) = x5-1x3-7x+% b) f(x) = 7x8-2x5-1
0) f(x) = (x+1)(x-1)(+1)  d) f(x) = X +3x2-2x+/3,

2.- Encontrar una funcion polindémica de segundo grado sabiendo que f(0) =3 ,f'(0)=-2 y
f'(1)=0. (S: f(X) = x2-2x+3).

3.-¢Qué relacion existe entre las derivadas de las funciones f(x) = (x-5)2 y g(x) = 8-10x+x?
2.

4.- Si f y g son dos funciones derivables tales que f'(x)-g'(x) =0, ¢es posible que
f(x)-g(x) = 2?. ¢ Y f(x)-g(x) = 5x ?.

5.- Sean las funciones f(x) = x2-2x+3 y g(x) = x3-7x%+20x-5. Hallar un valor xoe(1,4)
verificando: (f(4)-f(1))g'(xo) = (9(4)-g(1))f '(Xo) (S: x0=2)

6.- Se considera la funcion f(x) = ax?>+bx+c ; a=0. Si neZ*, encontrar un valor Xo&(-n,n)
verificando: f(n)-f(-n) = 2nf '(xo) . (S: x0=0)

7.- Sea la funcion f(x)=2/X +x+c ; ceR. Encontrar un valor Xo € (4,16) , verificando
f(16) - f(4) = 12f '(Xo). (S: x0=9)

8.- Hallar f'(0) para la funcion dada por  f(x) =x(x +1)(x+2) - ..... - (x + 10).
(S: 101)

9.- Sean n y m dos nimeros naturales, par e impar, respectivamente.
Determinar n y m en la funcion f(x) =x"+x™, sabiendo que f'(1)=7 y f'(-1) = 3.
(S:n=2ym=5)

10.-Obtener un polinomio, p(x), verificando p'(x) =3x2+2x+1 y p(0) =gr(p(x)) .
(S: p(x) =xZ+X2+x+3)

f7(x)

11.-Hallar una funcién f(x) que cumpla: X—lz-(x-f(x))’ = — +2X

(S: f(x) = 2x3)

12.- Dadas las funciones f(x)=x", g(x)=x"1 y h(x) =x"?, calcular los valores de
a y n sabiendo que (f(x)g(x)h(x))' = ax8.
(S:n=4;a=9)
I.E.S. "BAJO GUADALQUIVIR"” Departamento de Matematicas Avda. Doctor JoséViel ,3  41740-Lebrija (Sevilla)

TIf.: 95 583 9730 Fax : 95583 9736 correo electronico: dpto_mates_bg@terra.es
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DERIVACION DE
LAS FUNCIONES
ELEMENTALES

El procedimiento mediante el cuél se obtiene la derivada de una funcién se
conoce como derivacion.

Llamaremos funciones elementales a las funciones polinémicas, racionales,
irracionales, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.

Nuestro objetivo es encontrar sus derivadas sin emplear limites.

Cualquier otra funcion se obtiene de éstas mediante suma, producto, division
y composicion.

DERIVADA DE UN COCIENTE DE FUNCIONES

Sean f y g dos funciones derivables. Queremos hallar la derivada de la
funcion cociente, es decir, de la funcion

f
F(x) = %

Se sobreentiende que x toma solo los valores para los que f(x) y g(x) tienen
sentido.

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 15
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F00 =99 1= g0OFGO = 100 = '0IFG0) + GOIF' ()
Por lo tanto:
: vy X
Fg = )= G OF( P00-90 g6 geof 0 - 1099’ ()
9(x) a g(x) = [g0)12

Es decir: "denominador por la derivada del numerador, menos numerador por
la derivada del denominador, partido por el cuadrado del denominador™.

£ 0y = 9F ") — ()9’ (x)
(g) LU 92(x)

Ejemplo 1.2 |Derivar las siguientes funciones:

8) 10=25% 1) 10=X51 o) f=2 d) fo=x?

Soluciodn .- Basta con aplicar la formula para la derivada de un cociente y recordar
la regla para derivar una funcion polinémica.

ey = L=X)-1-(A+x)-(=1) 1-x+1+x__ 2
2 1= (1-x)? Tax?  @-x?

b) F'(x) = (x+2)-2x=(x*+1)-1 _ 2x?2+4x-x2-1 _x?+4x-1
(x+2)? (x+2)? (x +2)°

3 2 2
C) f.(x):X '0—1'3)( _—3X _ 3

(x3)2 ox8 x4

d f=% = t'=20L- L

Ejemplo 2.2 |Resolver el Ejemplo 6.1 sin utilizar limites.

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 16
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Solucion .-

(x>+1)-2x—(x2-1)-2x  4x
(x2+1)° T (x2+1)?

2 _
fx) =573 = f'(x)=

Por tanto, f'(1) = % =1.

Ejemplo 3.2 |Resolver el Ejemplo 7.1 sin utilizar limites.

2
Solucion .- f(x) = sz = f'(x)=2 '0;4”1'2)( _ —iTX - —fam

Deestemodo: f'(1)=2 & -2m=2 & m=-1

DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL CON EXPONENTE NEGATIVO

Recibe este nombre la funcion f(x)=x™" , ne Z", que puede escribirse
con exponente entero positivo en la forma

f(x) = Xin , siendo , obviamente Dom (f) = R - {0}.

Aplicando la férmula para derivar un cociente y recordando la derivada de la funcion
potencial natural, tendremos:

. X"-0-1-nx"t —nx"?! X1 ne1
f'(x)= = =-Nn- =—nx"
( ) (Xn)Z X2—n X2n
De este modo, la regla de derivacion es la misma tanto si el exponente es positivo
como negativo:

fx)=x" = f’(x) =—nx"1

Obsérvese que f(x) =x", neZ* esderivableen R,pero f(x)=x" , neZ*
es derivable en R - {0} .

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 17
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Ejemplo 4.2

4
5

Derivar la funcion f(x) = 4x3 - xl4 +55 ~X+6

Solucidn .-
f(X) =4x3 —TXx 4 +4x 5 —x+6 = f’(X) =12x2+28x > -20x 6 -1
= f’(x):12x2+%—%—1

DERIVADA DE LA FUNCION RAIZ CUADRADA

Enel Ejemplo 11.1 se vio, mediante la definicion de derivada, que la

funcion f(x)= /x es derivable en (0,+) , siendo f'(x) = ﬁ .
Veremos otro procedimiento en el que se utiliza la derivada de un producto de

funciones.
fx)=yx = [f0)l>=x = f0f(x)=x
Derivando los dos miembros de la ultima igualdad, se tiene:

£ 0F) + FO)F'(X) =1 = 2f)f'(X) =1 = f’(X) = % _ ﬁ

)= /X = f’(x)=ﬁ

Ejemplo 5.2 |De forma analoga, hallar la derivada de la funcion f(x) = yx .

Solucién .- f(x)= gX = [f)]°=x = FOFX)(X) = X
Derivando en los dos miembros
£ (X)f()F(X) + F)F '(X)F(X) + FOFX)f'(x) =1 = 3f ’(x)[f(x)]z =1

1
3(3x)*  3¥x2

) _ 1
P = Shor

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 18
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Hemos obtenido la siguiente regla:

)= g% = f'(x) = 33/1x_2

Ejemplo 6.2 |Generalizando, obtener la derivada de la funcion f(x) = yX .

Solucién .- f(x) = vX = [f)]"=x = fXf(X)-...0.... f(x) = x

Derivando en ambos miembros como en los casos anteriores

nf 1(X)[f(x)]n71 =1 =1 ’(x) = n[f(X];]ﬂ—l _ - i.n_l

Por lo tanto:

f0=9%X = f'(x)= anl_l

Ejemplo 7.2 |Derivar la funcién f(x) = 2x3 - )?—4 + ¥X .

Solucion .-
fxX)=2x3 -3+ X = f’(X)=6x*+12x°+ 5514
X
'(X) = 6x2 4 L2 1
T =056+ S
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DERIVADAS SUCESIVAS

Supongamos que la funcion f es derivable. Si, a suvez, f' también
loes, asuderivada, (f')' se le llama derivada segunda y se representa por f".
En este caso, se dice que f es dos veces derivable.

Ejemplo 8.2 | ¢Es dos veces derivable la funcion f(x)=4x3-7x%?+6 ?

Solucion .- Toda funcion polindmica es derivable en R, siendo su derivada
otro polinomio , y por tanto derivable nuevamente.

Asi, toda funcion polindmica sera dos veces derivable en R..
En este ejemplo:

f'(x) = 12x% — 14x y f (x)=24x - 14

No hay razon para detenerse en la derivada segunda. Podemos definir:

DERIVADA TERCERA (F"y =f"
DERIVADA CUARTA (") =14
DERIVADA n-ESIMA (f-D)y =f"

Las derivadas sucesivas de f también se conocen como derivadas de orden
superior, concretamente:

" DERIVADA DE ORDEN 2
" DERIVADA DE ORDEN 3
fm DERIVADA DE ORDEN n

Ejemplo 9.2 | Calcular las derivadas sucesivas de f(x) = X4 —2x2+7.
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Solucion .-
f'(x) = 4x3 — 4x f9(x) =24
f'(x) =12x> -4 9(x)=0
f"(x) = 24x f2(x)=0, Vn>5

Ejemplo 10.2 | Hallar la derivada de orden cinco para la funcién f(x)=x°.

Solucion .-
f'(x) = 5x* f™(x) = 60x?2 9(x) =120
f"(x) = 20x3 f9(x) = 120x

En este tipo de ejercicios no conviene realizar las operaciones, sino dejarlas de
forma indicada. Por ejemplo:

f'(x) = 5x* f"x)=5-4-3x2  x)=5-4.3.2.1
f'(x)=5-4x> fYXX)=5-4-3-2x

Existe un simbolo para los productos de factores que empiezan en n y acaban
en 1. Eséste: n!,yselee "factorial de n" . Por convenio, 0!'=1.
Con esta notacion, la solucién del problema se expresa  f>(x) =5!.

Ejemplo 11.2 | Calcular la derivada n-ésima de f(x)=x", neZ".

Solucidn .- Se calculan las derivadas sucesivas convenientes hasta encontrar
una relacién entre el orden de derivacion, exponentes, coeficientes, etc.

f(x) = nx™

f"(x) =n(n—1)x"2

f(x) =n(n—1)(n-2)x"3

) =n(n-1)(n-2)(n—-3)x"*

A la vista de los resultados, parece l6gico pensar que, por ejemplo
fOX) =n(n-1)(n-2)-......- (n—9)x"1°
Y portanto:  fO(x)=n(n—-1)(n—-2)-....-(n—(n—-1))x"" =

=n(n-1)(n-2)-....-1-x0=
=n(n-1)(n-2)-....-1=nl.
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1
X .

Ejemplo 12.2 | Hallar la derivada n-ésima de la funcion f(x) =

Solucion .- Las derivadas sucesivas de f se obtienen facilmente si, previamente,
expresamos f con exponente negativo: f(x)=x"!.
Recordemos que no conviene realizar las operaciones:

1!

£ = (1x2=—1F

Fr(x) = (-2)(1x? =2

f(x) = (3)(-2)(-1)x™* = —%

fO(x) = (-4)(=3)(-2)(-1)x 5 =

Se observa que las derivadas de orden impar son negativas y las de orden par
positivas.
Parece l6gico pensar que:

| |
o) =10 y fX) = 13

Podemos deducir que:

n!
xn+1

nl .
T sines impar

si n es par
fV(x) =

Esta expresion se puede sintetizar utilizando el factor (~1)" cuando aparezca
la alternancia de signo del tipo -, +,-,...; y (<1)"* 6 (-1)"" cuando
la alternancia de signo que aparece es del tipo +, -, +, ..... :

En este caso

900 = (1) 50
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DERIVADA DE UNA COMPOSICION DE FUNCIONES

Si f esderivableen acDom(f) y g loesen f(a) e Dom(g), entonces
la funcion compuesta gof esderivable en a, siendo:

(gof) (@) =g’lf(@)]-f*(a)

En general

(gof)(x) = g’[f(x)] - £ *(x)

Esta formula se conoce con el nombre de regla de la cadena.

Comprobacién.- Verificar esta regla con las funciones f(x)=x3-1y g(X)=x2+2.

Sea p la funcion potencial natural y sea f una funcion

Ejemplo 13.2 derivable. Hallar la derivada de la funcion F=pof.

Solucién .- Recordemos que la funcién potencial natural viene dada por la expre-
sion p(x) =x", ne Z*, siendo su funcion derivada p'(x) = nx"1.
De esta manera

F(x) = (po f)(x) = plf(x)] = [f()]"

Si aplicamos la regla de la cadena

F'(x) = (pof)’(x) = p’[f()] - f *(x) = n[f(x)]"" - £(x)

Obtenemos asi la regla de derivacion para la funcién potencial natural generalizada:

Fx) = [f(x)]" = F(x) =n[f(x)]"" - £ (x)

Ejemplo 14.2 | Derivar las siguientes funciones:

a) F(x) = (5x2 —1)° b) F(X) = @g—jijz
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Solucion .-
a) Aplicamos la tltima formula considerando que f(x) =5x?—1.
F'(x) = 3(5x2 — 1) - 10x = 30x(5x2 — 1)°

b) Aplicaremos la misma formula teniendo presente que la base es un cociente
de funciones.

2_1).2x—(x2 .
F'(x):z(iztﬂ, (x2—1) ()2(;<_§>;2+1) 2x _

x2+1 _ —ax _ -8x(x*+1)
-1 (x2-1)* (x2-1)°

=2.

2
Ejemplo 15.2 |Calcular la derivada segunda de f(x) = §2 t % .

Solucioén .- Hemos visto en el ejemplo anterior que

—4x
(x2-1)°

Para obtener f" utilizaremos la derivada de un cociente de funciones, teniendo

f(x) =

en cuenta el apartado a) del Ejemplo 14.2 a la hora de derivar el denominador.

(x2—1)° - (-4) = (-4x) - 2(x2 - 1) - 2x _
[(x2—-1)?]°

f (x) =

A=D1 =4°]  ACE-D) _ 12x2+4
-1y S -1t 1)

Ejemplo 16.2 | Hallar la derivada n-ésima de la funcion
f(x)=(ax+b)", a,beR, nez*

Solucién .- Calculemos las derivadas sucesivas de f .
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f'(x) =n(ax+b)"*.a=an(ax+b)"*
f"(x) =an(n-1)(ax + b)nf2 ca=a2n(n-1)(ax+ b)nfz

£(x) =a?n(n - 1)(n-2)(ax+b)"*-a=an(n - 1)(n-2)(ax+b)""
Podemos deducir, por ejemplo, que:

f1O(x) =a®n(n—1)(n—2) - .....- (n—9)(ax + b)"*°

Y por induccion:

fx)=anh-1)(n=2)-....-(n=(n=1))@@ax+b)" " =a" . n!

Ejemplo 17.2 | Obtener la derivada n-ésima de f(x)=§%a , aeR.

Solucion .-

(x+a)-1-(x-a)-1  2a
(x+a)? C (x+a)®

f(x) = 2a(x+a)~

frx)=2a-(-2)(x+a)*=-2a-2(x+a)>
fr(x)=-2a-2-(-3)(x+a)*=2a-2-3x+a)™
f9(x)=2a-2-3-(-4)(x+a) > =-2a-2-3-4(x+a)">

A la vista de los resultados, se deduce, por ejemplo que

flO)(X) =-2a-10!- (x+ a)—ll _ _Za.—lolll
(x+a)
fiD(x) = 2a- 111 - (x + a) ¥ = 2211
(x+a)
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Y por induccion:

.nl .
_ﬁ si n es par
X =1 oa.n . .
W si n es impar
X+a
Ahora bién, como la alternancia de signo es del tipo +, -, +, ..... , tendremos

finalmente:

) = (<1)". 2N ambign fo(x) = (<1)™. —2a-nl
( ) ( ) (X+a)n+l ( ) ( ) (X+a)n+1

Sea r la funcién raiz cuadraday sea f una funcion
derivable. Hallar la derivada de la funcion F=rof.

Ejemplo 18.2

Solucion .- La funcion raiz cuadrada es r(x) = /X Yy su funcion derivada es

r(x) = =

2%
La funcion F sera F(x) = (rof)(x) = rlf(x)] = [f(x) .

Segun la regla de la cadena:

() = (1 0 1700 = 1O T £ () — — L ¢ »
F(x) = (ref)(x) = r[f()] -1 (x) 2700 f’(x)

Hemaos obtenido la regla de derivacion para la funcidn raiz cuadrada generalizada:

~ S T
Fx) = Jfx) = F(x) 2T f*(x)

Ejemplo 19.2 |Derivar las siguientes funciones:

a) F0=123+7x—1 b) Fx)= [12%
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Solucién .-

a) Aplicando esta regla y recordando la derivada de un polinomio, se tiene:

1 -(6X2+7) _ 6X2+7
2/2x3 +7x -1 2/2X3 +7x-1

b) Aplicaremos la misma regla observando que en el radicando figura un cociente
de funciones.

F'(x) =

1 1-%01-0+0-(D) 1 2

2 [ (1-x)° 2 [BX (1-x)°

F'(x) =

_ 1 _ 1 _ 1
(1-x)(1- X)J % (1-x) (l—xiilﬂ) (1-x)J/1-x2

Para el caso de tres funciones, la regla de la cadena se expresaria asi:

(hogof)(x) =h{glf(x)]} - g’[f(x)] - f *(x)

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Admitiremos que la derivada de la funcién seno es la funcion coseno,

es decir:
s(x)=senX = s’(X) =cos X
- Sea f una funcién derivable. Hallar la derivada de la
Ejemplo 20.2 | ¢ncion E=sof , siendo s la funcion seno.

Solucién .- Utilizando esta tltima férmula y la regla de la cadena, tenemos:

F'(x) = (sof)’(x) =s’[f(x)] - f *(x) = cosf(x) - f *(x)
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Se obtiene, de esta forma, la regla de derivacion para la funcion seno generalizada:

F(x)=senf(x) = F’(x)=cos f(x)-f (X)

Ei lo 21.2 Derivar las siguientes funciones:
Jemplo 1. a) F(x) =sen 3x b) F(x) = sen x3 c) F(X) =3sen x
d) F(x)=3+senx e) F(x)=sen3x f) F(x) = sen3x®

Solucién .-

a) Aplicamos la regla de derivacion para la funcién seno generalizada, con f(x) = 3x.

F'(x) = cos 3x-3 = 3c0s 3x
b) Analogamente, siendo ahora f(x) = x8.
F'(x) = cosx3 - 3x? = 3x? cos x®

c) Se trata del producto de una constante por una funcién. La derivada es el pro-
ducto de la constante por la derivada de la funcién, es decir:

F'(x) = 3-cosx =3Cc0sX
d) La derivada de una suma de funciones es igual a la suma de sus derivadas.
F'(x) =0 + cos X = cos X

e) Como sen®x = (sen x )%, debemos aplicar la regla de derivacion para la funcion
potencial natural generalizada, obteniendo:

F'(x) = 3(sen x)* - cos X = 3sen2x - COS X
f) Es una composicion de los apartados €) y b) en este orden.
F(x) = sen3x3 = (sen x3)°

F'(x) = 3(sen x3)? - cos x3 - 3x2 = 9x2sen2x3 cos x3
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Para descubrir la derivada de la funcion coseno basta con aplicar la
férmula del Ejemplo 20.2 y recordar que el coseno se puede escribir en funcién
del seno asi:

c(x) = sen (% - xj
Por tanto:
c'(x) = cos(% - x) (1) =senx- (-1) = —sen x

Es decir, la derivada de la funcion coseno es la opuesta de la funcion seno.

Sea f una funcién derivable. Hallar la derivada de la

Ejemplo22.2 % - an F=cof, siendo c la funcién coseno.

Solucion .- Hemos visto que c¢'(x) = -sen x. Aplicando la regla de la cadena
F'(x) = (cof)’(x) =c’[f(x)] - f *(x) = —sen f(x) - f *(x)

Esta es la regla de derivacion para la funcion coseno generalizada:

F(x)=cosf(x) = F’(x)=-senf(x)-f’(x)

Ejemplo 23.2 | Hallar la derivada n-ésima de la funcion coseno.

Solucioén .- Si calculamos las derivadas sucesivas no encontraremos relacion
alguna entre ellas:

c'(x) =-sen x
c"(x) = -cos X
c™(x) = sen x

¢ (X) = cos X

A partir de la derivada de orden cuatro se repiten los resultados.
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Se pueden encontrar relaciones si se expresan todos los resultados como coseno.
Esto es posible recordando la férmula trigonométrica

—sen X = cos(x + %)
Efectivamente:

c'(X) = —sen x = cos(x + %j
c"(x) = —sen(x + %j = cos((x + %) + %) = cos(x +2. %)

¢"(9 = —sen(x+2- %j = cos((x+2- %j + %j ~ cos(x+3- %)

Por induccion:

c"(X) = cos(x +n- %)

Ejemplo 24.2 | Hallar la derivada de la funcion tangente.

. . - _ S(X) _ senx
Solucion .- La funcion tangente viene dada por t(x) = T(X) = COSX -
Por tratrarse de un cociente
. COSX - COSX —sen X - (=sen X 2 2
£(x) = > ( ) _ cos xesen’ L _ g 2,

(COS X) C0S<X C0S<X

pudiendo emplearse cualquiera de las dos expresiones, segun convenga.

- Sea f una funcidn derivable. Hallar la derivada de la
Ejemplo 25.2 | fyncion F=tof, siendo t la funcién tangente.
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Solucion .- Aplicando la regla de la cadena y sabiendo que

’ _ 1 _ 2
U(x) = 5ez=1+19°x

obtenemos:

Fi(x) = (tof)’(x) = C[f()] - F*(x) = Cosgf(x) 1700 = (L+1g*f(x)) - £°(x)

Por consiguiente, la regla de derivacion para la funcién tangente generalizada sera:

F) =tg f(x) = F’(x) = m (%) = (1+tg2f(x)) - (%)

Ejemplo 26.2 | Derivar la funcion f(x) = 5tg3x —tg x +x —5.

Solucidn .- Sélo la experiencia puede decirnos qué tipo de expresion conviene
emplear para la derivada de la tangente.

En este caso, como la unica funcion trigonométrica que aparece es la tangente,
interesa utilizar la segunda expresion. Asi:

f'(x) = %-3(tg x)2 - (1+1t92x) — (1 +1g2x) + 1 = tg2x + tg*x — 1 —tg?x + 1 =

= tg*x

Ejemplo 27.2 | Hallar la derivada de la funcion cotangente.

Solucién .- Esta funcion se define como la inversa, respecto del producto,
de la funcion tangente. Es decir:

1 1 cosx
T(X) =tgx ~ Senx

Al ser un cociente

(l)’(x) _ senx-(-senx)—cosx-cosx —sen®x—cos®x -1
t B (sen x)? B sen2x ~ sen2x
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Obsérvese que

—sen?x —C0s?x _ _senx _ Cos®x _
sen2x sen2x  sen2x

—1 —cot®x

Sea f una funcién derivable. Hallar la derivada de la

Ejemplo 28.2
funcion F= % of.

Solucién .-
Teniendo en cuenta el ejemplo anterior y la regla de la cadena

FO) = (Fof)0) = (£)I00] - F7(X) = =2 - £ *(x) = ~(1 + cot?f(x)) - f *(x)

sen2f(x)

Tenemos asi, la regla de derivacion para la funcién cotangente generalizada.

F(x) =cotf(x) = F'(x) = _Wlf(x) -f7(x) = —(1 + cot?f(x)) - f ()

Ejemplo 29.2 | Derivar la funcion

coty —tg %
(cot¥—tg%)* -4

Solucién .-

Si aplicaramos la regla de derivacion para un cociente nos encontrariamos con
célculos tediosos.

Algunas veces, resulta mas agradable simplificar la funcion antes de derivarla.
En este caso, vamos a simplificar la expresion comun al numerador y denomi-
nador de f(x). Haremos uso de las formulas para el seno y coseno del &ngulo

doble.
X x COS% Sen%  C0S?% —sen?y COS X
sen3  C0S3 sen 5 cos 5 sen % cos 5
2C0SX  2C0OSX

= = =2cotx
2sen > cosy ~ S€NX
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Por lo tanto:

__2cotx _ 1 _2cotx _ 1 _2senxcosx _ 1
foq) = 4cot2x—4 ~ 4 cot?x—1 4 cos2x—sen2x 49 2x
Por ultimo:

1 —_ l . 1 . _ 1
F0)= 4 c0s22x 2= 2C0S22x

Ejemplo 30.2 | Derivar las funciones secante y cosecante.

Solucién .-
_ 1 oy —l-(=senx) senx 1  senx _
sec X = ggsx = sec’(x)= Cos2x = cosix = COSX ° COSX = SECX-tgX
COSEC X = mokw = cosec’(x) = =COSX _ _ 1 COSX _ _iosecx-cotx
- sen x ~ sen2x Sen X " Sen x —

No daremos las reglas de derivacion para las funciones secante y cosecante
generalizadas. Estas funciones son de uso poco frecuente. En caso de nece-
sidad se pueden expresar en términos de otras funciones.

Ejemplo 31.2 | Derivar la funcion f(x) = sec®x +cosec?x .

Solucion .-
Método 1 .- Empleando las derivadas de las funciones secante y cosecante.

f'(x) = 2sec x sec X tg X + 2cosec X (-cosec X cot X) =
= 2(sec?x - tg X — cosec? x - cotx)

Meétodo 2 .- Expresando f en términos de otras funciones.
f(x) = 1 +tg°x + 1 + cot®x = 2 + tg?X + cot®x
f'(x) = 2tg x- (1 +1tg2x) +2cotx- (-1 —cot?x) =

= 2(tg x + tg®x — cot x — cot®x)
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Meétodo 3 .- Expresando f en términos de otras funciones.

_ 1 1
f(x) = cos2x T sen2x

F1(x) = 205X (=senx) = —2senxcosx _ (sen X cosx)
COS*X sen“x cos3x  sen3x

Puede comprobarse que las tres expresiones obtenidas son idénticas.

DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA

Recordemos que, si f es una funciény f=! su inversa con respecto
a la composicion, se verifica fof==1,siendo | lafuncién identidad. Es

decir:
(fof1)(x)=x

Derivando ambos miembros y aplicando la regla de la cadena tenemos:

Il (P00 =1 = | (60 =]

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Se sobreentiende que nos referimos a las inversas con respecto a la com-
posicién: arco seno, arco coseno, arco tangente y arco cotangente.
Iremos recordando las propiedades de estas funciones estudiadas en cursos ante-

riores.
FUNCION SENO FUNCION ARCO SENO
s:R-[1,1] sti[1,1]- | -% 2]
s(X) = sen x s1(x) =arc sen x
Dom (s) =R Dom (s) =[-1,1]
s'(X) = cos X cos (arc sen x ) = V1 —-x2

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 34



I.E.S."BAJO GUADALQUIVIR" LEBRIJA
DPTO. DE MATEMATICAS

Queremos hallar la derivada de la funcion s1(x) .
Ahora bien:

1 1 1

1\ 1
(1)) = s'[s1(x)] ~ s’[arcsenx] ~ cos(arcsenx)  JI—x2

Ejemplo 32.2 |Sea f una funcion derivable. Hallar la derivada de
la funcion F=s"of.

Solucioén .-
F(X) = (s o f)(x) = s1[f(x)] = arc sen f(x)

F'(x) = (st of)(x) = () [f(x)] - f"(x) = m £7(x)
—[f(x

Obtenemos, asi, la regla de derivacion para la funcion arco seno generalizada.

F(x) = arc sen f(x) > F’(x) = ——L—— . "(x)

J1-[f0)1?

VALOR ABSOLUTO

Si xeR, el valor absoluto de x es un numero real no negativo
que se representa por |x| y se define como sigue:

—X si x<0

X si x>0
lez{

Por ejemplo :
71=7, [0]=0, |-5|=-(5)=5, [1-/2[=V2 -1,

lr—3l=n-3, le-3/=3-e, IX?|=x%. ¢(Porqué?.
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Veamos mas ejemplos:
11—x| = 1-x si 1-x>0 _ | 1-x si x<1
| -14x si 1-x<0 -1+x si x>1
< Ix] = x2 si x>0
| %% si x<0
x ) 1six>0
* 7] -1six<0
|1+x?| =1+x?, porque 1+x?>>0 VxeR.
12| = 1-x2 si 1-x*>0
] -1+x% si 1-%x2<0
En este ejemplo, necesitamos conocer el signo de la funcion f(x) =1 —x2.
Para ello, representamos en su dominio los valores donde se anula:
I I Dom(f) =R
-1 1
A continuacion, determinamos el signo de la funcion f(x) =1 —-x? dando
a x un valor en cada intervalo, obteniendo:
= + =
i | Dom (f)=R
-1 1
Por lo tanto:
1—x2| = 1-x2si xe[-1,1]
| “14+%x%si xe(-o0,-1)U(l,+xo)
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En cursos anteriores se establece que JX2 =x; familiarmente, se
dice "el cuadrado se va con la raiz cuadrada”.
Esto se permite cuando se manejan conceptos matematicos elementales , pero
no es admisible cuando se realizan estudios superiores. En verdad

Ix2 =|x|

A partir de ahora, por ejemplo, /(1—x2)? #1—x2, sino que

“14+x2sixe (—0,-1)U(1,+0)

Ejemplo 33.2 | calcular X—22
(4-x2)
Solucion .-
o - (T -l
(4-x2)2 V\4-x2) ~14-x2
Necesitamos conocer el signo de la funcion f(x) = X

4-—x2°
Para ello, como en el ejemplo anterior, representamos en su dominio
los valores donde se anula .
El signo de f(x) se determina dando a x un valor en cada intervalo
y sustituyendo en f(x) .

Dom (f)=R-{-2, 2}

o
SN

Por lo tanto:
X .
‘ X ‘: aoxz Sl xe(-0,-2)ul0,2)

4—x2 4:Xx2 si xe(-2,0) U (2,+x)
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2X
1+x2 °

Ejemplo 34.2 | Derivar la funcion F(x) = arc sen

Solucioén .- Hay que aplicar la regla de derivacion para la funcion arco seno
generalizada, observando que f(x) es un cociente.

2 1+x2)?
-G 09
_ 1 2-x2 1 2(1-x%) _
- a2 2)2 12t 2)2
1- 1+2)z(2+x4 (1+x2) 1+2§Zi§4 (1+x2)

1 21-x%) 1 21-x*) _

) 2 T %2 2 =
8322 (1+x2) ﬁ (1+x2)

__1 .2(1—x2)_ 21-x?)
Bl (14x2)  11-x2(1+x2)

1+x2

ﬁ si xe(-1,1)
| 1527 sixe (oo, D) U 40)

Obsérvese que f'(x) noesta definida si x=+1.

FUNCION COSENO FUNCION ARCO COSENO
c:R-[-1,1] ct:[-1,1]1 - [0,#]

c(X) = Cos X c1(x) =arc cos x

Dom (c) =R Dom (c!)=[-1,1]

c'(x) =-sen x sen (arc cos X ) = J1-x2
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Para hallar la derivada de c1(x) aplicaremos la formula para la
derivada de la funcién inversa:

1 . 1 _ -1
c’[arc cos x] ~ —sen(arc cos x) /1 _x2

(e = c’[C*ll(x)] -

Como en los ejemplos anteriores, se puede deducir la siguiente regla de
derivacion:

F(x) = arc cos f(x) = F’(x) = —1 .t

J1-TH0)1°

Solucién .-
1 _1 1 X
F'(x) = . (=2x) = =
\/l_<m>2 2J1-x2 Ix2 - J1-x2
- X
Ix| v1-x2
Paraque f' esté definida deberaser 1-x?>>0 y x+0, es decir, que
xe(-1,1)-{0}.
+
HHH e ° OHHHHHHHHHHHH
1 0 1
Por lo tanto:
1 si xe(0,1)
von J1-x2
f'(x) = 1 :
si xe(-1,0)
1-x2

Ejemplo 35.2 |Hallar la derivada de la funcion F(x)=arc cos/1-x? .

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

39



I.E.S."BAJO GUADALQUIVIR" LEBRIJA
DPTO. DE MATEMATICAS

FUNCION TANGENTE FUNCION ARCO TANGENTE
t: Dom (t) » R t1:R- (%%

t(x) = tg x t-1(x) = arc tg x

Dom (t) =R~ {(2n+ 1% ;nez} Dom (t1)=R

t'(x) = c0§2x =1+1tg°x tg (arc tg x ) = X

Para hallar la derivada de la funcion t utilizaremos el mismo procedimiento
que para las funciones styc™.

1 _ 1 _ 1 __1
t'[t-1(x)]  tlarctgx] 1+tg2(arctgx) 1+x2

(t*) ()=

La correspondiente regla de derivacion seria:

F(x)=arctg f(x) = F(x) = -f7(x)

1
1+ [f(x)]?

a) Comprobar que las siguientes funciones tienen igual
derivada.
b) ¢Son iguales las funciones?. ; Como son?.

Ejemplo 36.2

fi(x) =arc tg ﬁ fo(x) = 2arc tg(x +7/1+x2 ) fa(x) = arc tg x

Solucién .-
oy 1 1oxtlex 2 2 1
a) fl(X)_ N Eiﬂ(;i (1_X)2 - (1—X)2+(1+X)2 T 242x2 T 1+x2
X
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. 1 1
fr(x)=2- -[l+—-2x]—
1+ (x+JT+x2)° 2y1+x2
B 1 VI+X2 +Xx
1+Xx2+2Xy1+%x2 +1+x2 J1+x2
_s. 1 .1+x2+x4/1+x2 _ 1
2(1+x2+x/1+x2) 1+x2 1+x2

b) Sean f y g dos funciones derivables en (a, b) con igual derivada.
En dicho intervalo, se verifica:

(f-9)()=f(x)-g(x) =0

Las unicas funciones con derivada nula son las funciones constantes,
asique (f-g)x)=C, CeR.

De manera que dos funciones con igual derivada no tienen por qué ser
iguales, sino que se diferencian en una constante.

También se puede escribir  f(x) =g(x) + C, y decirque f y g son
"casi iguales”, o iguales salvo constante.

En definitiva, las funciones fi, fo y f3 son "casi iguales", se diferencian
en constantes.

FUNCION COTANGENTE FUNCION ARCO COTANGENTE
cot : Dom (cot)—» R cot?:R - (0,7)
cot (X) = cot X cot~1(x) = arc cot x
Dom (cot) =R —{nz; ne Z} Dom (cot™?) =R

] — _1 _ 2 —
COt'(X) = gnzy = (1 + cot?x) cot (arc cot x ) = x

-1\ _ l — 1 — 1 —
(cot™)"(x) = cot’[cot-2(x)] ~ cot’[arc cot x] = —(1 + cot?(arc cot x))
_ -1
1+x2°
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Se deduce con facilidad la regla de derivacion:

1 ¢«

F(x)=arc cot f(x) = F’(x) = T(X)]z

: Comprobar que la siguiente funcion tiene la misma
Ejemplo 37.2 | qerivada que una de las funciones elementales. ¢, Cual?.
F(x) = 2arc cot X
1+J1-x2
Solucion .-
14+ J1-x —x-—L—.(-2x)
F(x)=2- -1 : R -
1+ X2 (1+/1-x2)°
<1+ w/1—x2>
2
1+J1-x2 + =%
=2. =1 . 1-x2 =
(1+T=x2)* +x2 (1+1-x2)°
(1+1-x2)°
_,. -1 AI-XP 41X X
(1+I=x2)° +x2 v1-x2
1 J1-x*2 +1

=2. — .
1+2/1-x2 +1-x2+x2  J1-x2

). 1 ../1—x2+1_ -1
21+J1=x2) J1-—x2  J1-x?

que es la derivada de la funcion arco coseno .

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 42



LE.S."BAJO GUADALQUIVIR" LEBRIJA
DPTO. DE MATEMATICAS

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS

Sea L Ia funcién logaritmica neperiana , es decir, L(x)=1Inx,
siendo Dom (L) = (0, +o0).
Admitiremos que su funcion derivada vale

Dk =+

Ejemplo 38.2 Sea f una funcion derivable. Hallar la derivada de
la funcién F=Lof.

Solucion .-
F(x) = (Lo )(x) = L[f{x)] = Inflx)
Fi(x) = L[] - £2(x) = fﬁ ()

De modo que:

F(x)=Infx) = F’(x):}%.f’(x)z%

l+1gx
l—tgx -~

Ejemplo 39.2 | Hallar la derivada de F(x)=1In

Solucion .-

Método 1 .- Aplicando directamente la regla de derivacion.

PO = 1 . 1 (A —1g ) +1g?x) + (1 +1g )1 +1g°x) _
1+tgx 1 +tgx (l—z‘gx)2
\/l—tgx \/l—tgx
1 (+gx)-2  l+ig’x 1 S B
5 l+igx  (1—tgx)> 1-1g*x  cos’x—sen’x = cos2x - sec
l—tgx
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Método 2 .- Utilizando las propiedades de los logaritmos para simplificar,
previamente, la funcion.

1
o (1+1gx\2 1. l+igx
F(X)_ln(l—tng =3 l-tgx
S| 1 (1 —tg x)(1 +tg’x) + (1 +tg x)(1 +tg’x)
PO =5 Tgx 2 -
itigx (1-1gx)
l—tgx

1 1 .(1+tg2x)-2_1+tg2x

2 l+tgx l-tgx  1—tgx

=sec 2x

Método 3 .- Simplificando la funcién mediante calculos trigonométricos
y logaritmicos.

sen x

l+tgx  1+Cosx  cosx+senx

[—tgx ~ |_senx =cosx—senx
COS X

1
_ cosx+senx\5 _ 1, cosx+senx _
F(x) = 1n<cosx—senx =7 InGosx—senx =

= %[ln(cosx + sen x) — In(cos x — sen x)]

F'( ):L[—senx+cosx _ —senx—cosx]_l[cosx—senx cosx+senx]
X) = 5l cosxFsenx cosx—senx 1~ plcosx+senx T cosx—senx

_ 1] (cosx —sen x)* +(cosx + sen x)°
2 cos2x — sen’x

Para calcular la derivada de cualquier otra funcion logaritmica, basta con
transformarla en una neperiana mediante la formula del cambio de base.

F(x) = log fx) = A 140

Ina ~ Ina
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Como el primer factor es constante, entonces

F00= g o7 T 0

Ejemplo 40.2 | Derivar la funcion F(x) = log; J7x .

Solucion .-

F(x) = IogS(7x)s -1 IogS(7x)—— Ilr:]_75x_ i
_ 1l 5 1

FO) = 3108 7% 7 = XTng2s

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Sea E lafuncion exponencial neperiana, es decir, E(x) = e*,
donde Dom (E) =R.
Como esta funcion es la inversa de la logaritmica neperiana, E = L™ , pode-
mos aplicar la regla para la derivada de la funcion inversa:

E'x) = (L)' (x) = 1 __

CT00] = Tl = = = =F®

1
1
eX

De manera que la funcién exponencial neperiana coincide con su derivada.

- Sea f una funcién derivable. Hallar la derivada de la
Ejemplo 41.2 | fyncion F=Eof.

Solucion .-
F(x) = (Eof)(x) = E[f(x)] = e
F(x) = E’[f(x)] - f*(x) = - f *(x)

Tenemos, asi, la regla de derivacion para la funcién exponencial neperiana
generalizada:

F(x)=e™ = F(x)=e™.f(x)
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Ejemplo 42.2 | ¢(Existen mas funciones que coincidan con su derivada?.

Solucién .- Si, por ejemplo, las funciones

f(X) — ex+5 = f’(X) — ex+5 1= ex+5
f(x) = 7eX = f/(x) =7-e* = 7e*

Las unicas funciones que cumplen esta propiedad son de la forma
f(x) =e*C =k-e*, C,keR

Ejemplo 43.2 | Hallar la derivada n-ésima de f(x) = (a+bx)e®™ ;a, beR.

Solucién .-

f'(x) = be®™ 4 (a+ bx)e®™ . b = be®™(1 + a + bx)
f"(x) = b[ea™ . b(1 + a+bx) + e . b] = b2 (2 + a + bx)
f"(x) = b2[ea™P*. p(2 + a + bx) + ea™*. b] = b3 (3 + a + bx)

Por induccién: fW(x) = b"e?™(n +a + bx)

Sea a>0y a+ 1. Designaremos por L, a lafuncién logaritmica de
base a, es decir, La(x)=1log,x .
Hemos visto anteriormente que
)1 1. ,__1 1
La(x) = Ina X 1= Ina X
Sea E, lafuncion exponencial de base a, 0 sea, Ea(x) =a*. Como E, =Lz,
tendremos:

, _1Y\» 1 1 1 X
Ea(x)=(L31)(x) = CIL60] ~ L]~ %% =a*-Ina
na

y, aplicando la regla de la cadena, tendriamos:

Fx)=a™ , a>0,a+1 => F’(x)=a™.Ina-f’(x)
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Ejemplo 44.2 | Hallar la derivada de la funcion F=L;+L3+Es.

Solucién .- Se trata de la funcion F(x) = log,x + log x + 5.

i 55 = 4(7 + 7L ) +5¥In5

F(x) In3 In2 " n3

-1
In2

Ejemplo 45.2 | Derivar la funcion F(x) = 3% 4 log,(sen x) .

Solucién .-

F(x) = 3X" -In3-+(2x+l)+ﬁ-ﬁ-cosx:

2/X%2 4+ X
=3 3.+l 1
3 In3 2m+ln2 cotx

Ejemplo 46.2 | Hallar la derivada n-ésima de E; .

Solucion .- E7(x) = 7%
E-(x)=7"-In7=In7-7*
E;(x)=In7-7%-In7=(In7)%. 7*
E’(x)=(n7)2-7%-In7=(In7)3. 7%

Por induccion: ED(X)=(n7)"- 7

DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIAL-EXPONENCIAL

Recibe el nombre de funcién potencial-exponencial toda funcion
de la forma

f(x) = g(x)"®

es decir, aquella en la que figuran , tanto en la base como en el exponente
funciones no constantes.
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Obsérvese la diferencia entre las siguientes funciones:

f(x) =x3 FUNCION POTENCIAL
f(x) = 3% FUNCION EXPONENCIAL
f(x) = x* FUNCION POTENCIAL-EXPONENCIAL

Para obtener su derivada se emplea el método conocido como
derivacion logaritmica, que consta de los siguientes pasos:

P1.- Sacar o tomar logaritmos.

In f(x) = In g(x)"™
In f(x) = h(x)- Ing(x)

P2.- Derivar los dos miembros de la igualdad.

PO g’(x)
Too = M0+ Inge0 +h0o -~

P3.- Despejar f'(x) .
F(x) =1(x) - [h’(x) : Ing(x)+%}

P4.- Sustituir f(x) por su valor.

h(x)g’(x) }

f'(x) = g(x)h(x) . [h’(x) -Ing(x) + )

=g0)"™ - h*(x) - Ing(x) + h(x) - g() "™ . g"(x)

El primer sumando corresponde a la derivada de una funcién exponencial y
el segundo a la de una funcion potencial.

Ejemplo 47.2 | Derivar la funcion f(x) =x*.
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Solucion .- Es una funcion potencial-exponencial, por lo tanto hay que emplear
la derivacion logaritmica.

P1- In 12();) =Inx*=x-Inx
f(x
T
P3.-  f’(x)=f(x)(Inx+1)
P4-  f'(xX)=x*(Inx+1)

:Inx+x-%:lnx+1

Ejemplo 48.2 |Derivar la funcion f(x) = (sen x) % .

Solucion .-
P1.- Inf(x) =cos x In (sen x)
P2.- m——senx-ln(senx)+cosx-$-cosx—
- fx) SENn X =

2
= —sen x - In(sen x) + 97 %

2
P3- f'(x)= f(x)[—sen X - In(sen x) + %2?] >)<(]

2
P4.-  f'(x)=(sen x)c"sx[—sen X - In(sen x) + S2>% ]

Ejemplo 49.2 | Derivar la funcion f(x) = yX .

Solucion .- Aunque no lo parezca es una funcion potencial-exponencial,

ya que
f(x) = x*
PL-  Inf(x)=<Inx
f’(x) 1 11 1
p2.- m:—ﬁlnx+7-7=§(—lnx+l)
P3-  £'(x)=f(x)- >(1-Inx)

P4.- f'(x)= ;L)z((l —Inx)

Mediante la derivacion logaritmica se puede obtener la derivada de
la funcidn potencial real, es decir, de la funcién

fx)=x2 , aeR
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En efecto:

Pl- In 12();) =alnx
f(x
p2.- Wza'%

P3.- f'(x):a-@

P4.- f'(X) :a-XTa = f’(x) =ax®?

Ejemplo 50.2 | Derivar las funciones f(x) = x¥2, g(x) = x¢, h(x) = x" .

Solucién .-

f(x)= /2 -x¥2 1 g’(x) =ex®?L, h'(x) = nx*t

X2 coS X
(1+x4)!

Ejemplo 51.2 | perivar la funcion f(x) =

Solucién .-

Meétodo 1 .- Empleando las reglas de derivacion ya conocidas.

(1+x4)" - [2xcosx + x2(=sen x)] = x2cosx - 7(1 + x4)® - 4x3 _
(1+x4)4

f') =

_ (1 +x4)°[(1 + x*)(2x cos X — x2sen x) — 28x5 cos x] _
(1+x4)"

_ (1 +x4)(2x cosx — x2sen x) — 28x° cos x
(1+x4)®

Método 2 .- Aungue no se trate de una funcion potencial-exponencial, se
puede emplear la derivacion logaritmica.
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P1.-

p2.-

P3.-

P4 -

In f(x) = In(x2 cosx) — In(1 +x*)" =
=Inx?+Incosx—7In(1+x*) =
=2In x + In cos X - 7In (1+x%)

f’(x) 2 senx 28x3
X_COSX_1+X4

, 2 senx 28x3
f (X)=f(x)[Y— COSX ~ 1+x4]

2 3
fr(x) = X cosx[z senx _ _28x ]:

X T COSX ~ 1 +x4

_ 2XCOSX _ _X?senx__ 28x>COSX
@+x4)" @+x4)"  (1+x4)®

Ejemplo 52.2

Mediante derivacion logaritmica deducir la regla de
derivacion para la funcion F(x) = f(x)g(x)h(x) .

Solucién .-

Se trata de hallar la derivada de un producto de tres funciones,
cuyo resultado ya es conocido.

P1.-

p2.-

P3.-

P4 -

In F(x) = In f(x) + In g(x) + In h(x)

Fx) ') gx hK
Fx) ~ 1x) " gkx) " h(x)

f'x) g°x) h(x)
) " gk) " hx) }

f'x) g n®x)
0 T gk) T h() }

= F'(x)g(x)h(x) + F)g'()h(x) + f(x)g(x)h'(x)

F'(x) = F(X)

F'(x) = f(x)g(x)h(x)

R R R R R R R R R R R R R R R R R R R AR AR R R R R R AR AR R R R R R R R R R AR A R R AR AR R R R R R R e e

DERIVACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

51



)

‘ Bachillerato:
JUNTR DE ANDALUCIA -Tecnoldgico
CONSEJERIA DE EDUCACION -Ciencias de la Naturaleza
J;E;i;i‘:;if;:i‘ii'ﬂrﬂ‘ii y de la Salud
ebrija

DERIVADAS

1.- Derivar y simplificar la funcion f(x) =In /% hasta obtener una de las funciones
elementales.

2.- Calcular la derivada n-ésima de la funcion f(x) =xe? .

1 x2—1
arct ?.
J2 J X2

4.- ¢Es cierto que la derivada de cualquier funcién trigonométrica es también
trigonométrica®?.

3.- ¢Qué signo tiene la derivada de la funcion f(x) =

5.- Derivar la funcion f(x) =e*+x&+x* .

6.- Dadas las funciones f(x)ztg%X y g(x)zl—sen%x , calcular f'(2)g'(2) .

7.- Calcula la derivada de la funcion f(x) = % In(%) + arcsen% .
- + X

8.- Halla la derivada n-ésima de la funcion f'(x)=e>*+e? .

9.- Se considera la funcion f(x) = (Ax + B)sen x + (Cx + D)cos x, donde A, B, C y D son constan-
tes. Halla sus valores para que f'(x)=senx—cosx .

10.-Obtener la derivada de la funcion f(x) = (tgx) >

11.-Demostrar que la funcion f(x) = 2arc tg /% tiene, en el intervalo (0, ), la misma

derivada que la funcion identidad.
¢Para qué valores de x sus derivadas son opuestas?

12.-Calcular f29(x) y f"(x) para la funcién f(x)=cosx .
13.-¢Es constante la funcion f(x) = In(«/ 1+x? — x) + In(«/ 1+x% + x) ?.
14.-Hallar /(1) si f(x)=x*L.

15.-Escribir tres funciones, no nulas, que coincidan con su derivada.

I.E.S. "BAJO GUADALQUIVIR"” Departamento de Matematicas Avda. Doctor JoséViel ,3  41740-Lebrija (Sevilla)
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DERIVADAS

16.- Comprobar que las siguientes funciones tienen la misma derivada:

1—x?
1+x2

f(x) =arc senx? g(X) = —2arc tg

17.- De un polinomio de tercer grado, p(x) , se sabe que p(1)=0,p’(1)=2,p’(1) =4y
p’’’(1) =12 . Calcular p(2) .

2

18.- Dada la funcion f(x)=1- e

, Se pide:

a) Comprobar que no existe ningun valor de x que anule su primera derivada.
b) ¢Para qué Unico valor se anula la derivada segunda?.

19.- Determinar el valor de m para que la funcion f(x) =e™-x™ tenga la derivada nula
para X =2.

20.- Se considera la funcion f(x) = arcsen 1 erxxz —2arctgx. Se pide:

a) Demostrar que es constante si x € (-1,1) .
b) Hallar su derivada si x € (—o0,—1) U (1, 400) .

21.- Se consideran las siguientes funciones:

_y2
%+ 5 —2arctgx

f(x) = —4arctgx g(x) = arccos
Se pide:
a) La funcion derivada de f.
b) Demostrar que g es constante Vx € (0, +o) .
c) ¢Para qué valores de x tienen igual derivada®?.

22.- Se considera la funcion f(x) = ae™* +be™* , a,b,keR.
Calcular los valores de k para los que se cumple f"(x) = f(x) .

23.- En la funcién f(x) =sen Ax + xcos Bx , A, B € R, hallar valores de Ay B para que
f'(x)=1+cosx.

24.- Hallar la derivada n-ésima de la funciéon f(x) = x-e3** .
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DERIVADAS

25.- Comprobar que las siguientes funciones tienen igual derivada

f(x) = arc sen x x) = arc tg—=—
(x) 9(x) T
. _ 2x+1 1-x 0= &
26.- Dada la funcion f(x) = S3-~ +2arctgs—, . demostrar que f'(x) = x2+1)2

siendo p(x) un polinomio de segundo grado que se determinara.

. , . ., eax + e*aX
27.- Hallar la derivada n-ésima de la funcion f(x) = 5 — as R.

28.- Derivar la funcion  f(x) = (Inx)""* .

29.- Se consideran las funciones

fi(x)=arctgx vy fg(x)=arct92+—x

1-2x
Se pide:

a) Comprobar que tienen igual derivada.

b) ¢ Deberan ser iguales las funciones?.

30.- Derivar la funcion f(x) = xarcsenx,

31.- Dada la funcién y = xcos x + sen x - 3, calcular y® +2y" +vy..

32.- Encontrar un polinomio de tercer grado tal que p(0) =p(1)=-2,p'(0)=-1y p"(0) =10.
33.- Hallar una funcidn, f , sabiendo que es potencial natural y ~ x2f ”(x) +xf *(x) = f(x).

34.- Encontrar f(x) si f'(x) = L o1 y f(4)=0.

2,/x
35.- Dar dos funciones polinémicas, f y g, de grados distintos tales que f'(1) =g'(1).

36.- Comprobar que la siguiente funcion tiene igual derivada que la funcién identidad:

_ Sen X+ COS X
f(x) =—arc tg senx—cosx
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37.- Se consideran las siguientes funciones:

1 X
f(x) = arccos —— X) = —arc sen
) 1+x2 y 90 1+x2

Se pide:

a) Comprobar que f'(X)=g'(X) Vxe (—x,0).
b) ¢Que funcidn elemental tiene, también, esta derivada?.

38.- Comprobar que si  f(x) = arc sen (cos x) , entonces f'(X)=1, V x e (xn,2x).

6x
39.- Derivar la funcion f(x) = (%)

40.- Se consideran las funciones f(x) = arc cos /% y a(x) = % .

.l 3_71)

a) Comprobar que f'(x)=g'(x) Vxe o,

b) ¢Queé puede decirsede fy g?.

41.- Derivar la funcion f(x) = yarc cot X .

42 .- Se consideran las funciones

4x
4 +x2 y

f(x) = arc sen g(x) = 2arc tg%
Se pide:
a) Calcular (4+x2)>y (4—x2)2.
b) Utilizar los resultados anteriores para simplificar f'(x) .
c) Comprobar que f'(x)=—g'(x) Vxe (42 ,+).
d) ¢En qué intervalo coinciden las derivadas de ambas funciones?.

- _ X
43.- Demostrar que la funcion  f(x) = arc sen(%) —2arc sen% es constante en su
dominio.
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44.- a) Dada la funcién f(x) = x2e* , comprobar que f%(x)=P(x)e*, siendo P(x) un
polinomio de segundo grado que debe obtenerse.

b) ¢Ocurrira lo mismo con f1%(x) 2. Razona la respuesta.

X+ (X+n)

45.- Se consideran las funciones f(x):T y g(x)= /x(x+n) , donde neN.
Demostrar que '(x)—f(—x)
eI =900

46.- En la funcién f(x) = (Ax + B)senx + (Cx + D)cosx , hallar valores para las constantes
A, B, Cy D de manera que f'(x) =Xxsenx .

47.- Sean f y g dos funciones derivables que verifican:

2(0) = 1 £(0) = 4g(0)
f(0)g(0) =2 g'(0) =29(0)

1)
g(x)

VX241 +X | JXEHL X
X2+1 —X  JX2+1 +X

49.- Sean f y g dos funciones derivables que verifican f'(X)=g(x) y g¢'(x)=1(x).
Se pide:
a) Hallar la derivada de la funcion h(x) = g%(x) — f2(X) . ,Qué puede decirse sobre h ?.
b) Calcular (f+g)™(x) .
c) Hallar la derivada de la funcion F(x) = In(f(x) + 9(x)) .

Calcular h'(0), siendo h(x) =

48.- Comprobar que si f(x) = , entonces f'(x) = 8x.
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APLICACIONES
DE LA DERIVADA

FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a,b) y ce(a,b).

Y Intuitivamente, para que f sea creciente en el punto
A c , deben cumplirse dos requisitos:

I.- Los puntos de abscisa x , situados entre
a y c, tendran una ordenada f(x) menor
que la ordenada del punto c.

I1.- Los puntos de abscisa X, situados entre
c y b, tendran una ordenada f(x) mayor
que la ordenada del punto c.

Diremos, por tanto, que f es creciente en el punto c si se verifican,
simultaneamente, las siguientes condiciones:

.-  x<c = f(x)<f(c), vxe(ac)
.- x>c = f(x)>f(c), vxe(c,h)

que también se pueden expresar de esta forma:

- x—c<0 = f(x)-f(c) <0
.- x—=c>0 = f(x)-f(c)>0

. N f(x) —f(c
Estas dos condiciones se pueden sintetizar en una sola: %c() >0.
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Supongamos que f es derivable en el intervalo abierto (a, b).

Una condicién suficiente para que f sea crecienteen ¢ esque f'(c)>0

En efecto:

lim f(x) f(c) N f(x) f(c)

f'c)>0 = lim >0 sixestaproximoac

= fescrecienteenc.

Ejemplo 1.3 |Lafuncion s(x) =senx, cescrecienteen ¢ = % ?.

Solucion .-

s'(X)=cosx = s(%) = cos% = >0 = sescreciente en %

v Intuitivamente, para que f sea decreciente en
el punto ¢, deben cumplirse dos requisitos:

I.- Los puntos de abscisa X, situados entre
a y c, tendrén una ordenada f(x) mayor
que la ordenada del punto c.

I1.- Los puntos de abscisa X, situados entre
c y b, tendran una ordenada f(x) menor
que la ordenada del punto c.

Diremos, por tanto, que f es decreciente en el punto c si se verifican,
simultaneamente, las siguientes condiciones:

.- x<c = f(x)>f(c), Vxe(a,c)
.- x>c¢ = f(x)<f(c), Vxe(c,b)

—f(x; — E(C) <0

que son equivalentes a decir que
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Supongamos que f es derivable en el intervalo abierto (a, b) .

Una condicidn suficiente para que f sea decrecienteen ¢ esque f'(c)<0

Ejemplo 2.3 | Comprobar que f(x) = % es decrecienteen c=2.

Solucion .-

f'(x):—x—l2 = f’(2):—%<0 = fesdecrecienteenc=2.

Ejemplo 3.3 Estudiar para queé valores de x son crecientes o decrecientes
las siguientes funciones:

a) f(x)=x2 b) fx)=x3+5 c¢) f(x) =x2-2x
d) f(x)=x e) f(x)=senx  f) f(x) = %

Solucién .- Hay que determinar el signo de f'(x) en los puntos en los que f
sea derivable.

a) f(x) =x? esderivable en R, siendo f'(x) =2x.
Debemos encontrar los valores de x que hagan positiva la derivada.
Evidentemente, esto se consigue con valores positivos de X.
Asi que:

f'x)=2x>0 si x>0 = fescrecientesix>0
f'xX)=2x<0 si x<0 = fesdecreciente six<0

b) f(x) =x3+5 esderivableen R, siendo f'(x) = 3x2.
Como la expresion 3x? es positiva para cualquier valor que demos
a X (excepto para uno, ¢cudl? ), la funcién sera creciente en todos
los puntos de su dominio. Es decir:

f(x) =x3+5 escrecienteen R
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c) f(x) =x2—2x esderivableen R,siendo f'(x)=2x-2=2(x-1).
Para determinar el signo de f'(x) podemos recurrir al procedimiento
utilizado en anteriores unidades.

| Dom (f")

Es decir:

f'(x)>0 si x>1 = fescrecientesi x>1
f'(xX)<0 si x<1 = fesdecrecientesi x<1.

d) La funcidn identidad es derivable en R, siendo f'(x)=1>0.
Por tanto, es crecienteen R.

e) La funcidon seno es derivable en R, siendo f'(x) = cos X .
Para determinar el signo de f'(x) debemos recordar el signo del coseno:

‘h cosX>0 si xe(O,%)U(T,Zn)
‘, cosXx<0 si XE(%,?’R

Todo esto ocurre en el primer giro, pero debemos extendernos a R.
Por lo tanto:

f es creciente si x € (an, % + an) U (37” + 2km, 27 + 2kn), keZ
f es decreciente si x e (% + 2k, 3—2” + 2k7z), keZ

f) f(x) = % es derivable en R- {0}, siendo f'(x) = _Xiz ,

Esta expresion es negativa para cualquier valor de x 0. Asi que,
f es decreciente en R - {0}.
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Ejemplo 4.3 |¢Qué cantidad es mayor: 1997+ cos 1997 6 1998 + cos 1998 ?

Solucion .- Consideremos la funcion f(x) =x+cosx ; Dom (f)=R.

f'(xX)=1-senx>0, VxeR = fescreciente entodo R,y su grafica

seré del tipo:
Y
Como 1997 <1998 y f es creciente, entonces
| f(1997) < £(1998). Y, por consiguiente:
do7 1hos X 1997 + cos 1997 < 1998 + cos 1998 .

ESTUDIO DE LA MONOTONIA DE UNA FUNCION

Estudiar la monotonia de una funcion consiste en determinar los
intervalos donde crece y donde decrece. Esto no siempre resulta facil como
en los ejemplos anteriores.

Cuando nos encontremos con una derivada cuya expresion no permita deter-
minar su signo a simple vista, aplicaremos el método para el estudio de la
monotonia.

4 2
Ejemplo 5.3 | Estudiar la monotonia de la funcién f(x) = XT _ X? 7.

Solucién .- Hay que estudiar el signo de f'(x) = x3—x.
I.- Resolver la ecuacion f'(x) =0.
x3-x=0 & x(x2-1)=0 & x=0,x=1,x=-1

I1.- Representar las soluciones obtenidas en el Dom (f )NDom (f) .

I I ) Dom (f) =Dom(f) =R

I11.- El signo de f'(x) se determina dandoa x un valor
en cada intervalo.
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f1(-2)<0 f'(-0'5) >0 £'(0'5) <0 f'(2)>0

I <A I N

Se tiene:
f'x)>0 si  xe(-1,0)U(1,4x)
f'x)<0 si  xe(—0,-1)U(0,1)
y escribiremos:

ft (1,0)ul,+0) y f 1 (=0,-1)U(0,1)

Ejemplo 6.3 | Estudiar la monotonia de la funcion f(x) =x3+x2-x+5.

Solucion .- A simple vista no es posible determinar el signo de f'(x) .
Aplicaremos el metodo para el estudio de la monotonia:

l- f'(x)=3x2+2x-1=0ex=3,x=-1

; Dom(f) =R
1/3

]
——t

f(2)>0 f1(0) <0 f'(1)>0

A 1 — 73 7

Por tanto: f1(o0-1)UG +0) y fi(-1,1)

2
1T

: 2 _
Ejemplo 7.3 | Estudiar la monotonia de la funcién f(x) = §2 —

Solucion .-

Meétodo 1.- La monotonia de una funcidn se estudia con su derivada primera.
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(x2=1)-2x—-(x*-2)-2x 2x-(x*-1-x*+2) 2

= (2 1)’ -17 -1y

Se observa que f es derivable salvoen los puntos x=1y x=-1.
El denominador de f'(x) es positivo, por ser un cuadrado. El signo
de f'(x) dependerd, pues, del numerador. Ahora bien:

2x>0 si x>0 y 2x<0 si x<0

Porlotanto, f 1t (0,400)—{1} y f! (~o0,0)—{-1}.

Meétodo 2 .- Aplicando el método para el estudio de la monotonia.

I.- f'(x)=(X22_—Xl)2:O©x:O

Dom (f)=R - {-1, 1}

|_\.
~®

i (<0 f(05<0 f(05>0 f(2)>0

\:\6/:/

En definitiva: f 1t (0,1) U(1,+0) y f{ (—0,-1)U(-1,0)

Ejemplo 8.3 Estudiar la monotonia de la funcion  f(x) =x%>-2Inx.

Soluciodn .- Aplicaremos el método para el estudio de la monotonia.

- f'(X)=2x-2=0ex=21

.- , Dom (f) = (0, +o0)
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£'(0'5) <0 f'(2)>0
Il.- H e I

0\1/

Porlotanto, f1t (1,+0) y fi(0,1).

Ejemplo 9.3 | Estudiar la monotonia de la funcion

22x—1 10 - 2%
f0)=—"n2 *Tinz —16x

Solucion .- Nos encontramos con una funcion que causa respeto.
Si observamos que In 2 es constante y escribimos

—_L. 2x-1 & X _
f(x) = o 2 +1n2 2% — 16X
entonces 0
! —_L. 2x-1, . 1_ X, _ —
f'(x) = N2 2 In2 2+In2 2%-In2-16 =

=-2%4+10-2*-16
I.- Aparece una ecuacion exponencial

2% 110.2¥-16=0
—(2)%4+10-2*-16=0

Haciendo el cambio de variables 2* =t se convierte en
la ecuacion de segundo grado

~t2+10t-16=0

cuyas solucionesson t=8 y t=2.
Deshaciendo el cambio se obtiene:

2X=8 = x=3 y 2=2 = x=1

I i Dom(f) = Dom(f') = R
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f'0<0  F@>0  f(@4)<0
I |

T~ 1 _—7 8 T~

Porlotanto, f1(1,3) y f! (~e0,1)U(3,+0) .

Ejemplo 10.3 | Estudiar la monotonia de f(x) =3¥x2 —x2.

Solucién .- Como la funcion irracional es de indice impar y el radicando un
polinomio, f estara definida en todo R, es decir Dom (f) =R .
Para derivar la escribiremos en forma potencial:

f(x) = 3x5 —x2

l- f'(x)=3-2x 5 —2x= ;y —2x=2($—x}

1
IX

I1.- Obsérvese que Dom(f') =R - {0} .

f'xX)=0 < = ©%=X3©X4=lc>x=i1

>

.
ol
=X J

1l.- £'(2)>0 . f(05)<0 £'05)>0  f(@)<0

/Il\;/ll\

Por lo tanto:

f1t(—0,-1)U©,1) y fl(-1,0)uU(1,+0)
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MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS

Sea f una funcién definida en el intervalo abierto (a,b) y ce(a,b).

Y Intuitivamente, f tiene un maximo relativo
en el punto c si la ordenada de este punto
es mayor o igual que las ordenadas de todos
los puntos infinitamente préximos a c.
En Matematicas, las cantidades infinitamente
pequefias, llamadas infinitesimales, suelen
X representarse por las letras griegas € y §,
C-€ X C X Cte épsilon y delta, respectivamente.

Se dice que una funcién f presenta un maximo relativo en csi, y solo si,
existeun ¢ >0, tal que f(c) >f(x), paratodo x entre c-g¢ y c+e .
En el lenguaje matematico:

c es maximo relativo de f < 3&>0]|f(c)>f(x) Vxe(c—¢c+e)

Intuitivamente, f tiene un minimo
relativo en el punto c¢ si la ordenada
de este punto es menor o igual que
las ordenadas de todos los puntos
infinitamente proximos a ¢ .

C-¢ XCXC+e

Se dice que una funcién f presenta un minimo relativo en ¢ si, y solo si,
existe un £>0, tal que f(c) <f(x), paratodo x entre c-e y Cc+g.
Como anteriormente:

c es minimo relativode f < J¢>0|f(c) <f(x), Vxe(c—¢c+e)
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OBSERVACIONES .-

1.- Si f presentaen ¢ un maximo o un minimo relativo, entonces
f no es ni creciente ni decreciente en c.

2.- Si T presentaen ¢ un maximo relativo, entonces f pasa de ser
creciente a ser decreciente.

3.-Si f presentaen ¢ un minimo relativo, entonces f pasa de ser
decreciente a ser creciente.

Supongamos que f es derivableen ce(a,b).

Una condicidén necesaria para que f tenga un maximo

0 un minimo relativoen ¢ esque f'(c)=0.

En efecto:

Si f tiene en ¢ un maximo o un minimo relativo, entonces f
no es ni creciente ni decreciente en ¢ . Por lo tanto, f'(c) <0

y f'(c) > 0. La Unica posibilidad, teniendo en cuenta que f es
derivable en c, esque f'(c) =0.

Las soluciones de la ecuacion f'(x) =0 se llaman puntos singulares de f.
Por lo tanto, los puntos singulares de f seran los candidatos a maximos o mi-
nimos relativos. Ahora bien, la condicion necesaria para maximo relativo es la
misma que para minimo relativo: ;como diferenciar uno de otro?.

Hallar los maximos y minimos relativos de la funcion

4 2
f(x):XT—X?JJ.

Ejemplo 11.3

Solucion .-

Los candidatos serén los puntos singulares de f que, segin el Ejemplo 5.3,
son x=0,x=1yx=-1.
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En x=-1 hay un minimo relativo, puesto que f pasa de ser decreciente a ser
creciente. Por la misma razon, existe otro minimo relativo en x = 1.

Sin embargo, en x = 0 existe un maximo relativo ya que f pasa de ser creciente
a ser decreciente.

Asi se obtienen las abscisas de los maximos y minimos relativos. Las ordenadas
de los minimos seran f(-1) y f(1), y f(0) la ordenada del méaximo.
Escribiremos:

MIN(-1,%5) , MAX(0,7) , MINQ, %

El significado geométrico es el siguiente:

Y
A
u ,,,,, &j ,,,,,, ,\,-/

.
3 ah 3
.
3 3 3
I
e
‘i ‘i > X
-1 1

Ejemplo 12.3 | Hallar los maximos y minimos relativos de la funcion

_x2-2
fx)=2-7 -

Solucién .-

Segun el Ejemplo 7.3, el Gnico punto singular es x = 0, que sera la abscisa

de un minimo relativo, ya que en él la funcion pasa de ser decreciente a ser

creciente. La ordenada es f(0) =2,y escribiremos MIN (0, 2) , cuya inter-
pretacion geométrica es la siguiente:

"a

L/

-
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Encontrar los maximos y minimos relativos de la funcion

Ejemplo 13.3 . .
seno en el primer giro.

Solucion .-
Sea s(x) =senx.

I.- Buscar los puntos singulares.

s '(x) = cos x 3
- _n y_9T
cosx=0ex= 5 X=5

I1.- Estudiar la monotonia en [0, 27).

s'(x) >0 s'(x)<0 s'(x)>0

7w T~ s 7 o o

o 4+

Hay un maximo relativo para x = % , Cuya ordenada es s(%) =1,y unminimo

relativo para X = 37” con ordenada 3(37”) = —1. Escribiremos:

MAX(%, 1), Mi N(%’T 1)

cuya interpretacion geométrica seria:

OBSERVACION: En Trigonometria, se estudia: "el valor maximo del seno es 1, y el minimo -1".
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Encontrar los maximos y minimos relativos de la funcion

Ejemplo 14.3 e
seno en su dominio.

Solucién .-
Como Dom(s) =R, al buscar los puntos singulares obtendremos:

s(X)=0 e cosx=0« 3 ; keZ

En su dominio, la funcién seno tiene infinitos maximos e infinitos minimos:

MAX(%+2k7z,1) , |\/||'N(3—2”+2kn,—1)  keZ

Ejemplo 15.3 | Hallar los maximos y minimos relativos de la funcion
f(x) =x+1tgx.

Solucién .-

Al buscar los puntos singulares de f nos encontramos con una ecuacion
incompatible:
1+1+t9°x=0© 2+1tg?x =0 & tg?x = -2 (Incompatible)

<< ¢La no existencia de puntos singulares nos dice que la funcion no tiene ni
maximos ni minimos relativos? >>.

Ademas, como f'(x) =2+tg>x >0, vx e Dom(f), resulta que f es siempre

creciente.

Ejemplo 16.3 | Hallar los maximos y minimos relativos de f(x) = x3 .

Solucidn .-
I.- Buscar los puntos singulares.

f'X)=03x*=0ox=0
Il.- Estudiar la monotonia.

f'(-1)>0 . T(@)>0

> (; > Dom(f) nDom(f’) = R

La funcion es creciente en su dominio. No tiene ni maximos ni minimos, aunque
si puntos singulares.
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Con este

ejemplo se pone de manifiesto que la existencia de puntos

singulares no es suficiente para garantizar que la funcion tenga maximos o
minimos relativos.

Conclusién final : un punto singular puede ser maximo relativo, minimo

Ejemplo 17.3

Solucion .-

En primer lugar,

f

) = —

relativo o ni maximo ni minimo.

X
X2 +C

Hallar el valor de ¢ € R para que la funcion f(x) = In
tenga un punto singularen x=c.

se calcula la funcion derivada:

X24Cc—x-2x _ _c—x?
o (x2+c)? x(x2 +c)

Por ser x =c un punto singular f'(c) = 0. Ahora bien:

f'(c) =

Evidentemente,

c—c2 cl-c) 1-c
c(c2+c) c2(c+1) clc+1)

f'c)=0si c=1.

OBSERVACION: La funcion del Ejemplo 10.3 presenta un minimo relativo en

En definitiva :

x =0 vy, sin embargo, éste no es un punto singular. ;Cémo

es posible?.

Téngase en cuenta que en la condicidn necesaria para la exis-
tencia de maximos o minimos relativos se supone que f es
derivableen c.

Ahora bien, la funcion del Ejemplo 10.3 no es derivable en

x = 0, ya que la derivada se hace infinita. Por un lado, 0 ¢ Dom(f *)
y por otro 0 € Dom(f).

los méximos y minimos relativos de f los buscaremos entre
sus puntos singulares y entre los puntos de su dominio en los
gue f no sea derivable.
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Ejemplo 18.3 | ¢Qué se puede deducir si f presenta un minimo relativo
en x=-27.

Solucién .-

Si f presenta un minimo relativo en x =-2, o se trata de un punto singular o
f no es derivable en x =-2, pero -2e Dom(¥).

¢ Qué se puede deducir si f es derivable en R y presenta

Ejemplo 19.3 un méaximo relativoen x=5 7.

Solucién .-

En este caso, se deduce que x =5 es un punto singular de f.

¢ Qué se deduce si f es derivableen R y presenta un

Ejemplo 20.3 | yinimo relativo en el punto (-1, 3) ?.

Solucioén .-
Se deduce que x =-1 es un punto singular cuya ordenada vale 3. Es decir:

f(1)=0 y f(-1)=3

Ejemplo 21.3 | Una funcion derivable en R presenta un maximo relativo
en el punto (a, b) y un minimoen (c, d) . ¢(Qué se deduce?.

Solucioén .-
Se deduce que x =a y x =c son puntos singulares de f, cuyas ordenadas son,

respectivamente, b y d.
Es decir:

f@)=0 , f'c)=0, f@=b , f(c)=d

Ejemplo 22.3 |Hallar a 'y b para que la funcion f(x) =ax®+bx tenga
un minimo relativo en el punto (2, -48) .
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Solucion .-

Como f esderivable en R, siendo f'(x) =3ax?>+b, entonces f'(2)=0 y
f(2) = -48.
Se obtiene el sistema de ecuaciones:

Q=0 12a+h=0
f(2) = -48 8a+2b=-48

cuyasoluciones a=3y b=-36.
Por lo tanto, la funcion es f(x) = 3x® —36x . Estamos en condiciones de
comprobar que se trata de un minimo relativo.

.- f'X)=0 & 9?>-36=0 & x=+2
Il.- | £0)<0 | f1(3)>0

1 T Dom (f) = Dom (f) =R

-2\2/

Podemos preguntarnos: ¢ Es imprescindible verificar la condicion de minimo?.

Hallar ay b para que la funcion f(x) =ax®+bx tenga

Ejemplo 23.3 un méaximo relativo en el punto (2, -48) .

Solucion .-

La Unica diferencia con el ejemplo anterior esta en la palabra maximo.

El procedimiento, las operaciones y los resultados serian idénticos, obteniéndose
la misma funcion.

Al verificar la condicion de maximo nos encontrariamos con que,en x=2, f
presenta un minimo relativo, y , por consiguiente, el problema no tiene solucion.
Estamos ante un problema incompatible.

Conclusion : Es completamente imprescindible verificar la condicion de maximo
0 minimo relativo.

OBSERVACION: Algunos alumnos dicen que se trata de un problema "mal planteado”,
pero eso no es correcto. Todos los problemas estan bien planteados,
otra cosa es que tengan o no solucién.
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CRITERIO DE LA DERIVADA SEGUNDA
Sea ¢ un punto singular de f.

a) Si f"(c) >0, entonces f presenta un minimo relativoen c.

b) Si f"(c) <0, entonces f presenta un maximo relativoen c.

En efecto:

a) Ya sabemos que el crecimiento de una funcion se estudia con el signo de
su derivada primera, de tal forma que si deseamos estudiar la monotonia
de f, analizaremos el signo de f'. Si la monotonia que pretendemos cono-
cereslade f', analizaremos el signo de su derivada, es decir, el signo de
(f |)I - f n .

Por lo tanto, si f"(c) >0 v
. : A
entonces f' es creciente
en ¢c,ycomo f'(c)=0,
su gréfica sera del tipo s
expuesto. ) A)’_
P i > X

De esta grafica se deduce: f'(X% X

f'(x)<0six<c f 1 six<c & f pasa enc. deser

f'(x)>0six>c ftsix>c pasa, '
decreciente a ser creciente = f presenta un minimo relativoen c.

A H n Y

b) Analogamente, si f"(c) <0 A
entonces f' es decreciente £
en c,ycomo f'(c)=0,
su grafica serd como la de la |
figura. f'(x) «

Tenemos: 4 ;; » X

f’(x)>0six<c

. =
f’(x)<0six>c
ftsix<c : .
: = f pasa, en c, de ser creciente a ser decreciente =

flsix>c

= f presenta un méximo relativo en c.
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Calcular, aplicando el criterio de la derivada segunda, los

Ejemplo 24.3 el vl ! >
maximos y minimos relativos de  f(x) =xe**" .

Solucion .-
I.- Buscar puntos singulares , ya que f es derivable en R.
fr(x) =e** +x- ¥ . (1-2x) =e*** . (1 +x—2x?)
Recordando que la funcion exponencial nunca se anula, los

puntos singulares se obtienen al resolver la ecuacién

22 +x+1=0 & x=—3,x=1

I1.-Sustituir los puntos singulares en la derivada segunda.

f7(x) = X (1 - 2x)(1 +x— 2x2) + e (1 - 4x) =
= X (43 —Ax2 —x+1) + e (1-4x) =
= % (4x3 —4x2 —5x + 2)

f"(1)=-3<0 = hay un maximo relativoen x=1.

f"(—3)=3e~% >0 = hay un minimo relativo parax =—%

Por lo tanto:

MAX(L, 1) , MIN(%,—3e )

OBSERVACION : Es interesante realizar este mismo ejemplo estudiando la
monotonia. Es mas facil. Compruébese.

El criterio de la derivada segunda es util para muchos ejemplos
que se presentan en la practica, sobre todo para funciones poli-
nomicas. Pero tiene dos inconvenientes:

1.- La derivada segunda de algunas funciones puede

resultar complicada.
2.- Puede ocurrir que f''(c) =0, en cuyo caso no se
pueden sacar conclusiones : hay que recurrir al es-

tudio de la monotonia.
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Ejemplo 25.3 | Calcular los maximos y minimos relativos de f(x) =x%+1.

Solucion .-
I.- Buscar puntos singulares, pues f es derivableen R.
f'xX)=0 < 6x°=0 < x=0
I1.- Sustituir el punto singular en la derivada segunda.
f"(x) =30x* = f”(0)=0.

En estos casos hay que estudiar la monotonia.

f'(-1)<0 f'(1)>0 . )=
i Dom(f) " Dom(f’) =

Por lo tanto, hay un minimo relativoen x=0 : MIN (0, 1) .

OBSERVACION : El criterio de la derivada segunda es util para funciones con
parametros .

Ejemplo 26.3 | Calcular los maximos y minimos relativos de la funcion
f)=%+2 , acR-{0}.

Solucion .-

I.- Buscar puntos singulares .
(f noes derivableen x=0, pero 0¢ Dom(f) ).

f'(x):%—x%=0 o x?=a%2 = [xI=lal = x=+a

I1.- Sustituir los puntos singulares en la derivada segunda.

f(x)=g-ax? = ()= 2ax 3 =22
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f"(a) = 2a_2 > 0 = hay un minimo relativoen x=a.

as a2
w28 2 fni : -
f"(-a) = =—= <0 = hay un méaximo relativoen x =-a.
(_a)3 a2
Por lo tanto: MiN(a,2) vy MAX (-a, -2) .

Hallar los maximos y minimos relativos de la funcion
f(x)=5+sen3x. a)En R. b)Enelprimergiro.

Ejemplo 27.3

Solucién .-

a)
I.- Buscar puntos singulares, ya que f es derivable en R.

f'(x)=3cos3x=0<cos3x=0<

3x=Z +2kn x= L 4 2kn
o 327.5 o 2 ZER keZ

I1.- Aplicar el criterio de la derivada segunda : f"(x) = -9sen 3x .

f (% + 23&) = —95en(% + 2k7z) = Izjsen% =-9<0=>

= ftiene maximos para x = % +537

fr (% + %) = —95en(3—27Z + 2k7z) :k;QSen%” =9>0>

= f tiene minimos para x = % +53T
La ordenada de los maximos sera

f(%Jr%):5+sen(%+2knj:5+sen%:6

y la de los minimos

f(%+%)=5+sen(3—2”+2knj:5+sen3—2”:
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Por lo tanto, hay infinitos maximos y minimos relativos:
A 2k P 2k
MAX(%+T”,6) , |\/||N(§+T”,4) kez

b) Basta con dar valores enteros a k , sin salirnos del primer giro, como
si se tratase de calcular las soluciones particulares de una ecuacion tri-
gonomeétrica.

Se obtienen tres maximos y tres minimos:

x = % max x = 2 méx X =3 max
- 6 - 6 — 2
k=0 Tt k=1 T k=2 Un -

X="5 min X=-g~min X === min

MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS
Sea f una funcion definida en el intervalo cerrado [a,b] y cela,b].
Intuitivamente, f tiene un

méaximo absoluto en el punto
c si la ordenada de este pun-

: Y

to es mayor o igual que las

ordenadas de todos los pun- o

tos del intervalo cerrado [a, b].

Es decir, el maximo absoluto
esta en el punto de mayor al-
tura.

En el lenguaje matematico,
f tiene un maximo absoluto
en cela,b] si f(c)>f(x)
vx € [a, b].

Andalogamente, f tiene un minimo absoluto en ¢ € [a,b] si f(c) <f(x)
vx € [a, b].
Por ejemplo, en el grafico anterior f tiene un minimo absoluto en el punto a.
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Obsérvense los siguientes gréaficos:

I.- En ¢ y e hay maximos relativos.
I.- En e hay un maximo absoluto.

[1l.- En d hay minimo relativo y abso-
luto.

Conclusion 12 .- Un maximo relativo puede ser maximo absoluto y un minimo
relativo puede ser minimo absoluto.

I.- En a hay un minimo absoluto.

I1.- En b hay un maximo absoluto.

Conclusion 22 .- En los extremos del intervalo puede haber maximo o minimo
absoluto.

Conclusion final .- Para buscar los maximos y minimos absolutos tendre-
mos en cuenta los maximos y minimos relativos y los
extremos del intervalo.

Teorema de Weierstrass .- Toda funcién continua en un intervalo cerrado tiene
un maximo y un minimo absoluto.
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Ejemplo 28.3 Hallar el maximoy el minimo_absoluto de la funcién
f(x) = x3 +3x2 —72x+90 en el intervalo cerrado [-5, 5].

Solucion .-

Las funciones polindmicas son continuas y, segun el teorema de Weierstrass,
tendran méaximo y minimo absoluto en cualquier intervalo cerrado.

Los candidatos son los maximos y minimos relativos y los extremos del inter-
valo.

Al ser f derivable en R buscaremos sus puntos singulares:

f'X)=003X°+6x—72=0Xx2+2x-24=0oX=4 ,Xx=-6

Ahora bien, —6 ¢ [-5,5] y por lo tanto el maximo y el minimo absoluto se
alcanzaranen x=4,x=50x=-5.

¢Como averiguarlo?. Basta con hallar sus ordenadas : el de mayor ordenada
sera el punto donde se alcanza el maximo absoluto, y analogamente el minimo
absoluto.

f(4) =64 + 48 - 288 + 90 = -86
f(5) =125 + 75 -360 + 90 = -70
f(-5) =-125 + 75 +360 + 90 = 400

Por consiguiente, el maximo absoluto es 400 y se alcanzaen x=-5 yel
minimo absoluto es -86 y se alcanzaen x=4.

Esto significa que
-86 <x3+3x2-72x+90<400 Vxe[-5,5]

Eiemolo 29.3 Hallar el maximo y el minimo absoluto de la funcion
jemp ~ 1f(x) = y4—x2 en el intervalo cerrado [-2,2] .
Solucién .-

En primer lugar, calcularemos el dominio de esta funcion irracional, que
estara formado por los valores que hagan positivo o nulo el radicando.
La funcién 4 —x? se anula para x =+2 y tiene dominio R.

pe)
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Por lo tanto, Dom(f) =[-2, 2] siendo f continua en su dominio.

Como f'(x)= —2X __ X vemos que f noes derivableen x=42.
2J4-x2  J4-x2
Los candidatos son:

I.- Maximos y minimos relativos.

El Unico punto singular es x =0 que pertenece al intervalo [-2, 2].
Los puntos del dominio en los que f no es derivableson 2 y -2.

Il.- Extremos del intervalo: 2 y -2.
Calculemos sus ordenadas:
fo=2 , f(2)=0 , f(-2)=0

Por consiguiente, el maximo absoluto es 2 y se alcanzaen x =0,y el minimo
absoluto es 0 que se alcanzaen x=2 y x=-2.

Estos resultados pueden interpretarse mejor observando la gréfica de la funcion,
que es una semicircunferencia centrada en el origen de coordenadas de radio 2.

Méximo absoluto

» X
-2 2
Minimo Minimo
absoluto absoluto

Dada la funcion f(x) =x2 - Inx, demostrar que se verifica
la desigualdad 0<x?-Inx<e? vxell,e].

Ejemplo 30.3

APLICACIONES DE LA DERIVADA 81



I.E.S."BAJO GUADALQUIVIR" LEBRIJA
DPTO. DE MATEMATICAS

Solucién .-

Toda funcién continua en un intervalo cerrado estara comprendida entre su
valor minimo y su valor maximo.

1
X

f'(x)=2x-Inx+x2.- ¢ =2x-Inx+x=x2Inx+1)

Se observa que f es derivable en su dominio (0, +0) .
Como la desigualdad que nos piden es valida en el intervalo cerrado [1, €],
buscaremos el maximo y el minimo absoluto de f en dicho intervalo.

f'X)=0ox=0 0 2Inx+1=0

Nos encontramos con una ecuacion logaritmica facil de resolver:

1 _1 1 1
2Inx+1:0:>lnx:—§:>x:e 2 =e—%=f
Los puntos singulares de f son, pues,x=0y x= % , que no pertenecen

al intervalo [1, €].
Por lo tanto, los candidatos son los extremos del intervalo 1 y e:

f1))=0 , fe)=¢?
El maximo absoluto es €2 que se alcanza para x =e Yy el minimo absoluto 0
para x = 1.
Por consiguiente, como dijimos al principio, f estara comprendida entre su
valor minimo y su valor méximo, es decir:

0<x?-Inx<e? Vvxelle]

Demostrar que se verifica la siguiente desigualdad:

—2 <2sen X+sen 2xs$ VX e [037”] :

Ejemplo 31.3

Solucién .-

Sea la funcion f(x) = 2sen x + sen 2x, que es continuaen R vy, en particular
en el intervalo cerrado [O, 37”] Tiene , por tanto, un maximo y un minimo abso-
luto.
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Asimismo, es derivable en R siendo f'(x) = 2cos x + 2cos 2x .
Para calcular los puntos singulares tendremos que resolver esta ecuacion
trigonométrica:

cos2x + cosx=0

c0s2x —sen?x +cosx =0
c0s2X — 1+ cos2x +cosx =0
2c0s2X+cosx—1=0

-1+ _

1
2

-1

cosx:%@x=%, x:%” en el primer giro

cosxXx=-lex=n

De estos tres %Z 2 [0, 3—”] , siendo los candidatos a maximo y minimo absoluto
% 7,0 3%[

Ahora bien:
) T . M3 V3 33
f(3)_25en3+sen3 =2. 5t =5

f(z) =2sen 7 +sen 2z =0

f(0)=0
31 _ 5ean 3 —_
f( > )_Zsen o +sen 3n=-2
De esta forma, el maximo absoluto se alcanza para x = % y el minimo absoluto
para X = 37” :

Segun la definicion de maximo absoluto f(x) < f(%) VX € [0, 3—2”] ,'y seglin

la de minimo absoluto f(%”) <f(x) Vvxe [0, 37]

En definitiva:
(32) <100 <(Z) wxe[o, 3]
es decir —2 < 2sen X+sen 2x < 3‘? vXe[o,%’T]
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1.E.5. Bajo Guadalquivir
Departamento de Matematicas Yy de la Salud
Lebrija

MONOTONIA DE UNA FUNCION

1.- La funcion f(x) =x", con n impar, es siempre creciente. ;Por qué?.
2.- Demostrar que la funcién f(x) = % es creciente si a<0 y decreciente si a>0.

3.- Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = sen x en el intervalo [0, 27].
4.- ;Para que valores de k es siempre creciente la funcion f(x) = X1, (S: k<2).

5.- Se sabe que la funcién f(x) tiene por derivada f'(x)>0.
Estudiar el crecimiento de las siguientes funciones:

a) gix) =f(x) +k; keR b) g(x) = kf(x) ; keR , k+0
6.- Estudiar el crecimiento de las funciones f(x) =-e™* y g(x)=Inx.

7.- Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las funciones:

a) f(x) = x?-6x+9 (S: Crece en (3,+00) y decrece en (-o0,3)).
b) f(x) = 2x3 - 12x2-30x—6 (S: Crece en (—oo,—1) U (5, +o0) y decrece en (-1,5)).
c) f(x) = cos x - X (S: Decrece en (—oo, +0)).
d) f(x) = % (S: Crece en (-1,1). Decrece en (—oo,—1) U (1, +0)).
e) f(x) = x® + 2x3 +x (S: Crece en (—o0, +o0)).
f) f(x) = 1-x3 (S: Decrece en (—oo, +00)).

8.- La funcion f(x) = ‘;’(‘)2(1% es decreciente en x = 0. Determinar el signo de a.

9.- De sabe que la funcién f(x) = izx—j:g es decrecienteen x=0yen x =-2, con a+0.

Demuestra que ay b han de ser negativos y que f ha de ser decreciente en x =-1.

10.-Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = arc th;)(l en (0,+o0).

Calcular f(2) y f(3), y utilizar los resultados anteriores para demostrar que
arc tg3 < arc tg%

11.-¢,Qué cantidad es mayor: 2006 +cos2006 6 2007 + cos 2007 2.

I.E.S. "BAJO GUADALQUIVIR"” Departamento de Matematicas Avda. Doctor JoséViel ,3  41740-Lebrija (Sevilla)
TIf.: 95 583 9730 Fax : 95583 9736 correo electrénico: dpto_mates_bg@terra.es
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesbajoguadalquivir
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MAXIMOS Y MINIMOS

1.- Calcular los maximos y minimos de las funciones:
a) f(x) = x* —12x3 + 48x* -6 (S: Minimo en x = 0).

b) f(x) = sen 4x (S: Méaximo en % + % : Minimo en 3£ +%),

2.- La funcion f(x) = x3 +px2+q tiene un valor minimo 3 parax=2. Hallarpyq.
S:p=-3;q9=7).

3.- Encontrar los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones:
a) f(x) =tg x b) f(x) =4 + sen 4x

4.- Dada la funcién f(x) = 2x3 +ax? + bx +c, calcular a, b y ¢ para que:
a) En x =2 y x = -3 tenga puntos singulares.
b) En uno de tales puntos, tenga un méaximo relativo igual a 100.
(S:a=3,b=-36,c=19).

5.- a) ¢Qué puede afirmarse de una funcion f si se sabe que f'(x)<0 para x<0y f'(x)>0
para x>0 ?.
b) Averiguar si x = 0 es un punto de maximo relativo, minimo relativo o ninguna de las
dos cosas , para la funcion f(x) = x* .

6.- La funcion f(x) = ax® +bx tiene un valor minimo -48 en el punto x = 2. Calcularay b.
(S:a=3,b=-36).

7.- Calcular los maximos y minimos relativos de las siguientes funciones:
a)f(x)=cotx h)f(x)=3—arctgx (S:b)ym(L, 3-%); M(-1, Z+2)).

8.- Dada la funcion f(x) = ax + In (a+x?), donde acR*, se pide:
a) Hallar a sabiendo que x =-1 es un punto singular.
b) Averiguar si dicho punto es maximo o minimo relativo.
(S:a)a=1; b) Ni maximo ni minimo)

2
9.- Dada la funcion f(x) = %—:Xl , donde aeR, se pide:

a) Valor de a sabiendo que f tiene un punto singular en x = -2.
b) Averiguar si dicho punto es madximo o es minimo.
c) ¢Hay mas puntos singulares?.
(S:a)a=3; b) Maximo ; c) Si, x = 1).

I.E.S. "BAJO GUADALQUIVIR"” Departamento de Matematicas Avda. Doctor JoséViel ,3  41740-Lebrija (Sevilla)
TIf.: 95 583 9730 Fax : 95583 9736 correo electrénico: dpto_mates_bg@terra.es
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesbajoguadalquivir



277N\

‘ Bachillerato:
JUNTR DE ANDALUCIA -Tecnoldgico
CONSEJERIA DE EDUCACION -Ciencias de la Naturaleza
1.E.5. Bajo Guadalquivir
Departamento de Matematicas Yy de la Salud
Lebrija

MAXIMOS Y MINIMOS

10.-Dada la funciéon f(x) =Inx - In (x> +a), donde ac R— {0}, hallar el valor de a
sabiendo que f tiene un punto singular en x = a.
(S:a=1).

11.- Dada la funcion f(x) = x + Wla , donde acR, se pide:

a) Puntos singulares de f.
b) Maximos y minimos relativos.
c) Valor de a para que el minimo se alcance en un punto de abscisa doble que
la abscisa del maximo.
(S:a) x=41-a;b) m(1-a, 2-a) , M(-1-a, -2-a) ; c) a = -3).

12.-Si a;<az<..<ap , demostrar que el punto minimo de la siguiente funcion se
obtiene para la media aritmética de ai,ay,...,an :

109 =30 ai)

13.- La figura muestra la grafica de la N .

. f

derivada de f . \
Hallar todos los puntos maximos y

1]
minimos relativos de f . 1\/\/3 4

(S: Maximo en x =1; minimoen x = 3)

14.- Para cada una de las siguientes funciones, hallar el maximo y el minimo en los intervalos

indicados:
a) f(x) =x3—x2—-8x+1 sobre [-2,2] (S:M=22 m=-11).
b) f(x) =x®+x+1 sobre [-1,1] (S:M=3, m=-1).
c) f(x) = 3x* —8x3+6x2 sobre [, %] S:M=% m=0).
d) f(0) = 55T sobre [-5,1] (SM=3%, m=3).
e) f(x) = ﬁ sobre [-1,1] (S:M = 1+2ﬁ ,m=0).
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REGLA DE L'HOPITAL

En cursos anteriores, al estudiar limites de funciones, aparecen las
indeterminaciones
o)
[ ol ¢ [

y se aprenden los artificios necesarios para resolverlas.
Generalmente, surgen en limites de funciones racionales, ya sean en un punto
finito o en el infinito.

sen X

Pero, ¢como resolver la indeterminacion  lim == 2.

8(8

En estos casos suele aplicarse la regla de L'Hépital , que establece:

Sean fy g dos funciones derivables tales que existe

. f'(x)
el lim )
Si el lerg%—[%] 6 [2], entonces

OBSERVACION: Se derivan, simultdneamente, el numerador y denominador
de la expresion.
Un error muy frecuente es aplicar la derivada de un cociente.

Ejemplo 38.3 |Calcular los siguientes limites:

. senx . sen 3x
a) IX'IQ X b) Ix'IQ sen 4x X0
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Solucion .-

No olvidemos que, ante todo, debe comprobarse si se trata 0 no de una
indeterminacion.

a) IImsenx [g . COSX

3cos3x  3-1 3

b) “ sen 3x g]

M senax =10 =lim 4cosdx — 4.1 4
. tgX 107 o 1419 1
) lim = =[g)=lip =T =1-1

OBSERVACION : Puede ocurrir que al aplicar la regla de L'HOpital nos encontremos
nuevamente con una indeterminacion. En este caso, volveremos a
aplicarla .

Ejemplo 39.3 |Calcular por dos metodos el siguiente limite:

lim X2+3x2+3x+1
x--1  X2+2x+1

!

Solucién .-

Se trata de una indeterminacion del tipo [

olo

Método 1 .- Aplicando la regla de Ruffini.

1 3 3 1

-1 -1 -2 -1
lim X3 +3x%+3x+1 [g]_
xo—1 X2+2x+1 0
1 2 1 0
- i (x+1)° i

-1 -1 -1 x—»l—rln( X+1 )2 _x!»r—n (X+1) 0

1 1 |o
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Método 2 .- Aplicando la regla de L'Hopital .

_lim &£6 _g

=lim
x->—1 2

x—->—1 2X+2

lim 0

x>-1  X2+2x+1

x3+3x2+3x+l:[0] 3x2+6x+3:[%]

OBSERVACION : La formula de L'Hépital es valida tanto si a es finito
como infinito.

Ejemplo 40.3 |Calcular por dos métodos el limite siguiente:

] 3 2 _
lim X 3+6x 1
_ xow 2X3 —7X+6
Solucién .-

Metodo 1 .- Recordemos que para el calculo de limites en el infinito de funciones
racionales, s6lo habia que tener en cuenta los términos de mayor grado.

. 3 2 _ . 3
lim & 3+6X 1:Il X
x>0 2X3 —7X+6

OBSERVACION : En algunos casos, tras aplicar la regla de L'Hopital basta con
sustituir x por el valor al que tiende para obtener el resulta-
do del limite.

_ tcul i arc tg 2x
Ejemplo 41.3 | Calcular —lim =03
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Solucioén .-
tg 2 L2
arclgex ro] . 14+4x2 7 2
Ix'ﬂ} arcthx_[O]_lerQ 1 45 3
1+9x2

OBSERVACION : Otras veces interesa simplificar todo lo posible antes de
sustituir.

- 2
Ejemplo 42.3 |calcular  lim In(x*-1) .
x-1 In(x=1)

Solucién .-

La funcion logaritmica neperiana no esta
definida para x =0, pues su dominio es

A
=1 (0, +0).
/ / o Sin+eofnbargo, observando la grafica vemos
/
/
/

que

lim InXx=-w
X—0+

Por lo tanto:

o1 (2] g 20D i, _2x

x-1 X2-=1 x—1 X-I-l:l

Ejemplo 43.3 | Calcular los siguientes limites:

-1 33X -2

o g S5E o iy

)ty %5
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Solucion .-

3 iy 3§y P s

b) lim 352==[§] lim 103222102 _n3 2= 3
) lip $=1 =[] =ip 33 =103

OBSERVACION : Si se aplica reiteradamente la regla de L'Hbpital sin
asegurarse de que se trata de una indeterminacion,
se cometera un grave error.

Hay un error en el siguiente calculo.

Ejemplo 44.3 | £ entralo y corrigelo.

. X2 —5X4+6 . 2X=5
Ianz] X2—3X+2_IXI£9 2X—3  x-2

Solucién .-

El error se comete en el segundo paso, pues no hay indeterminacion.

lim

X—2 izigiig :[Q]:

0

Existen un total de siete indeterminaciones:

| ——
olo
—_

, [E], [o—o] , [0-00] , [0°] , [x°] , [17]
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La regla de L'Hopital resuelve directamente las dos primeras.

Mediante transformaciones algebraicas pueden reducirse las demas a los

tipos [%] 0 [%] y, a continuacion, aplicar la regla.

INDETERMINACION [oo— o] - Suele resolverse convirtiendo la diferencia en
fraccion.

Ejemplo 45.3 | Calcular:

. . 1 1
a) 1'12 (secx—tg x) b) I)(I_[Tl][x_l_ex—l_l]
Solucion .-

a) lim (secx —tg x) = [oo— 0] =lim (Wlsx—%) =lim % =
X=>7 X=>7 X=>7

—

=|3]=tim =g%=L=o0

X%%

b) 1im [xil B eX—ll—l]:[oo_oo] =lim (x—?L);—(LX_—i(—l) Z[%]Z

; ex—l _ 1 ; eX—l
=lim =lim =
I o175 (k- Dert oW wex i -1

0 lim

et-1 _[O]_ et
S x-1 el xext

_1
-2

INDETERMINACION [0-0] 1 un producto se puede transformar en cociente
de dos formas:

f00g0) = 10 - 9%
g(x) f(x)

Utilizaremos la que sea mas comoda para derivar.
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Ejemp|0 46.3 Calcular:
a) lim x- cot2x b) lim (x—1)In(x—1)
Solucién .-
. . BT X Y X g _
a) g x-cot2x=[0-co] ~liny —{ — i % =[5 |-
cot 2x
L 1 _1
= g0 -2~ 2
. . In(x-1) 0
b) lim (x—1)In(x—1) = [0- o] =lim —"—> = [ & ] =
x-1
- (x-1)
—lim X=1 X— _Ii —_y)—
=lim— o —=lip 25Ty =im -0 =0
(x—1)?
INDETERMINACION [0°] Supongamos que vamos a calcular el
lim ()% y resulta que ljm (x) =
=lim g(x) =0.
Llamamos L al limite buscado, es decir
— i g(x)
L = lim f(x)
A continuacion sacamos logaritmo vy, recor-
dando que el logaritmo de una potencia es
igual al exponente por el logaritmo de la base,
la indeterminacion se convierte en [0-o0] .
En efecto:
T g0 _p: _
InL=lim Inf(x)> =lim g(x)Inf(x) = [0 ]
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Ejemplo 47.3 | Calcular:

1
a) lim x* b) lim x In(ex-1)
Xx—0 X—0
Solucién .-

Una vez comprobado que se trata de una indeterminacion del tipo [0°] ,
se procede asi:

a) Sea L= Iirg x*.. Sacando logaritmos tendremos:
X—

. . CInx [ —o
= X — . = o |— = —_— = |— | =
InL =lim Inx*=lim x - Inx = [0- (~0)] =lim T [=2]
1 )
D ST TS
=ty - =l 3 i (20 =0
5

Por ultimo, aplicando la definicién de logaritmo:

InL=0= L=e=1 = IXirQ x*=1

1

i In(e*—1) —im —2L— . Inx =lim —NX__ _
b) InL=lim Inx lin In(ex —1) Inx =i In(ex —1)

[

_Ii ex—l_[g]_- e _
=lim “a7= =g ] =lim e 5ex =

=1lim

x-0

1

X
—1 X
ex—1°

Alser InL=1,entonces L=el=e .

. 0 . ..
INDETERMINACION L[0°]1 - Se resuelve con el mismo procedimiento que
la indeterminacion [0°] .
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Ejemplo 48.3 | Calcular:

Solucién .-

: g x L
a) lim (%) =[0%]. Sea L el valor de dicho limite, entonces

1
~tim (L)% 1) _ [0+ o] lim 10X _
InL—IXLrQIn(X) _IX'IE‘tgx'In(X)—[O'OO]—IX'D&L_
tg X
1 _L 1
In% o X x2) X . sen®x
=1im corx = [5] =lim — =lim —3 — =lim =5 =
sen2x sen2x
_[07 i 256N XCOSX
= | &g 2seeosx ~o
Aplicando la definicion de logaritmo:
- _a0_ o (L)9
InL=0 = L=e"=1= lim(x) =1
. .2 -
b) lim Ixz =limxX =[0°] . Sea L el valor del limite buscado, entonces:
2 2.+
InL = im InxX =jim % - Inx =Jim 210X = [2] =Jim =% =0

Porlotanto, L=e%=1.

INDETERMINACION [1”]1 . Las tres indeterminaciones de tipo potencial
se resuelven con el mismo procedimiento.
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Ejemplo 49.3 | Calcular:

X 2X+3 Q
a) lim(1+%) b lim(X)" " o lim(1+ax)X

Solucién .-

Se comprueba que corresponden a indeterminaciones del tipo [1°] .

a) InL=limIn(1+%) =limx-In(1+%)=[=-0]=

. 1
M—[%]:Hm (I S

=lim 1 = am 1 W
X _X2 + X

Porlotanto, L=¢e.

2%+
b) InL = Jim In(2X1)™ Jjim (2x+3) - In XL _ [0 0] -

1
x+1 x=1 _ -2
_ i =1 -8 XL )", 222x3)”
T x> 1 L0 J T xow -2 ety _2(X2_1) -
2X+3 (2x+3)°

2

!(Irg X2 _1

b
a - b o bin(l+ax) [0
¢) InL=limIn(1+ax) X =lim - In(1+ax) =lim ——5— = [0]
1
b- -a
= ljim — 58— g
x-0 1

En definitiva, In L =ba vy, por lo tanto, el limite buscado es

L=eb
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Ejemplo 50.3 | Calcular el valor de k para que el

lim (XLXI()SX =ef

X—00

Solucion .-

Se trata de una indeterminacion del tipo [1*]. Sea L el valor del limite.

3 In 23X
In L= Jim In(%57K) " =fim 3x- In XK = oo 0] fim —— =[ 3] =
3x
X =k 2
— i Xtk x2 o 3KxE
= lim S =lim e g = 3K
3x2

Por lotanto, InL =3k y,en consecuencia, L =e3.

Como el resultado del limite debe ser e® , entonces

ek=g6 o 3k=6 o k=2

*hhkkkikkhkkkikkhkhkkhkhkhkkikhkhkkhhhkkhkhhkkhhhkkhkhhkkhihkkhihkiihkiik
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REGLA DE L'HOPITAL

1.- Calcular los siguientes limites:

X 1 COSWO_ z m & =2 _
d)lim —%— -0 ) lim ~—19X _4 f) lim L=C0SX _ 1
o6 6 X /X x>% COS 2X x>0 X2 2
2.- Calcular los limites:
e*—e*-2x _ e e F1+2x+1 4
3l “x=senx =2 b) lirg In(1+x) =3a ¢) Jim 24X +x 0
_am—x"  _.m Incos3x _ o arctg2x _ ,
d) g D Tham — Inxm =2 €) IXIHJ] Incos2x — 4 ) Iao arctg3x — 3

3.- ¢Donde se encuentra el error en la siguiente aplicacion de la regla de L"Hdpital?.

X3 +x-2 AX%2+1 .. 6x
lim o3y 72 =M 2x—3 =lim5 =3

4.- Resolver las siguientes indeterminaciones:

1 1 \_1 _ 1 \_=z ; X_o

a) Ianl](lnx x—lj_2 )|><Lo(2x x(enx+1)j_4 0) lim (m—x) - g7 =2

- 1 i X—a - x2—1
) lim (cotx—%) =0 e)Jim x-In}55 = 2a 0 lim x*-Inszry =2

5.- Calcular los siguientes limites:

1

T —_—
X — g2n i 2 _ 1
=e?  ¢)lim(cos x) X* = —

a) lim (tgx)™* =1 b) lim (1 +sen 2x)
X—>7 —

1 o
d)lime*-1)"=1 ) Jim x"-a") Inx =e" ) lim (2- X% _e?

6.- Hallar ceR de modo que lim (§i8)x =4.
(S:c=1In2).

I.E.S."BAJO GUADALQUIVIR” Departamento de Matematicas Avda. Doctor JoséViel , 3  41740-Lebrija (Sevilla)
TIf.: 95 583 9730 Fax : 95583 9736 correo electrénico: dpto_mates_bg@terra.es
http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesbajoguadalquivir



